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Introduction
Le présent travail a pour but de motiver et d’introduire la théorie des catégories extriangulées,
au travers notamment de l’étude de sous-catégories pleines et stables par extensions des
catégories triangulées. Inspiré par l’approche de [13], nous mettons en évidence un lien entre
ce type de catégories et les catégories exactes, notamment dans les définitions de la notion
de conflation, qui donne des résultats analogues dans les deux configurations.

Une structure se retrouvant dans ces deux cadres est celle d’extension d’une conflation,
une démarche naturelle consiste à classifier ces extensions, au moyen d’un foncteur Ext ,
nous détaillons cette construction pour les catégories abéliennes dans la première partie.
Les catégories extriangulées sont introduites en prenant le contrepied de cette démarche,
en introduisant d’abord une notion d’extension (au travers d’un foncteur imitant le Ext 1

des catégories abéliennes), puis en construisant les conflations d’après les extensions. Cette
méthode possède l’avantage de pouvoir s’appliquer assez naturellement aux contextes cités
plus haut, elle donne donc une vision unificatrice et fructueuse sur ces notions.

Pour mettre en évidence l’aspect naturel et intuitif de l’introduction des catégories extrian-
gulées, nous effectuons certains rappels sur les catégories triangulées, en exposant certains
aspects des définitions que nous n’avions pas développés dans [2], tout ceci pour en venir
à l’étude des sous-catégories stables par extensions des catégories triangulées, que l’on peut
considérer comme l’exemple holotypique de catégorie extriangulée, cette étude nous mène à
un résultat très similaire au cas des catégories exactes, à savoir la triangulation de la catégorie
stable d’une catégorie de Frobenius (dans un sens à préciser), nous terminons en explicitant
un tel résultat pour les catégories extriangulées en toute généralité.

Je tiens à remercier M. Yann Palu, pour avoir accepté de diriger ce mémoire, pour sa dis-
ponibilité, son aide précieuse et éclairante. Je tiens également à remercier mon frère Arthur,
pour ses références instructives et pour sa patience.

Tout au long de notre exposé, nous citons fréquemment [2], que nous considérons comme un
pré-requis à ce mémoire, les définitions élémentaires de théorie des catégories sont supposées
familières au lecteur, nous fixons néanmoins certaines notations et conventions qui peuvent
différer de celles utilisées dans [2] :
- Les catégories considérées sont par défaut supposées localement petites.
- L’ensemble des morphismes entre deux objetsX et Y d’une catégorie C sera noté C(X, Y ),
où Hom A(X, Y ) dans le cas où C = A−Mod.

- Une application de la forme C(X, f) sera notée f̃ , et une application de la forme C(f,X)

sera notée f̂ en l’absence d’ambiguïté sur la catégorie C considérée.
- La composition de deux morphismes f et g sera le plus souvent notée fg au lieu de f ◦ g
par soucis de concision.

- Par manque de temps, nous choisissons d’ignorer les problèmes logiques et ensemblistes
posés par l’étude de certaines catégories.
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Première partie

Rappels et compléments
1.1 Adjonction

1.1.1 Définitions

Une notion fondamentale dans la théorie des catégories, que nous n’avons pas développé
dans [2] est la notion d’adjonction des foncteurs, nous allons donc en donner les premiers
résultats, ainsi que quelques exemples fondamentaux qui nous resserviront dans la suite.

On se donne deux catégories (localement petites) C et D, ainsi que des foncteurs F : C → D
et G : D → C (on notera F : C � D : G). On cherche à formaliser l’idée que pour A ∈ C
et B ∈ D, la donnée d’un morphisme F (A) → B est ’sensiblement la même’ que celle d’un
morphisme A → G(B) : on souhaiterait transporter l’information d’un morphisme entre les
deux catégories.

Définition 1.1. Soient C,D des catégories, F : C � D : G des foncteurs. On dit que F est
adjoint à gauche de G, et G est adjoint à droite de F , noté F a G si, pour tous objets
A ∈ C, B ∈ D, il existe une bijection ϕA,B : C(A,G(B)) → D(F (A), B), qui respecte les
axiomes de naturalité suivants :

• Pour toute suite de morphismes composables A′
p // A

f // G(B) dans C, le dia-
gramme suivant est commutatif :

F (A)
ϕA,B(f)

!!
F (A′)

F (p)
::

ϕA′,B(f◦p)
// B

• Pour toute suite de morphismes composables F (A)
g // B

q // B′ dans D, le dia-
gramme suivant est commutatif :

G(B)
G(q)

$$
A

ϕ−1
A,B(g)

==

ϕ−1
A,B′ (q◦g)

// G(B′)

Le choix d’une telle famille de bijection ϕ−,? est appelée une adjonction entre F et G.

Cette première définiton est issue de [11], et semble quelque peu ad hoc en première lecture,
il se trouve qu’elle peut être interprétée comme une transformation naturelle entre deux
foncteurs.
On considère les catégories Cop ×D et Ens, soit (A,B) ∈ Cop ×D, par définition on a

(Cop ×D)((A,B), (A′, B′)) = Cop(A,A′)×D(B,B′) = C(A′, A)×D(B,B′)

On construit un foncteur H : Cop × D → Ens en posant H(A,B) := D(F (A), B) ∈ Ens, et
pour (f, g) ∈ C(A′, A)×D(B,B′), on pose

H(f, g) : D(F (A), B) −→ D(F (A′), B′)
k 7−→ gkF (f)

4



Comme F est un foncteur covariant, la correspondance H donne un foncteur covariant, en
effet pour une suite de morphismes dans Cop ×D de la forme

(A,B)
(f,g) // (A′, B′)

(f ′,g′)// (A′′, B′′)

On a

H(f ′ ◦op f, g′ ◦ g)(k) = g′gkF (f ′ ◦op f)

= g′gkF (f)F (f ′)

= H(f ′, g′) ◦H(f, g)(k)

On note alors D(F (−), ?) ce foncteur, on définit de manière analogue le foncteur C(−, G(?)).

Lemme 1.1. La donnée d’une adjonction entre F et G est équivalente à celle d’un isomor-
phisme naturel entre les foncteurs D(F (−), ?) et C(−, G(?)).

Démonstration. (⇒) Par définition, une adjonction est une collection de bijections

ϕA,B : D(F (A), B)→ C(A,G(B))

il reste à vérifier que cette collection donne un isomorphisme naturel. Comme les ϕ−,? sont
des bijections (donc des isomorphismes dans Ens), il suffit de vérifier que l’on a une transfor-
mation naturelle. Soit donc (f, g) : (A,B) → (A′, B′) un morphisme dans Cop × D, on veut
montrer que le diagramme suivant est commutatif :

C(A,G(B))

ϕA,B

��

C(f,G(g)) // C(A′, G(B′))

ϕA′,B′

��
D(F (A), B)

D(F (f),g)
// D(F (A′), B′)

Autrement dit, que l’on a, pour k : A→ G(B)

ϕA′,B′(G(g)kf) = gϕA,B(k)F (f)

⇔ G(g)kf = ϕ−1
A′,B′(gϕA,B(k)F (f))

Or par le premier axiome de naturalité on a ϕA,B(k)F (f) = ϕA′,B(kf), et par le second,
ϕ−1
A′,B′(gϕA′,B(kf)) = G(g)ϕ−1

A′,B(ϕA′,B(kf)) = G(g)kf . Donc ϕ−,? donne bien un isomor-
phisme naturel.
(⇐) De même soit ϕ−,? donnant l’isomorphisme naturel, par hypothèse les ϕA,B sont des
bijections, et on a, pour tout (f, g) : (A,B) → (A′, B′) et k : C(A,G(B)), la relation de
commutativité suivante :

ϕA′,B′(G(g)kf) = gϕA,B(k)F (f)

En particulier, pour g = 1B, on retrouve la première relation de naturalité, et pour f = 1A,
on retrouve la seconde, donc ϕ−,? donne une adjonction entre F et G.

Remarque. L’adjonction à gauche est duale de l’adjonction à droite : si F : C � D : G sont
des foncteurs, avec F a G, alors on a Gop a F op avec les foncteurs F op : Cop � Dop : Gop.
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Exemple. Un exemple élémentaire d’adjonction est l’adjonction librea oubli : Pour la majo-
rité des structures algébriques classiques (monoïde, groupe,...) on peut considérer un foncteur
dit ’foncteur d’oubli’ qui associe aux objets leurs ensembles sous-jacents et aux morphismes
les applications sous-jacentes. Réciproquement, on peut, à partir d’un ensemble construire
un objet algébrique correspondant, dit ’libre’. Dans le cas des espaces vectoriels sur un corps
K, on obtient ainsi deux foncteurs V ectK � Ens, qui sont en fait adjoints : construisons plus
précisément le foncteur libre dans ce cas :
Soit S un ensemble, on pose

L(S) := {λ : S → K | #(λ−1(K∗)) <∞}

l’ensemble des fonctions non nulles seulement sur un nombre fini d’éléments de S. Cet en-
semble forme clairement un K-espace vectoriel, et S s’identifie naturellement à une base de
L(S) par s 7→ 1{s}. Donc une application f : S → S ′ donne naturellement une application
linéaire L(f) : L(S)→ L(S ′) (puisque l’image de L(f) est déterminée sur une base de L(S)).
Heuristiquement, l’adjonction libre/oubli ici nous permet de dire qu’une application linéaire
L(S)→ V est essentiellement la même chose qu’une application S → F (V ) (où F désigne le
foncteur d’oubli), ce que l’on sait déjà intuivitement : il suffit de fixer l’image d’une base, ici
S, pour déterminer complètement une application linéaire.
Construisons explicitement l’adjonction : fixons S ∈ Ens et V ∈ V ectK , pour g ∈ HomK(L(s), V ),
on définit ϕS,V (g) : S → F (v) par ϕS,V (g)(s) = g(s) pour s ∈ S. Dans l’autre sens, pour
F : S → F (v), on définit ψS,V : L(S) → V par ψS,V (f)(s) = f(s) pour s ∈ S et étendu par
K-linéarité. Les deux fonctions ϕS,V et ψS,V sont clairement des bijections réciproques, il reste
à voir qu’elles donnent une adjonction : Soit L(A)

g // B
q // B′ une suite de morphismes

composables dans V ectK , on a

ϕA,B′(q ◦ g) = q ◦ g(s) = q(g(s)) et F (q)ϕA,B(g)(s) = F (q)(g(s)) = q(s)

Et pour A′
p // A

f // F (B′) est une suite de morphismes dans Ens, on a

ψA,B(f ◦ p) :
∑
s∈S

λss 7→
∑
s∈S

λsf(p(s)) et ψA,B(f) ◦ L(p) :
∑
s∈S

λss 7→ ψA,B(f)

(∑
s∈S

λsp(s)

)

Et comme par définition ψA,B est K-linéaire, on obtient bien le résultat.

Exemple. SoientA,B des ensembles, on considèreA×B leur produit cartésien et Ens(A,B) ∈
Ens. On obtient naturellement deux foncteurs −× B et Ens(−, B), en fixant B. On a aussi
une bijection

Ens(A×B,C) −→ Ens(A,Ens(B,C))
((a, b) 7→ c) 7−→ (a 7→ (b 7→ c))

Qui donne également une adjonction entre les deux foncteurs considérés.

Remarque. On se place dans Cat, on considère [1] la catégorie à un seul objet et son identité,
il s’agit d’un objet terminal dans Cat. Pour une catégorie C, la donnée d’un foncteur [1]→ C
correspond à celle d’un objet de C. Dire d’un foncteur F : [1] → C est adjoint à gauche
(resp. à droite) du foncteur C → [1] est équivalent à dire que F (1) est un objet initial (resp.
terminal) dans C :
Si F est un adjoint à gauche de C → [1], on a par définition une bijection entre [1](1, 1) = {11}
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et C(F (1), B) pour tout objet B de C, donc C(F (1), B) est un singleton et F (1) est initial.
Réciproquement si F (1) est initial, on vérifie immédiatement que l’unique bijection entre
[1](1, 1) et C(F (1), B) respecte les axiomes de naturalité.
Pour la seconde équivalence, on applique le même raisonnement en remplaçant C par Cop.

Lemme 1.2. Soient C1, C2, C3 trois catégories et des foncteurs

C1

F ** C2

F ′ **

G

jj C3

G′
jj

Si F a G et F ′ a G′, alors F ′ ◦ F a G ◦G′.

Démonstration. On a des isomorphismes naturels ϕ : C2(F (−), ?) → C1(−, G(?) et ψ :
C3(F ′(−), ?)→ C2(−, G′(?)), on construit alors

ηX,Y : C3(F ′F (−), ?)→ C1(−, GG′(?))

Comme ηX,Y := ϕX,G′(Y ) ◦ψF (X),Y , on vérifie facilement que η donne la transformation natu-
relle voulue.

1.1.2 Unités et co-unités

Pour C et D deux catégories, F : C � D : G des foncteurs adjoints, on a vu que l’on avait
un isomorphisme naturel entre les foncteurs

D(F (−), ?) et C(−, G(?))

En particulier, en remplaçant ? par F (−), on obtient un isomorphisme

D(F (−), F (−)) ' C(−, GF (−))

Donc pour tout objet A ∈ C, on a une bijection D(F (A), F (A)) et C(A,GF (A)), on pose
alors εA l’image de 1F (A) par cette bijection. De même on a un isomorphisme

D(FG(?), ?) ' C(G(?), G(?))

on fixe alors ηB comme l’image de 1G(B) par cet isomorphisme pour B ∈ D.

Définition 1.2. La collection de morphisme ε est appelée l’unité de l’adjonction, et η sa
co-unité .

Lemme 1.3.

(a) L’unité ε de l’adjonction F a G est une transformation naturelle 1C → GF .
(b) La co-unité η de l’adjonction F a G est une transformation naturelle FG→ 1D.
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Démonstration. Soient A,B ∈ C, on doit montrer que le diagramme suivant est commutatif :

A

εA
��

f // B

εB
��

GF (A)
GF (f)

// GF (B)

Par définition, on a εA = ϕ−1
A,F (A)(1F (A)), on a alors

GF (f) ◦ ϕ−1
A,F (A)(1F (A)) = ϕ−1

A,F (B)(F (f) ◦ 1F (A))

= ϕ−1
A,F (B)(1F (B) ◦ F (f))

= ϕ−1
B,F (B)(1F (B)) ◦ f

= εB ◦ f

Pour le cas de η, on raisonne de manière duale : la co-unité de l’adjonction F a G correspond
à l’unité de l’adjonction Gop a F op.

Bien-sûr ε et η dépendent du choix de l’adjonction F a G, et en général il y a plusieurs choix
possibles. Par ailleurs, il existe une forme de réciproque au résultat précédent permettant de
construire une adjonction entre deux foncteurs après s’être fixé son unité, ou sa co-unité

Proposition 1.4. Soient C,D deux catégories, F : C � D : G deux foncteurs,
(a) Si ε : 1C → GF est une transformation naturelle telle que

∀α : X → G(Y ),∃!β : F (X)→ Y | G(β)εX = α

Alors il existe une adjonction F a G dont ε est l’unité.
(b) Si η : FG→ 1D est une transformation naturelle telle que

∀α : F (Y )→ X, ∃!β : Y → G(X) | ηXF (β) = α

alors il existe une adjonction F ` G dont η est la co-unité.

Démonstration. On montre le premier point, dual du second. Pour β ∈ D(F (X), Y ), on pose
ψX,Y (β) := G(β)εX , on obtient une application D(F (X), Y ) → C(X,G(Y )). Par hypothèse
cette application est une bijection, on montre alors que la famille ψ−1

−,? donne une adjonction
F a G :

- Si A′ p // A
f // G(B) est une suite de morphismes dans C, on veut montrer

ψ−1
A′,B(f ◦ p)) = ψ−1

A,B(f) ◦ F (p)

Or on a

ψA′,B(ψ−1
A,B(f)F (p)) = G(ψ−1

A,B(f)F (p))εA′

= G(ψ−1
A,B(f))GF (p)εA′

= G(ψ−1
A,B(f))εAp Car ε est une transformation naturelle

= ψA,B(ψ−1
A,B(f))p

= f ◦ p

Soit le résultat voulu.
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- Si F (A)
g // B

q // B′ est une suite de morphismes dans D, on veut montrer

ψA,B′(q ◦ g) = G(q)ψA,B(g)

Or par définition de ψ−,?, on a

ψA,B′(q ◦ g) = G(q ◦ g)εA = G(q)G(g)εA = G(q)ψA,B(g)

D’où le résultat.

Lemme 1.5. Soient C,D des catégories, F : C � D : G des foncteurs, et ε : 1C → GF ,
η : FG→ 1D des transformations naturelles. On a équivalence entre :

(i) Les compositions ηF (−) ◦ F (ε−) et εG(,) ◦G(η?) sont identitaires.
(ii) On a une adjonction F a G avec ε (resp. η) l’unité (resp. la co-unité).

Démonstration. (⇒) On considère les applications

ϕX,Y : D(FX, Y ) −→ C(X,GY )
f 7−→ G(F )εX

et ψX,Y : C(X,GY ) −→ D(FX, Y )
g 7−→ ηY F (g)

On va montrer que ces applications sont inverses l’une de l’autre. Comme η est une transfor-
mation naturelle, on a fηF (X) = ηY FG(f). Donc

ηY ◦ F (Gf ◦ εX) = ηY ◦ FG(f) ◦ FεX
= f ◦ ηF (X) ◦ FεX
= f

par hypothèse, et de même

G(ηY ◦ F (g)) ◦ εX = G(ηY ) ◦GF (g) ◦ εX
= G(ηY ) ◦ εY ◦ g
= g

On applique alors le lemme précédent.
(⇐) Si F a G avec ε et η les (co)-unités, soit

ϕA,B : D(F (A), B)→ C(A,G(B))

qui donne l’adjonction, le diagramme suivant est donc commutatif

D(F (A), B′)

ϕA,B′

��

D(F (X),f) // D(F (A), B)

ϕA,B

��
C(A,G(B))

C(A,G(f))
// C(A,G(B))

pour tout f : B′ → B, en particulier pour B′ = F (A), on obtient

ϕA,B(f) = ϕA,B(f ◦ 1A) = ϕA,B((F (A), f)(1F (A))

= (A,G(f)) ◦ ϕA,F (A)(1F (A))

= G(f) ◦ ϕA,F (A)(1F (A))

= G(f) ◦ ηX
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par définition. De même pour tous g ∈ D(A,G(B)), on a ϕ−1
A,B = εY ◦ F (g), pour A = G(B)

et g = 1G(B). On a ϕG(B),B(1G(B)) et donc

1G(B) = ϕG(B),B(εB) = G(εB) ◦ ηG(B)

on obtient de la même manière 1F (A) = ηF (A) ◦ F (εA).

Proposition 1.6. (Unicité de l’adjoint)
Soient C,D des catégories, F : C � D : G1, G2 des foncteurs, alors on a
(a) Si F a G1 et F a G2, alors G1 ' G2 comme foncteur.
(b) Si F ` G1 et F ` G2, alors G1 ' G2 comme foncteur.

Démonstration. Dans le premier cas, on a par définition

C(−, G2(?)) ' D(F (−), ?) ' C(−, G1(?))

On a donc ϕ : C(−, G1(?))→ C(−, G2(?)) un isomorphisme naturel. Soit A ∈ D, on a

ϕG1(D),D : C(G1(D), G2(D))→ C(G1(D), G2(D))

on pose τD := ϕG1(D),D(1G2(D)), on montre que τ définit un isomorphisme naturel entre G1

et G2.
Soit f : A→ A′, on a le diagramme commutatif

C(G1(A), G1(A))

C(G1(A),G1(f))

��

ϕG1(A),A // C(G1(A), G2(A))

C(G1(A),G2(f))

��
C(G1(A), G1(A′)) ϕG1(A),A′

// C(G1(A), G2(A′))

en suivant 1G1(A) ∈ C(G1(A), G1(A)), on obtient

G2(f) ◦ τD = ϕG1(A),A′(G1(f))

Et de même, ϕG(A′),A′(G(f)) = τA′ ◦ G(f). Donc G2(f) ◦ τD = τD′ ◦ G(f) et τ est une
transformation naturelle. Ensuite, comme ϕ est un isomorphisme naturel, on obtient τA =
ϕG(A),A(1G(A)) est un isomorphisme, donc τ est un isomorphisme naturel, on raisonne de
même pour le second cas.

Proposition 1.7. Soient C,D deux catégories, et F : C � D : G des foncteurs, avec F a G,
on a équivalence entre

(i) F est une équivalence.
(ii) G est une équivalence.

Démonstration. Si F est un équivalence, alors, en notant G′ : D → C le quasi-inverse de F ,
on a un isomorphisme naturel ε : 1C → G′F . On a alors F a G′ d’unité ε sous certaines
conditions sur ε, qui sont remplies car ε est un isomorphisme. Donc G ' G′ par la proposition
précédente, comme G′, on tient un raisonnement dual pour la réciproque.

En fait cette preuve nous permet de dire un peu plus :
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Corollaire 1.8. Soient C,D deux catégories, et F : C → D une équivalence de quasi-inverse
G, alors F a G et G a F , et les unités et co-unités sont des isomorphismes.

Avant de poursuivre, nous donnons deux exemples d’adjonction pratique, issus de la théorie
des représentations des groupes (cf [17]).

On se donne R et S deux anneaux, on peut considérer les catégories Mod−R et Mod−S des
modules à droite sur R et S. Si B est un R− S-bimodule, on obtient un foncteur covariant

−⊗R B : Mod−R→Mod− S

et de même, on a un foncteur covariant Hom S(B,−) : Mod− S →Mod−R.

Lemme 1.9. Pour R, S deux anneaux, B un R − S-bimodule. Alors les foncteurs − ⊗R B
et Hom S(B,−) sont adjoints.

Démonstration. Soit A un R-module à droite et C un S-module à droite, on veut construire
une bijection

τA,C : Hom S(A⊗R B,C)→ Hom R(A,Hom S(B,C))

Soit f : A⊗R B → C un morphisme de S-module à droite, on pose

(τA,Cf) : a 7→ (b 7→ f(a⊗ b))

Commençons par montrer que τA,Cf(a) est bien S-linéaire à droite : soient s ∈ S et b, b′ ∈ B,
on a

(τA,Cf)(a)(b′ + b.s) = f(a⊗ (b+ b′.s))

= f(a⊗ b+ (a⊗ b′).s)
= f(a⊗ b) + f(a⊗ b′).s
= (τA,Cf(a))(b) + (τA,Cf(a))(b′).s

Donc τA,Cf(a) ∈ Hom S(B,C), ensuite montrons que τA,Cf est R-linéaire, soient r ∈ R,
a, a′ ∈ A et b ∈ B :

τA,Cf(a+ ra′)(b) = f((a+ ra′)⊗ b)
= f(a⊗ b) + rf(a′ ⊗ b)
= τA,Cf(a)(b) + rτA,Cf(a′)(b)

Donc τA,Cf ∈ Hom R(A,Hom S(B,C)), construisons une réciproque à τA,C : on pose

ρA,C : g 7→ ((a, b) 7→ g(a)(b))

Comme l’application (a, b) 7→ g(a)(b) est clairement R-balancée, elle induit un morphisme
A⊗R B → C, on obtient donc une application σA,C , clairement réciproque de τA,C .
Montrons enfin que τ respecte les conditions de naturalité d’une adjonction :

• Soit A′
p // A

f // Hom S(B,C) une suite de morphismes composables, on a

τ−1
A′,C(f ◦ p)(a′ ⊗ b) = (f ◦ p)(a′)(b)

= f(p(a′))(b)

= τ−1
A,Cf(p(a)⊗ b)

= (τ−1
A,Cf ◦ (p⊗B)(a⊗ b)

11



• Soit A⊗R B
g // C

q // C ′ , on a

τA,C′(qg)(a)(b) = q(g(a⊗ b))
= Hom S(B, q) ◦ g(a⊗ b)
= Hom S(B,Q) ◦ τA,Cg(a)(b)

D’où le résultat.

Cette adjonction s’applique au cas des modules induits pour prouver la réciprocité de Frobe-
nius :

Lemme 1.10. Soient G un groupe, H 6 G un sous-groupe, R un anneau commutatif. Alors
les foncteurs

↑GH : RH −Mod→ RG−Mod et ↓GH : RG−Mod→ RH −Mod

Sont adjoints l’un de l’autre.
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1.2 Quelques points d’algèbre homologique
Dans [2], nous avons introduit la notion de complexes sur une catégorie abélienne, afin de mo-
tiver l’étude des catégories homotopiques et dérivée d’une catégorie abélienne. Ces différentes
catégories permettent notamment l’introduction des notions d’homologies et de foncteurs dé-
rivés, nous (ré)introduisons ces notions ici, et donnons des résultats qui porterons leurs fruits
dans la section suivante, en nous appuyant principalement sur [2] et [5].

1.2.1 Compléments sur les complexes d’une catégorie abélienne

Fixons à partir d’ici deux catégories abéliennes A et B. Dans [2], nous avons parlé de com-
plexes de chaînes : nous avons posé un complexe comme une suite de morphismes compo-
sables dans A :

· · ·
dXn+1 // Xn+1

dXn // Xn

dXn−1 // Xn−1

dXn−2 // · · ·

telle que dXn−1d
X
n = 0 pour tout n ∈ Z, nous avons pris la convention que les différentielles

sont de degrés décroissant : dXn : Xn → Xn−1. La convention duale existe également : on
appellera complexe de cochaînes une suite de morphismes composables dans A :

· · ·
dXn+2 // Xn+1

dXn+1 // Xn
dXn // Xn−1

dXn−1 // · · ·

telle que dXn sXn−1 = 0 pour tout n ∈ Z.
Ces deux conventions illustrent surtout une différence de notation, un complexe de chaînes
pouvant être facilement vu comme un complexe de cochaînes (en posant notamment Xn :=
X−n et en réindexant les différentielles).
Cette distinction reste néanmoins présente pour des raisons pratique : il peut être désa-
gréable et contre intuitif de modifier l’indexation sur des complexes apparaissant dans des
cas concrets, on remarquera cependant qu’un complexe de cochaînes surA induit un complexe
de chaînes sur Aop, et inversement.

Étants donné un complexe de cochaînes (Xn, dn)n∈Z, on peut considérer pour n ∈ Z les
objets Ker dn et Im dn−1, dans le cas spécifique où le complexe serait une suite exacte, ces
deux objets sont égaux par définition, mais dans le cas général, on a simplement une injection

Im dn−1 ↪→ Ker dn

On peut alors considérer le conoyau de cette injection : le quotient

Hn(X) := Ker dn
/

Im dn−1

que l’on définit comme la n-ème cohomologie du complexe X. De manière duale dans un
complexe de chaînes, on a

Hn(X) := Ker dn+1
/

Im dn

la n-ème homologie telle que définie dans [2], on a les définitions suivantes
• Un complexe est donc par définition exact si et seulement si Hn(X) = 0 pour tout n ∈ Z,

on parlera alors de complexe acyclique .
• Les éléments de Ker dn sont les n-cobords .
• Les éléments de Im dn−1 sont les n-cocycles .
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On a vu dans [2] que les complexes d’une catégorie pré-abélienne A forment une catégorie
C(A), abélienne quand A est abélienne, nous introduisons ici quelques notations définissant
des sous catégories utiles de C(A) :
• On notera C+(A) la catégories des complexes bornés supérieurement , i.e tels que

∃n0 ∈ Z | n > n0 ⇒ Xn = 0

• On notera C−(A) la catégories des complexes bornés inférieurement , i.e tels que

∃n0 ∈ Z | n < n0 ⇒ Xn = 0

• On notera Cb(A) la catégories des complexes bornés , i.e bornés supérieurement et infé-
rieurement.

On peut aussi considérer des définitions analogues sur la cohomologie, un complexe sera dit
de cohomologie bornée supérieurement si

∃n0 ∈ Z | n > n0 ⇒ Hn(X) = 0

et de même pour un complexe de cohomologie bornée et de cohomologie bornée infé-
rieurement , on notera respectivement C?,+(A),C?,−(A) et C?,b(A) les catégories formées de
ces complexes.
En toute généralité, on considèrera les catégories de la forme Cx,y(A) pour x, y ∈ {∅,+,−, b},
ces catégories sont toutes abéliennes quand A est abélienne.

Remarque. On a de manière analogue les notations pour les catégories Kx,y(A).

On a vu que si A admet suffisamment de projectifs, tout objet X ∈ A admet une résolution
projective :

· · · d2 // P2
d1 // P1

d0 // P0
ε // X // 0

Qui donne un complexe de chaînes d’objets projectifs P :

· · · d2 // P2
d1 // P1

d0 // P0
// 0

Exact en tous degrés sauf en 0 avec

H0(P ) = Ker P0 → 0
/

Im d0
' P0 /Ker ε = X

Notation. (Diagramme total d’un morphisme)
On a vu dans [2] que tout morphisme f : X → Y au sein d’une catégorie abélienne induit un
diagramme commutatif contenant son noyau, conoyau, image et coimage. Nous redonnons ce
diagramme ici, afin de fixer les notations des morphismes de ce diagramme :

Im f � q
fk

##

0

""
Ker f

0
00

0 --

� � f
i
// X

f //

fβ
;; ;;

f` ## ##

Y
fj // // Coker f

Coim f

fγo

OO

- 
fα

;;

0

<<
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Lemme 1.11. Soient deux complexes acycliques

P : · · · d4 // P4
d3 // P3

d2 // P2
d1 // P1

d0 // P0
ε // B // 0

X : · · · f4 // X4
f3 // X3

f2 // X2
f1 // X1

f0 // X0
ε′ // A // 0

où P est une résolution projective de B.
Tout morphisme α : B → A se relève alors en un morphisme de complexes X → P .

Démonstration. On a un morphisme αε : P0 → A et ε′ : X0 � A un épimorphisme. Comme
P0 est projectif, il existe α0 : P0 → X0 faisant commuter

P0
ε //

α0

��

B

α

��
X0

ε′
// // A

Ensuite, on construit les autres αn récursivement : on pose, pour n > 0, Cn = Im fn =
Ker fn−1 (égalité par acyclicité de X). Si αi est construit pour i 6 n, construisons αn+1 : on
a

fn−1αndn = αn−1dn−1dn = 0

Donc αndn se factorise sur Ker fn−1 = Cn par

Pn+1

αndn

""
∃!cn
��
Cn

f in−1

// Xn

Comme fβn : Xn+1 → Cn est un épimorphisme et Pn+1 est projectif, on a un diagramme
commutatif

Pn+1

cn
��

∃αn+1

{{
Xn+1

fβn

// Cn

On a alors
fnαn+1 = fknf

β
nαn+1 = fkncn = f in−1cn = αndn

Donc αn+1 respecte la relation de commutativité voulue, d’où le résultat.
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Lemme 1.12. Soient X, Y ∈ A, P et Q des résolutions projectives respectives de X et Y .
Le morphisme 0 : X → Y se relève en un morphisme de complexes, homotope à 0, et tout
relèvement du morphisme nul est un morphisme homotope à 0.

Démonstration. Le lemme 1.11 nous donne l’existence d’un relèvement :

· · · d3 // P3
d2 //

α3

��

P2
d1 //

α2

��

P1
d0 //

α1

��

P0
ε //

α0

��

X //

0

��

0

· · ·
f3
// Q3 f2

// Q2 f1
// Q1 f0

// Q0
ε′
// Y // 0

Il nous reste à montrer que ce relèvement est homotope à 0 (on aura le résultat car notre
relèvement est arbitraire).
On pose Cn+1 := Ker fn et C0 := Ker ε′, on a

ε′α0 = 0

on en déduit un unique morphisme δ0 : P0 → C0 tel que α0 = (ε′)iδ0, comme P0 est projectif
et fβ0 : Q1 → Im f0 = C0 est un épimorphisme, on a

P0

∃h0

~~
δ0
��

Q1
fβ0

// C0

On pose γ1 = α1 − h0d0 : P1 → Q1, on a

f0γ1 = f0α1 − f0h0d0

= α0d0 − fk1 f
β
1 h0d0

= α0d0 − fk1 δ0d0

= α0d0 − (ε′)iδ0d0

= (α0 − α0)d0

= 0

Donc γ1 se factorise sur Ker f0 = C1 par un morphisme γ′1, on obtient un diagramme com-
mutatif :

P1

∃h1

~~
γ′1
��

Q2
fβ1

// C1

Donc

γ1 = f i0γ
′
1

= f i0(fβ1 h1)

= fk1 f
β
1 h1

= f1h0
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On obtient α1 = h0d0 + f1h1.
On construit les autres hi donnant l’homotopie récursivement : soit i > 1 et supposons les
morphismes hj : Pj → Qj+1 construits pour j 6 i, soit γi+1 := αi+1 − hidi. On a fiγi+1 = 0
par hypothèse de récurrence.
Donc γi+1 se factorise sur Ci+1 par un γ′i+1, on a donc un diagramme

Pi+1

∃hi+1

{{
γ′i+1

��
Qi+2

fβi+1

// Ci+1

Donc

fi+1hi = fki γ
′
i+1

= γi+1

Donc αi+1 = hidi+fi+1hi+1, on a construit un morphisme hi+1 donnant une homotopie entre
le relèvement de 0 et le morphisme nul.

Proposition 1.13. Soient X, Y ∈ A deux objets isomorphes. Deux résolutions projectives
respectives de X et Y sont isomorphes dans K−(A).

Démonstration. Soient ϕ : X → Y un isomorphisme et deux résolutions projectives de X et
Y :

P : · · · d3 // P3
d2 // P2

d1 // P1
d0 // P0

ε // X //

ϕ

��

0

Q : · · ·
f3
// Q3 f2

// Q2 f1
// Q1 f0

// Q0
ε′
// Y // 0

Par le lemme 1.11, ϕ se relève en un morphisme α : P → Q, de même ϕ−1 se relève en
β : Q→ P , le morphisme βα − 1P relève donc le morphisme nul X → X, et de même pour
αβ − 1Q, donc αβ et βα sont homotopes à l’identitée, d’où le résultat.

Corollaire 1.14. Deux résolutions projectives d’un même objet sont isomorphes dans K−(A).

On a vu dans [2] qu’un morphisme de complexes induit des application sur les cohomolo-
gies (définition 47), et que deux morphismes de complexes homotopes induisent la même
application en cohomologie, on a également :

Lemme 1.15. Soient X, Y ∈ Cx,y(A) deux complexes isomorphes dans Kx,y(A), alors pour
tout n ∈ Z, on a

Hn(X) ' Hn(Y )

Démonstration. Soient α : X → Y un isomorphisme d’inverse β dans Kx,y(A). Montrons que
le morphisme

Hn(α) : Hn(X)→ Hn(Y )

est un isomorphisme. On a

Hn(α)Hn(β)− 1Hn(Y ) = Hn(αβ)−Hn(1Y ) = Hn(αβ − 1Y )

Comme αβ − 1Y est homotope à 0, les deux induisent la même application sur l’homologie
( [2],proposition 3.17), donc nul ici, on obtient l’autre sens de même.
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Lemme 1.16. (Lemme du fer à cheval)
Étant donnés

0 // X
ι // Y

π // Z // 0

une suite exacte courte dans A, et PX , P Y des résolutions projectives de X et Z, on a un
diagramme de la forme

0

��
· · · // PX

2

dX1 // PX
1

dX0 // PX
0

εX // X //

ι

��

0

Y

π

��
· · · // PZ

2

dZ1 // PZ
1

dZ0 // PZ
0

εZ // Z

��

// 0

0

On peut alors construire P Y une résolution projective de Y donnant un diagramme commu-
tatif

0

��

0

��

0

��

0

��
· · · // PX

2

dX1 //

α2

��

PX
1

α1

��

dX0 // PX
0

α0

��

εX // X //

ι

��

0

· · · // P Y
2

β2
��

dY1 // P Y
1

β1
��

dY0 // P Y
0

β0
��

εY // Y

π

��

// 0

· · · // PZ
2

dZ1 //

��

PZ
1

dZ0 //

��

PZ
0

εZ //

��

Z

��

// 0

0 0 0 0

et telle que la suite

0 // PX α // P Y β // PZ // 0

soit exacte et scindée dans C(A) 1.

Démonstration. Pour n > 0, on pose P Y
n := PX

n ⊕PZ
n , αn := ιPXn : PX

n → P Y
n , et βn := πPZn :

P Y
n → PZ

n .
Comme PZ

0 est projectif, on a un relèvement

PZ
0

εZ

��

∃ζ

~~
Y π

// // Z

1. On remarque que l’on ne fait pas d’hypothèses du type suffisamment de projectifs sur A, on construit
PY pour ainsi dire gratuitement à partir de PX et PZ
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On pose alors εY := ιεXζ, on a en degré 0 un diagramme commutatif

PX
0

α0 //

εY

��

PX
0 ⊕ PZ

0

εY

��

β0 // PZ
0

ζ
yy

εZ

��
X �
�

ι
// Y π

// // Z

Par le lemme du serpent ( [2], théorème 3), on a Coker εY = 0, donc εY est un épimorphisme.
Nous devons maintenant définir la différentielle de P Y , on va poser

dYn :=

(
dxn (−1)nen
0 dZn

)
: PX

n+1 ⊕ PZ
n+1 → PX

n ⊕ PZ
n

En construisant les en par récurrence.

• Par définition de ζ et comme PZ est un complexe on a

πζdZ0 = εZdZ0 = 0

donc ζdZ0 : PZ
1 → Y se factorise . De plus, PX étant une résolution projective de X,

εX : PX
0 → X est un épimorphisme et PZ

1 étant projectif, on a un relèvement e0 dans

PX
0

εZ
����

PZ
1

//

e0
>>

ζdZ0 !!

X

ι

��
Y

• Si en−1 : PZ
n → PX

n−1 est construit, par hypothèse de récurrence on a

dXn−2en−1d
Z
n =

{
dZ0 d

Z
1 si n = 1

en−2d
Z
n−1d

Z
n si n > 2

}
= 0

Donc en−1d
Z
n se factorise sur Ker dxn−2 = Im dXn−1. De plus, dX,βn−1 : PX

n → Im dXn−1 est un
épimorphisme, et PZ

n+1 est projectif, on peut donc choisir un relèvement

PX
n

����
PZ
n+1

//

en
::

en−1dZn $$

Im dXn−1

��
P Y
n−1

On vérifie
dYn d

Y
n+1 =

(
dXn dn+1 (−1)n(end

Z
n+1 − dXn en+1)

0 dZnd
Z
n+1

)
= 0

par définition des en. On a donc bien un complexe et une suite exacte courte scindée
(scindée par construction et car les PZ

n sont projectifs).
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Il reste à voir que P Y est une résolution projective de Y . Par la suite exacte longue
d’homologie ( [2], théorème 9), on a une suite exacte

· · · // Hn−1(P Y ) // Hn−1(PZ) δ // Hn(PX) // Hn(P Y ) // · · ·

Comme PX et PZ sont des résolutions projectives, leurs homologies sont nulles, donc
Hn(P Y ) = 0 en degré n > 1. Pour le degré 0, on a une suite exacte courte

0 // X // H0(P Y ) // Z // 0

toujours par suite exacte longue d’homologie, par définition de H0(P Y ) comme quotient
d’un sous-objet de Y , on obtient un diagramme commutatif

0 // X // H0(P Y )

ϕ

��

// Z // 0

0 // X // Y // Z // 0

et on conclut par le lemme des 3.

1.2.2 Foncteurs dérivés

Dans [2], nous avons très rapidement donné une définition de foncteurs dérivés à l’aide des
résolutions projectives, on peut également introduire les foncteurs dérivés en passant par
les catégories dérivés, les résolutions de Cartan Eilenberg et la théorie des suites spectrales
(comme dans [3] et [4]) mais cette construction nous emmènerai trop loin dans la théorie par
rapport à notre objectif initial, nous utiliserons plutôt l’approche de [5, Partie 4] [16, chapitre
2].
Reprenons la définition de foncteur exacts : Si F : A → B est un foncteur covariant et
S = 0 // X // Y // Z // 0 une suite exacte courte dans A.
• F est dit exact à droite si il envoie S sur une suite exacte

F (X) // F (Y ) // F (Z) // 0

• F est dit exact à gauche si il envoie S sur une suite exacte

0 // F (X) // F (Y ) // F (Z)

• F est dit exact si il est exact à gauche et à droite.

De même si F : A → B est un foncteur contravariant et S = 0 // X // Y // Z // 0
une suite exacte courte dans A.
• F est dit exact à droite si il envoie S sur une suite exacte

F (Z) // F (Y ) // F (X) // 0

• F est dit exact à gauche si il envoie S sur une suite exacte

0 // F (Z) // F (Y ) // F (X)

• F est dit exact si il est exact à gauche et à droite.
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On veut pourvoir mesurer le "défaut d’exactitude" d’un foncteur de cette nature, on a pour
cela passer par l’homologie, on distingue plusieurs cas :

F est contravariant et exact à gauche :On suppose queA possède suffisamment de pro-
jectifs, pour X ∈ A on peut considérer une résolution projective de X :

· · · // P3
d2 // P2

d1 // P1
d0 // P0

ε   

// 0

X

??

En appliquant F à cette résolution, on obtient un complexe de cochaînes

F (X)
F (ε)

$$
0 //

==

F (P0)
F (d0)

// F (P1)
F (d1) // F (P2)

F (d2) // F (P3) // · · ·

Définition 1.3. Le n-ème espace de cohomologie du complexe ci dessus définit la valeur du
n-ème foncteur dérivé à droite de F :

RnF (X) := Hn(F (P )) = Ker F (dn)
/

ImF (dn−1)

Remarque. En particulier, on a

R0F (X) = Ker F (d0)
/

Im 0→ F (P0) = Ker F (d0) = F (X)

Car F est exact à gauche.

Proposition 1.17. Notre définition de foncteur dérivé ne dépend pas de la résolution pro-
jective choisie, et induit une famille de foncteurs contravariants

RnF : A → B

Démonstration. Soient P et Q deux résolutions projectives de X ∈ A, par le corollaire 1.14
elles sont isomorphes dans K(A), donc leurs images par F sont isomorphes dans K(B), donc
leurs cohomologies sont isomorphes (lemme 1.15). Ensuite, RnF = Hn(F (P )) est contrava-
riant car Hn est un foncteur contravariant sur C(A).

Donc notre définition est sensée (à un isomorphisme près).

Proposition 1.18. Une suite exacte courte 0 // X // Y // Z // 0 dans A induit
par F et ses dérivés une suite exacte longue dans B :

0 // F (Z) // F (Y ) // F (X)

..R1F (Z) //R1F (Y ) //R1F (X)

..R2F (Z) // · · ·
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Démonstration. On choisit PX et PZ des résolutions projectives respectives de X et Z. Par
le lemme du fer à cheval (lemme 1.16), on a une résolution projective P Y de Y telle que la
suite

0 // PX // P Y // PZ // 0

soit exacte et scindée dans C(A). Comme F est un foncteur, la suite

0 // F (PZ) // F (P Y ) // F (PX) // 0

est scindée dans C(B), donc exacte et on obtient une suite exacte longue de cohomologie

0 // H0(F (PZ)) // H0(F (P Y )) // H0(F (PX)) // H1(F (PZ)) // · · ·

qui est exactement la suite voulue.

Cette proposition nous permet de montrer que notre définition satisfait notre première mo-
tivation : si le foncteur F est tout à fait exact, ses dérivés s’annulent.

Corollaire 1.19. Le foncteur F est exact si et seulement si

∀n > 1,RnF = 0

Démonstration. La condition est suffisante par la proposition précédente. Réciproquement,
si F préserve les suites exactes, il envoie une résolution projective de X ∈ A sur un complexe
acyclique, donc de cohomologie nulle, d’où RnF (X) = 0 pour tous X ∈ A, n > 1.

Nous pouvons à présent définir les foncteurs dérivés d’autres types de foncteurs, en nous
ramenant à ce premier cas :

F est covariant et exact à gauche : On suppose que A admet suffisamment d’injectifs,
on considère le foncteur F ′ : Aop → B induit par F , il est contravariant et envoie une suite
exacte 0 // X // Y // Z // 0 sur

0 // F ′(Z) // F ′(Y ) // F ′(X)

il est donc contravariant exact à gauche, et Aop admet suffisamment de projectifs, on définit
alors les dérivés à droite de F comme les dérivés à droite de F ′ :

RnF (X) := Hn(F (I))

où I est une résolution injective de X dans A

Proposition 1.20. Notre définition ne dépend pas de la résolution injective choisie, induit
une famille de foncteurs covariants

RnF : A → B

Une suite exacte courte 0 // X // Y // Z // 0 dans A induit une suite exacte
longue dans B :

0 // F (X) // F (Y ) // F (Z)

..R1F (X) //R1F (Y ) //R1F (Z)

..R2F (X) // · · ·
Démonstration. Découle immédiatement de notre définition et du cas précédent.
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F est contravariant et exact à droite : On suppose que A admet suffisamment d’injec-
tifs, on considère le foncteur F ′ : Aop → Bop induit par F , il est contravariant et envoie une
suite exacte 0 // X // Y // Z // 0 sur

0 // F ′(Z) // F ′(Y ) // F ′(X)

il est donc contravariant exact à gauche, et Aop admet suffisamment de projectifs, on définit
alors les dérivés à gauche de F comme les dérivés à droite de F ′ :

LnF (X) := Hn(F (I))

où I est une résolution injective de X dans A

Proposition 1.21. Notre définition ne dépend pas de la résolution injective choisie, induit
une famille de foncteurs contravariants

LnF : A → B

Une suite exacte courte 0 // X // Y // Z // 0 dans A induit une suite exacte
longue dans B :

· · · // L2F (X)

.. L1F (Z) // L1F (Y ) // L1F (X)

.. F (Z) // F (Y ) // F (X) // 0

Démonstration. Découle immédiatement de notre définition et du premier cas.

F est covariant et exact à droite : On suppose que A admet suffisamment de projectifs,
on considère le foncteur F ′ : A → Bop induit par F , il est contravariant et envoie une suite
exacte 0 // X // Y // Z // 0 sur

0 // F ′(Z) // F ′(Y ) // F ′(X)

il est donc contravariant exact à gauche, et A admet suffisamment de projectifs, on définit
alors les dérivés à gauche de F comme les dérivés à droite de F ′ :

LnF (X) := Hn(F (P ))

où P est une résolution injective de X dans A

Proposition 1.22. Notre définition ne dépend pas de la résolution projective choisie, induit
une famille de foncteurs covariants

LnF : A → B

Une suite exacte courte 0 // X // Y // Z // 0 dans A induit une suite exacte
longue dans B :

· · · // L2F (Z)

.. L1F (X) // L1F (Y ) // L1F (Z)

.. F (X) // F (Y ) // F (Z) // 0
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Démonstration. Découle immédiatement de notre définition et du premier cas.

Une fois passées ces définitions, nous allons les appliquer aux foncteurs A(?,−) et au pro-
duit tensoriel pour construire les foncteurs Ext et Tor , nous avons besoin pour ce faire de
l’exactitude de ces foncteurs.

Lemme 1.23. Soit A une catégorie abélienne, alors pour M ∈ A, le foncteur

A(M,−) : A → Ab

est covariant exact à gauche.

Démonstration. Soit
0 // X

f // Y
g // Z // 0

une suite exacte courte dans A, on doit montrer que la suite

0 // A(M,X)
f◦− // A(M,Y )

g◦− // A(M,Z)

est exacte.
Soit α ∈ A(M,X), on a

f ◦ α = 0⇒ α = 0

car f est un monomorphisme, donc f ◦ − est un monomorphisme. Ensuite, gf = (g ◦ −)(f ◦
−) = 0, il reste à montrer que

Ker (g ◦ −) ⊃ Im (f ◦ −)

Soit β : M → Y tel que gβ = 0, mais donc β se factorise par f qui donne le noyau de g, d’où
le résultat.

Remarque. Comme A(X,M) = Aop(M,X), le foncteur A(−,M) est contravariant exact à
gauche.

Il existe une forme de réciproque à ce dernier résultat, qui dépend de la notion de plongement
de Yoneda (cf [16] 1.6.11).

Lemme 1.24. Soit X
α // Y

β // Z une suite de morphismes composables dans A. Si,
pour tout M ∈ A, la suite

A(M,X) α̃ // A(M,Y )
β̃ // A(M,Z)

est exacte, alors la suite X
α // Y

β // Z est exacte.

Démonstration. Pour M = A, on obtient βα = β̃(α̃(1A)) = 0.
Pour M = Ker β, on a βi : Ker β → Z donne β̃(βi) = ββi = 0, donc il existe σ : M → A tel
que βi = α̃(σ) = ασ, on en déduit que Imα respecte la propriété universelle de Ker β.

Une façon commode de montrer l’exactitude à gauche ou à droite d’un foncteur et de le
réaliser comme faisant partie d’une paire adjointe :
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Proposition 1.25. Soient F : A� B : G une paire de foncteurs avec F a G.
Alors F est exact à droite et G est exact à gauche.

Démonstration. On note τ : B(F (−), ?)→ A(−, G(?)) l’isomorphisme naturel donnant l’ad-
jonction. Soit

0 // B′ // B // B′′ // 0

une suite exacte courte dans B. Comme τ est un isomorphisme naturel, on a, pour tout A ∈ A

0 // B(F (A), B′)

τA,B′

��

// B(F (A), B)

τA,B

��

// B(F (A), B′′)

τA,B′′

��
0 // A(A,G(B′)) // A(A,G(B)) // A(A,G(B′′))

La première ligne est exacte par le lemme 1.23, comme les τX,Y sont des isomorphismes, la
seconde ligne est également exacte, et ce pour tout A, donc par le lemme 1.24, la suite

0 // G(B′) // G(B) // G(B′′)

est exacte, donc G est exact à gauche.
Ainsi, F op : Aop → Bop est adjoint à droite de G, donc exact à gauche, et F : A → B est
exact à droite.

Exemple. Cette dernière proposition, associée au lemme 1.9, nous indique que le foncteur
−⊗R B est exact à droite, on peut alors définir

Tor Rn (A,B) := Ln(−⊗R B)(A)

le n-ème dérivé à gauche du foncteur −⊗R B, on obtient donc les groupes Tor , qui dans ce
cas sont aussi des S-module à droite.
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1.3 Applications : classification des extensions et coho-
mologie des groupes

Nous verrons dans la suite que la définition de catégorie extriangulées fait intervenir en
premier lieu la notion d’extension sur une catégorie additive, cette notion est motivée comme
imitant le foncteur Ext 1 dans une catégorie abélienne ou triangulée. Ce foncteur, introduit
comme un foncteur dérivé, permet de classifier les classes d’équivalences d’extension d’une
suite exacte courte dans un sens à préciser.

1.3.1 Catégories exactes, extensions et somme de Baer

Dans un premier temps, nous allons nous placer dans le cadre d’une catégorie exacte E
(telle que définie dans [1] ou [2]), en effet les résultats que nous allons utiliser dans le cas
abélien restent vrais dans ce contexte sans perdre de généralité. Tous les résultats que nous
donnons s’adaptent naturellement au cas abélien, en considérant les conflations comme les
suites exactes courtes.

Étant donnés deux objets X,Z ∈ E , on appellera extension de Z par X un triplet (Y, ι, π)
donnant une conflation dans E

X �
� ι / Y

π / / Z

Pour commencer, il est clair que tout objet isomorphe à Y induit lui aussi une extension, qui
ne nous apporte pas d’information supplémentaire par rapport à la première, nous devons
définir une certaine relation d’équivalence sur les extensions :

Définition 1.4. Soient X,Z ∈ E et deux conflations

X �
� ι / Y

π / / Z et X �
� ι′ / Y ′

π′ / / Z

On dit que ces conflations sont équivalentes s’il existe un isomorphisme ϕ : Y → Y ′ faisant
commuter le diagramme

X �
� ι / Y

π / /

ϕ

��

Z

X �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z

Remarque. Le fait que ϕ : Y → Y ′ soit un isomorphisme nous permet de montrer que nous
avons bien défini une relation d’équivalence.

Nous allons munir les classes d’équivalence d’extensions d’une loi interne qui, dans le cas où
les classes d’équivalences forment un ensemble, munira ce dernier d’une structure de groupe
abélien : la somme de Baer .
Dans un premier temps, nous donnons quelques résultats sur les catégories exactes qui nous
servirons dans cette construction :
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Proposition 1.26. Soit dans E un carré commutatif

X �
� ι /

x

��

Y

y

��
X ′ �
�

ι′
/ Y ′

Dans lequel les morphismes horizontaux sont des inflations, les assertions suivantes s’équi-
valent :

(i) Le carré est un pushout.
(ii) La suite

X �
�

−ι
x


/ Y ⊕X ′

(
y ι′

)
/ / Y ′

est une conflation.
(iii) Le carré est bicartésien (i.e à la fois un pushout et un pullback).
(iv) Le carré s’inscrit dans un diagramme commutatif

X �
� ι /

x

��

Y

y

��

π / / Z

X ′ �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z

dont les lignes sont des conflations.

Démonstration. Les équivalences (i)⇔ (ii)⇔ (iii) sont déjà montrées dans [2], proposition
2.22.
(i)⇒ (iv) Soit π le conoyau de ι, on a

πι = 0 = 0 ◦ x

donc par propriété universelle du pushout, il existe un unique morphisme π′ : Y ′ → Z tel que

π′ι′ = 0 et π′y = π

On remarque que π′y = π entraîne que π′ est un épimorphisme, montrons que π′ réalise
Coker ι′ : soit g : Y ′ → A tel que gι′ = 0, on a

gyι = gι′x = 0

Donc gy = hπ pour un unique h : Z → A, par propriété universelle de π = Coker ι. On
affirme que hπ′ = g, ceci découle de la propriété universelle du pushout, car

hπ′y = hπ = gy et hπ′ι′ = 0 = gι′

Comme π′ est un épimorphisme, la factorisation h de g est unique d’òu le résultat.
(iv)⇒ (ii) On fait le pullback de

Y

π
��

Y ′
π′
/ / Z
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pour obtenir le diagramme commutatif

X� _
j

�

X� _
ι

�
X ′ �
� j′ /M

q
��

q′ / / Y

π
��

X ′ �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z

(les colonnes et les lignes sont exactes par le dual de l’implication précédente). Comme on a
un carré commutatif

Y

y

��

Y

π
��

Y ′
π′
// Z

il existe un unique morphisme k : Y →M tel que q′k = 1Y et qk = y.
Comme q′(1M − kq′) = 0, il existe un unique ` : M → X ′ tel que

j′` = 1M − kq′

Notons que `k = 0 car j′`k = (1M − kq′)k = 0 et j′ est un monomorphisme, de même, on a

j′`j′ = (1M − kq′)j′ = j′

donc `j′ = 1X toujours car j′ est un monomorphisme. Ensuite :

ι′`j = (qj′)`j

= q(1M − kq′)j
= qj − qkι
= −yι
= −ι′x

donc `j = −f car ι′ est un monomorphisme. On a enfin un isomorphisme

X

−1X

��

(
−ι x

)
// Y ⊕X ′

(
k j′

)
��

(
x′ ι′

)
// Y ′

X �
�

j
/M q

/ / Y ′

où
(
k j′

)
admet

(
q′

`

)
comme inverse.

En aura également besoin du résultat dual :
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Proposition 1.27. Soit dans E un carré commutatif

Y π / /

y

��

Z

z

��
Y ′

π′
/ / Z ′

Dans lequel les morphismes horizontaux sont des deflations, les assertions suivantes s’équi-
valent :

(i) Le carré est un pullback.
(ii) La suite

X �
�

−ι
x


/ Y ⊕X ′

(
y ι′

)
/ / Y ′

est une conflation.
(iii) Le carré est bicartésien (i.e à la fois un pushout et un pullback).
(iv) Le carré s’inscrit dans un diagramme commutatif

X �
� ι / Y

y

��

π / / Z

z

��
X �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z ′

dont les lignes sont des conflations.

Corollaire 1.28. Soit X,Z ∈ E et (Y, ι, π) une extension de Z par X.
(a) Tout morphisme z : Z → Z ′ dans E induit une extension de Z ′ par X par un diagramme

X �
� ι / Y

y

��

π / / Z

z

��
X �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z ′

On note z∗(Y ′, ι, π) cette extension.
(b) Tout morphisme x : X → X ′ dans E induit une extension de Z par X ′ par un dia-

gramme
X �
� ι /

x

��

Y

y

��

π / / Z

X ′ �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z

On note x∗(Y, ι, π) cette extension.

Démonstration. Les deux points découlent immédiatement respectivement des propositions
1.26 et 1.27, en formant les pullbacks/pushout respectifs des morphismes donnés.
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Corollaire 1.29. (Troisième théorème d’isomorphisme de Noether Z/Y ' (Z/X)/(Y/X))
Considérons dans E un diagramme de conflations

X �
� ι / Y � _

u

�

π / / Z

X �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ /

v
��

Z ′

Y ′′ Y ′′

Il existe alors une conflation Z �
� u′ / Z ′

v′ / / Z ′′ qui complète ce diagramme en un dia-
gramme commutatif, elle est entièrement déterminée par cette condition, et le carré

Y
π / /� _

u

�

Z� _
u′

�
Y ′

π′
/ / Z ′

est bicartésien.

Démonstration. On a π′uι = π′ι′ = 0 donc il existe un unique u′ : Z → Z ′ tel que u′π = π′u.
On a vι′ = vuι = 0 donc il existe un unique v′ : Z ′ → Y ′′ tel que v′π′ = v.
Par la proposition 1.27 le carré

Y
π / /� _

u

�

Z� _
u′

�
Y ′

π′
/ / Z ′

est bicartésien, donc u′ est une inflation. La proposition 1.26 donne un autre morphisme Z ′ →
Y ′′ faisant commuter le diagramme, il est par unicité égal à v′, ce qui donne le diagramme
voulu, unique par construction.

Remarque. L’analogie entre ce résultat et le troisième théorème d’isomorphisme dans les
groupes apparait avec la notation Z = Y/X dans les suites exactes courtes (adaptée du cas
des modules)

Proposition 1.30. Tout morphisme de conflations

X �
� ι /

x
��

Y

y
��

π / / Z

z
��

X ′ �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z ′

induit un diagramme commutatif

X

BC

� � ι /

x
��

Y

y′

��

π / / Z

X ′ �
�

f
/M

BCy′′

��

g
/ / Z

z

��
X ′ �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z ′
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où les carrés comportant un BC sont bicartésiens, en particulier on a un isomorphisme
canonique entre X ′ tX Y et Y ′ ×Z′ Z.

Démonstration. On considère le pushout du diagramme

X �
� ι /

x
��

Y

X ′

qui donne, par la proposition 1.26 un diagramme commutatif

X

BC

� � ι /

x
��

Y

y′

��

π / / Z

X ′ �
�

f
/M g

/ / Z

Comme le carré
X �
� ι /

x
��

Y

y
��

X ′ �
�

ι′
/ Y ′

est commutatif, on a un unique morphisme y′′ : M → Y ′ tel que y′′y′ = y et y′′f = ι′. On
conclut car le dernier carré est commutatif (z est entièrement déterminé par f et y′′, y′ par
des propriété universelles).

Notation. Pour X ∈ E , on notera ∆X :=
(

1
1

)
: X → X ⊕ X et ∇X := (1 1) : X ⊕ X → X

(ces notations tiennent encore dans une catégorie additive quelconque).

Proposition 1.31. (Somme de Baer)
Soient X,Z ∈ E, (Y, ι, π) et (Y ′, ι′, π′) des extensions de Z par X. On a alors une extension
(Y ⊕ Y ′, ι⊕ ι′, π ⊕ π′) de Z ⊕ Z par X ⊕X.
La somme de Baer des extensions (Y, ι, π) et (Y ′, ι′, π′) est définie par

(∇X)∗(∆Z)∗(Y ⊕ Y ′, ι⊕ ι′, π ⊕ π′)

Démonstration. Conséquence du corollaire 1.28, on vérifie immédiatement que la classe d’équi-
valence de la somme ne dépend que de la classe d’équivalence des extensions de départ.

Plus explicitement, la somme de Baer est définie par la première ligne du diagramme suivant

X

BC

� � f / S
g / / Z

X ⊕X

∇X

OO

� �

f̃

/M

y′

OO

BCy′′

��

g̃
/ / Z

∆Z

��
X ⊕X � �

ι⊕ι′
/ Y ⊕ Y ′

π⊕π′
/ / Z ⊕ Z

Donné par le corollaire 1.28
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1.3.2 Groupe Ext 1 et classification

En revenant au cas du foncteur A(−,M) sur une catégorie abélienne possédant suffisamment
de projectifs, on peut définir ses dérivées à droite :

Définition 1.5. Soient A une catégorie abélienne admettant suffisamment de projectifs et
M ∈ A. On définit le n-ème foncteur Ext associé à N comme le n-ème dérivé à droite du
foncteur A(−, N) : on note

Ext nA(M,N) := Rn(A(−, N))(M)

On a donc un foncteur Ext nA(−, N) : A → Ab

Remarque. On aurait également pu considérer les dérivés du foncteurA(N,−) quandA admet
suffisamment d’injectifs, on peut montrer (cf [16], théorème 2.7.6) que ces deux définitions
des groupes Ext coïncident. On peut donc voir les Ext comme des bifoncteurs

Ext nA : Aop ×A → Ab

de surcroit additifs, dans la suite, on utilisera librement l’une ou l’autre de ces définitions,
on supposera donc que A admet suffisamment de projectifs ou d’injectifs selon les cas.

Dans le cas où A est une catégorie de modules, elle admet suffisamment de projectifs, la
définition du Ext comme foncteur dérivé permet de retrouver un résultat connu d’algèbre
homologique :

Lemme 1.32. Une suite exacte courte de module

0 //M // N // P // 0

induit pour X ∈ A une suite exacte longue de groupes abéliens :

0 // A(P,X) // A(N,X) // A(M,X)

.. Ext 1
A(P,X) // Ext 1

A(N,X) // Ext 1
A(M,X)

.. Ext 2
A(P,X) // · · ·

et
0 // A(M,X) // A(N,X) // A(P,X)

.. Ext 1
A(M,X) // Ext 1

A(N,X) // Ext 1
A(P,X)

.. Ext 2
A(M,X) // · · ·

Démonstration. Application directe des définitions et des propositions 1.18 et 1.16
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Remarque. Bien-sûr ce résultat se transpose identiquement au cas d’une catégorie abélienne
ou les Ext sont définis.

Nous allons maintenant montrer que, pour X,Z ∈ A, le groupe Ext 1(Z,X) est en bijection
avec l’ensemble des classes d’équivalences d’extensions de Z par X (qui est dans ce cas
effectivement un ensemble), on a même un isomorphisme en munissant ce dernier ensemble
de la somme de Baer :

Lemme 1.33. Soient X,Z ∈ A, si Ext 1(Z,X) = 0, alors toute suite exacte courte

0 // X
f // Y

g // Z // 0

est scindée.

Démonstration. Soient une telle suite exacte courte, on a une suite exacte de groupes abéliens

A(Y,X)
f̃ // A(X,X) δ // Ext 1(Z,X)

Donc 1X , qui est par hypothèse dans le noyau de δ, induit un morphisme σ : X → Y , qui est
une rétraction de f : X → Y d’où le résultat par le lemme de scindage ( [2], lemme 2.6).

On a utilisé dans la démonstration précédente qu’une suite exacte courte

ξ : 0 // X
f // Y

g // Z // 0

induit un morphisme δξ : A(X,X)→ Ext 1(Z,X).

Théorème 1.1. La correspondance Θ : ξ 7→ δξ(1X) donne une application de l’ensemble
des classes d’équivalence d’extensions de Z par X dans Ext 1(Z,X), qui est de surcroit un
isomorphisme de groupes.

Démonstration. On considère que A admet suffisamment de projectifs, on peut considérer
une suite exacte courte

0 //M
j // P // Z // 0

où P est projectifs. En appliquant A(−, Z), on obtient une suite exacte

A(P,X)
j̃ // A(M,X) δ // Ext 1(Z,X) // Ext 1(P,X) = 0

car P est projectif (caractérisations des objets projectifs : tous les épimorphismes de codo-
maine P sont scindés).
Donc le morphisme δ est surjectif. Pour x ∈ Ext 1(Z,X), on a un morphisme β : M → X tel
que δ(β) = x, on peut faire le pushout du diagramme

M
j //

β
��

P

X
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et on obtient, par la proposition 1.26 un diagramme à lignes exactes

0 //M

BC

j //

β
��

P //

σ

��

Z // 0

0 // X
i
// A // Z // 0

Par naturalité de δ, on a que Θ((A, i, )) = x, donc Θ est surjectif.
En fait cette construction donne une application ψ de Ext 1(Z,X) dans l’ensemble des classes
d’équivalences d’extensions, en effet si β′ ∈ A(M,X) est un autre relèvement de x par δ, on
a f ∈ A(P,X) tel que β′ = β + fj. Si X ′ est le pushout

M
j //

β′

��

P

��
X // X ′

alors le carré
M

j //

β+fj
��

P

σ+if
��

X
i
// A

est aussi un pushout, d’où un isomorphisme qui donne une équivalence.
Réciproquement si (Y, f, g) est une extension de Z par X on a, comme P est projectif, un
diagramme commutatif

0 //M

γ

��

j // P

τ

��

// Z // 0

0 // X // Y // Z // 0

mais le carré est aussi un pushout (par proposition 1.26), donc ψ(Θ((Y, f, g))) = (Y, f, g) et
Θ est injective.

On montre à présent que Θ est un morphisme de groupes, on considère (Y, f, g) et (Y ′, f ′, g′)
deux extensions et (S, ι, π) leur somme de Baer, on doit montrer que Θ(S) = Θ(Y ) + Θ(Y ′).
La construction précédente donne deux diagrammes commutatifs

0 //M

γ

��

j // P

τ

��

// Z // 0

0 // X // Y // Z // 0

et 0 //M

γ′

��

j // P

τ ′

��

// Z // 0

0 // X // Y ′ // Z // 0

On a un carré commutatif
P //

( ττ ′)
��

Z

∆Z

��
Y ⊕ Y ′ // Z ⊕ Z

donc un unique morphisme P → Z ×Z⊕Z Y ⊕ Y ′ =: M (cf construction de la somme de
Baer), on compose ce morphisme avec y′ : M → S pour obtenir un diagramme commutatif

0 //M

γ+γ′

��

j // P

��

// Z // 0

0 // X // Y // Z // 0
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Donc Θ(S) = δ(γ + γ′) = δ(γ) + δ(γ′) = Θ(Y ) + Θ(Y ′) d’où le résultat.

1.3.3 Cohomologie des groupes

Dans [19] et [17], nous avons introduit "naïvement" les groupes H1 et H2 de cohomologie
des groupes, nous allons donner une définition de ces objets issue de [5], plus homologique,
avant de faire le lien avec la définition plus concrète.

On se donne R un anneau, G un groupe, RG l’anneau de groupe associé. Un élément général
de RG est de la forme ∑

g∈G

rg.g

en identifiant G à un sous-groupe de (RG,×). On définit alors le morphisme d’augmen-
tation de RG par

ε : RG −→ R∑
g∈G rg.g 7−→

∑
g∈G rg

Son noyau Ker ε =: I(RG) est appelé idéal d’augmentation de RG. On remarque que

x =
∑
g∈G

rg.g ∈ I(RG)⇔ x = x−

(∑
g∈G

rg

)
.1

⇔ 0 =
∑
g∈G

rg.(g − 1)

⇔ x ∈ ({g − 1 | g ∈ G})

Définition 1.6. Soient G un groupe et M un ZG-module. Pour n ∈ N, on définit le n-ème
espace de cohomologie du groupe G à coefficients dans M par

Hn(G,M) := Ext nZG(Z,M)

où Z désigne le ZG-module trivial.

Comme annoncé, nous allons maintenant décrire plus explicitement ces groupes pour n =
0, 1, 2.
Commençons par noter que dans [19], nous avons donné une définition dépendant d’un mor-
phisme α : G → Aut (M) et M ∈ Ab. Un tel morphisme donne en fait une action de G sur
M qui en fait un ZG-module et on retrouve le cadre de la définition précédente. Dans le cas
d’un groupe G agissant sur un groupe abélien M par automorphisme, on notera H∗α(G,M)
les espaces de cohomologie.

Cas n = 0 : On rappelle que pour M ∈ ZG−Mod, on définit

MG := {m ∈M | gm = m ∀g ∈ G}

l’ensemble des points fixes de M sous l’action de G. On a alors

H0(G,M) = Ext 1
ZG(Z,M) = Hom ZG(Z,M)
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et un morphisme f : Z → M est déterminé par le choix de f(1), qui doit être un élément
m ∈ M invariant sous l’action de G car Z est le ZG module trivial. On montre facilement
que la bijection que nous avons construit est un isomorphisme d’où

H0(G,M) ' Hom ZG(Z,M) 'MG

Cas n = 1 : Nous avons déjà quelques calculs à effectuer : on voudrait une résolution pro-
jective de Z dans ZG−Mod, on a une suite exacte courte

0 // I(ZG) ι // ZG ε // Z // 0

(comme ZG est libre : il a une base formée par G, il est projectif : tout épimorphisme admet
une section qu’il suffit de fixer sur une base).
On définit les dérivations de G dans M par

∆(G,M) := {f ∈ Ens(G,M) | ∀g, h ∈ G, f(gh) = gf(h) + f(g)}

et les dérivations intérieures par

∆0(G,M) := {f ∈ Ens(G,M) | ∃m ∈M | ∀g ∈ G, f(g) = gm−m}

On remarque que ∆0(G,M) ⊂ ∆(G,M) et ce sont des groupes abéliens pour l’addition
naturelle des applications.

Proposition 1.34. Sous ces notations et hypothèses, on a un isomorphisme

H1(G,M) ' ∆(G,M)
/

∆0(G,M)

Démonstration. Soit

· · · d2 // P2
d1 // P1

d0 // ZG ε // Z // 0

une résolution projective de Z dans ZG−Mod. On a

Coker d1 = P1
/

Im d1
= P1

/
Ker d0

= Im d0 = Ker ε = I(ZG)

et si ϕ ∈ Hom ZG(P1,M) est tel que ϕd1 = 0, ie ϕ ∈ Ker (Hom ZG(d1,M)), par propriété
universelle de I(ZG) = Coker (d1), il existe un unique dϕ : I(ZG)→M tel que dϕ ◦ dj1 = ϕ.
Réciproquement pour δ : I(ZG) → M , ϕδ := δdj1 : P1 → M vérifie ϕδ ◦ d1 = 0 d’où un
isomorphisme

Ker Hom ZG(d1,M) ' Hom ZG(I(ZG),M)

Ensuite, on a une injection triviale

Hom ZG(I(ZG),M) ↪→ Hom Z(I(ZG),M)

Réciproquement, pour que ϕ ∈ Hom Z(I(ZG),M) soit aussi dans Hom ZG(I(ZG),M), il faut
et il suffit que pour x ∈ I(ZG) et g ∈ G, on ait

ϕ(gx) = gϕ(x)

ce qui est équivalent à la condition

ϕ(g(h− 1)) = gϕ(h− 1)
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pour tous g, h ∈ G, car I(ZG) est engendré par les éléments de la forme h − 1 pour h ∈ G.
Donc

Ker Hom ZG(d1,M) = Hom ZG(I(ZG),M)

= {ϕ ∈ Hom Z(I(ZG),M) | ϕ(g(h− 1)) = gϕ(h− 1) ∀g, h ∈ G}
= {f ∈ Ens(G,M) | gf(h) = f(gh)− f(g)}
= ∆(G,M)

Ensuite, en notant ι : I(ZG)→ ZG l’injection canonique, on a un isomorphisme

Im Hom ZG(d0,M) −→ Im Hom ZG(ι,M)
ϕd0 7−→ ϕι

d’où

Im Hom ZG(d0,M) = {d ∈ Hom ZG(I(ZG),M) | ∃ϕ ∈ Hom ZG(ZG,M) | f = ϕι}

et on a
Hom ZG(ZG,M) 'M

par ϕ 7→ ϕ(1). Ainsi pour f ∈ Im Hom ZG(ι,M), on trouve

f(g − 1) = ϕι(g − 1) = ϕ(g − 1) = (g − 1)ϕ(1) = gϕ(1)− ϕ(1)

par conséquent, on a

Im Hom ZG(d0,M) = {d ∈ Hom ZG[I(ZG),M) | f = ϕι}
= {f ∈ Hom ZG(I(ZG),M) | ∃m ∈M | f(g − 1) = gm−m∀g ∈ G}
= ∆0(G,M)

d’où le résultat par définition du Ext 1
ZG(Z,M).

Cas n = 2 : Ce degré va nous demander davantage de calculs, on doit trouver explicitement
une résolution projective de Z dans ZG−Mod, qui fonctionnerait pour tout groupe G.
En utilisant que

0 // I(ZG) // ZG // Z // 0

est une suite exacte courte et ZG est libre donc projectif, on cherche P projectif et un
épimorphisme P � I(ZG). On pose

P := ZG⊗Z ZG

où l’action de ZG porte sur le terme de gauche. On a vu dans [17] que

P ' Z(G×G)

il s’agit donc d’un module libre et projectif.
Pour faciliter les notations, on pose

ZG⊗n := ZG⊗Z · · · ⊗Z ZG ' Z(G× · · · ×G)
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avec action de ZG sur le terme de gauche, on dit que ZG⊗n est la n-ème puissance tenso-
rielle de ZG. On pose

δ : ZG× ZG −→ ZG(∑
g∈G rgg,

∑
g′∈G sg′g

′
)
7−→

∑
g∈G

∑
g′∈G rgsg′g(g′ − 1)

il s’agit clairement d’une application Z-balancée, et qui envoie (g1, g2) sur g1(g2 − 1), on
obtient d0 : P → ZG bien définie et Im d0 = I(ZG) car ce dernier est engendré par les g − 1
pour g ∈ G.
On pose ensuite

Q := ZG⊗3 = Z(G×G×G)

lui même projectif, on peut définir comme précédemment

d1 : Z(G3) −→ Z(G×G)
(g, h, k) 7−→ gh⊗ k − g ⊗ hk + g ⊗ h

et

d2 : Z(G4) −→ Z(G3)
(g1, g2, g3, g4) 7−→ g1g2 ⊗ g3 ⊗ g4 − g1 ⊗ g2g3 ⊗ g4 + g1 ⊗ g2 ⊗ g3g4 − g1 ⊗ g2 ⊗ g3

on vérifie d1d2 = 0 et d0d1 = 0 sur la base.
On définit trois applications Z-linéaires par

h0 : ZG −→ ZG⊗2

g 7−→ 1⊗ g
h1 : ZG⊗2 −→ ZG⊗3

g ⊗ h 7−→ 1⊗ g ⊗ h
h2 : ZG⊗3 −→ ZG⊗4

g ⊗ h⊗ k 7−→ 1⊗ g ⊗ h⊗ k

(nous avons seulement donné leurs définitions sur des bases, on les étends ensuite par linéa-
rité). On observe que {

d1h1 + h0d0 = 1ZG⊗2

d2h2 + h1d1 = 1ZG⊗3

Ensuite, pour u ∈ Ker d0, on a

d1h1(u) = −h0d0(u) + u = u⇒ u ∈ Im d1

et de même, v ∈ Ker d1 ⇒ v ∈ Im d2, ainsi la suite

ZG⊗4 d2 // ZG⊗3 d1 // ZG⊗2 d0 // ZG ε // Z // 0

est exacte et donne le début d’une résolution projective de Z.
On remarque que les applications ZG-linéaires sont déterminées par leurs actions sur les
éléments de la forme 1 ⊗ g ⊗ ... : il suffit de multiplier par g0, la multiplication portant sur
les membres de gauche.
Par définition du Ext 2, on a

H2(G,M) = Ker Hom ZG(d1,M)
/

Im Hom ZG(d1,M)

Donc l’ensemble des 2-cocycles est donné par les morphismes ϕ : ZG⊗3 →M tels que ϕd2 = 0.
Comme ϕ est ZG-linéaire, il suffit de tester sur 1⊗ g ⊗ h⊗ k :

0 = ϕd2(1⊗ g ⊗ h⊗ k)

= ϕ(g ⊗ h⊗ k)− ϕ(1⊗ gh⊗ k) + ϕ(1⊗ g ⊗ hk)− ϕ(1⊗ g ⊗ h)

= gϕ(1⊗ h⊗ k)− ϕ(1⊗ gh⊗ k) + ϕ(1⊗ g ⊗ hk)− ϕ(1⊗ g ⊗ h)
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En posant f(g, h) := ϕ(1⊗ g ⊗ h) on obtient f : G⊗G→M , qui représente un 2-cocycle si
et seulement si

gf(h, k)− f(gh, k) + f(g, hk)− f(g, h) = 0⇔ gf(h, k) + f(g, hk) = f(gh, k) + f(g, h)

Ensuite, les 2-cobords sont donnés par les morphismes ϕZG⊗3 → M tels qu’il existe ψ :
ZG⊗2 →M avec ϕ = ψd1, on a

ψd1(1⊗ g ⊗ h) = ψ(g ⊗ h)− ψ(1⊗ gh)− ψ(1⊗ g)

= gψ(1⊗ h)− ψ(1⊗ gh)− ψ(1⊗ g)

avec la même astuce, on obtient que les 2-cobords sont donnés par les applications f : G→M
telles que

∀g, h ∈ G, gf(h)− f(g) = f(gh)

On retrouve bien les définitions de 2-cocycles et 2-cobords données dans [19].

On pourrait continuer avec des méthodes similaires pour calculer H3(G,M) etc... mais ceci
devient rapidement lourd en calcul et peu instructif.
Pour terminer cette section, nous rappelons un résultat issu de [19]

Proposition 1.35. Soient H un groupe et N un ZG-module, on a une action de H sur N
par automorphisme : α : H → Aut (N), et avec ces notations :
a) H2

α(H,N) paramétrise les groupes N avec N E G et H ' G/N et tels que l’action de
H sur N par conjugaison d’une préimage soit égale à l’action par α.

b) La correspondance se fait par choix de représentant des classes à gauche et g(h1)g(h2) =
f(h1, h2)g(h1h2) et ainsi f ∈ Z2

α(H,N).
c) Le choix de deux systèmes de représentants g et g′ correspond à deux choix de repré-

sentants de deux cocycles de la même classe d’éléments de H2
α(H,N).

d) La classe triviale de H2
α(H,N) correspond au produit semi-direct N oα H.
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Deuxième partie

Compléments sur les catégories
triangulées
Dans [2], nous avons abordé le vaste sujet des catégories triangulées, notamment pour étu-
dier les catégorie homotopique et dérivées associées à une catégorie abélienne. Nous sommes
néanmoins restés assez superficiels sur les aspects théoriques et sur la (les) définitions de
ce concept. Nous donnons donc ici quelques compléments à ce sujet, afin de pouvoir mettre
en évidence les similitudes entre les structures des sous-catégories stables par extension des
catégories abéliennes et triangulées.

2.1 Catégories pré-triangulées
Un point non abordé dans [2], est la disjonction entre les trois premiers axiomes des catégories
triangulées et le quatrième : à proprement parler, TR3 est tout simplement remplacé par TR4.
Ce remplacement est logiquement valide car TR3 est en effet conséquence de TR4 (et ce assez
directement comme nous allons le voir), mais ce remplacement nous oblige à passer outre le
formalisme des catégories pré-triangulées, et nous empêche de donner une justification à
l’introduction de l’axiome TR4, sans cela assez incongrue en première lecture.
Nous reprenons l’exposition très instructive de [14].

2.1.1 Définition et conséquences immédiates

On fixe T une catégorie additive et une auto-équivalence [1] : T → T , on appellera triangle
dans T une suite de morphismes composables de la forme

X
f // Y

g // Z h // X[1]

On notera parfois (f, g, h) un tel triangle si il n’y a pas d’ambiguïté sur les domaines et
codomaines des morphismes (que l’on notera par défaut X,Y et Z).
Pour deux triangles

X
f // Y

g // Z
h // X[1] et X ′

f ′ // Y ′
g′ // Z ′

h′ // X ′[1]

on appellera morphisme de triangles la donnée de trois morphismes
- x : X → X ′

- y : Y → Y ′

- z : Z → Z ′

faisant commuter le diagramme

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z h //

z

��

X[1]

x[1]

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′[1]
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Définition 2.1. On dit que le triangle (f, g, h) est un pré-triangle si pour tout U ∈ T , le
foncteur T (U,−) induit une suite exacte de groupes abéliens

· · · // T (U,X)
f̃ // T (U, Y )

g̃ // T (U,Z) h̃ // T (U,X[1])
f̃ [1] // T (U, Y [1]) // · · ·

en notant f̃ := T (U, f).

Lemme 2.1. Si (f, g, h) est un triangle dans T , il suffit, pour montrer que (f, g, h) est un
pré-triangle, de montrer que la suite

T (U,X)
f̃ // T (U, Y )

g̃ // T (U,Z) h̃ // T (U,X[1])
f̃ [1] // T (U, Y [1])

est exacte.

Démonstration. Par définition, un couple de morphismes consécutifs de la suite donnée par
T (U,−) est d’une des formes suivantes :

- f̃ [n], g̃[n]

- h̃[n], g̃[n]

- ˜f [n+ 1], h̃[n]

pour un certain n ∈ Z. Soit A : U → Y [n], on a

a ∈ Ker g̃[n]⇔ g[n]a = 0

⇔ (g ◦ a)[n] = 0

⇔ ∃b : U [−n]→ X | fb = a[−n]

⇔ ∃b : U [−n]→ X | f [n]b[n] = a

⇔ a ∈ Im f̃ [n]

On raisonne de même pour les autres cas.

Lemme 2.2. Soient deux triangles (f, g, h) et (f ′, g′, h′), on peut définir leur somme directe
(f, g, h)⊕ (f ′, g′, h′) par

X ⊕X ′

f 0
0 f ′


// Y ⊕ Y ′

g 0
0 g′


// Z ⊕ Z ′

h 0
0 h′


// X[1]⊕X ′[1]

On a alors équivalence entre
(i) (f, g, h) et (f ′, g′, h′) sont des pré-triangles.
(ii) (f, g, h)⊕ (f ′, g′, h′) est un pré-triangle.

Démonstration. Un morphisme U → X ⊕ X ′ est de la forme
(
a
b

)
avec a : U → X et

b : U → X ′, on a alors (
g 0
0 g′

)(
a
b

)
=

(
ga 0
0 g′b

)
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et (
ga 0
0 g′b

)
= 0⇔

{
ga = 0

g′b = 0

et donc

Ker

(̃
g 0
0 g′

)
= Im

˜(f 0
0 f ′

)
⇔

{
Ker g̃ = Im f̃

Ker g̃′ = Im f̃ ′

Et on raisonne de la même manière pour les autres termes.

Lemme 2.3. Soient X ∈ T et f, g, h un triangle, on a
(a) (0, 1X , 0) est un pré-triangle.
(b) Si (f, g, h) est un pré-triangle, alors gf = 0.
(c) (f, g, h) est un pré-triangle si et seulement si (−g,−h,−f [1]) est un pré-triangle.

Démonstration. (a) On considère la suite

1 0 // T (U,X)
1̃X // T (U,X) 0 // 1 // T (U,X[1])

Qui est bien exacte car 1̃X = 1T (U,X) est un isomorphisme.
(b) Clair par définition : on a une suite exacte

T (X,X)
f̃ // T (X, Y )

g̃ // T (X,Z)

donc gf1X = gf = 0.
(c) Comme la composition est bilinéaire, le résultat est immédiat. On note que les deux

derniers points entraînent également hg = 0.

Proposition 2.4. (Lemme des 3 pré-triangles)
Soit [x, y, z] un morphisme de triangles entre des pré-triangles. Si deux des trois morphismes
qui composent [x, y, z] sont des isomorphismes, alors il en va de même du troisième.

Démonstration. Supposons que x, y sont des isomorphismes. Pour tout U ∈ T , on a le dia-
gramme suivant dont les lignes sont exactes :

T (U,X)
f̃ //

x̃

��

T (U, Y )
g̃ //

ỹ

��

T (U,Z) h̃ //

z̃

��

T (U,X[1])
f̃ [1] //

x̃[1]
��

T (U, Y [1])

ỹ[1]
��

T (U,X ′)
f̃ ′
// T (U, Y ′)

g̃′
// T (U,Z ′)

h̃′
// T (U,X ′[1])f̃ ′[1] // T (U, Y ′[1])

On conclut par le lemme des 5 dans les catégories abéliennes (cf [2] Lemme 2.12) que z̃ est un
isomorphisme. Pour U = Z ′ on a alors qu’il existe z′ : Z ′ → Z tel que zz′ = 1Z′ ∈ T (Z ′, Z ′)
par définitiond’un isomorphisme de groupes abéliens. Pourt U = Z, on a z(1Z − z′z) = 0,
donc 1Z−z′z = 0 et 1Z = z′z donc z est un isomorphisme d’inverse z′. On applique le dernier
point du lemme précédent pour régler les autres cas.
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Définition 2.2. On considère une collection fixée de triangles dans T , que l’on suppose stable
par isomorphisme de triangles. On appelle triangles exacts ou distingués les éléments de
cette collection.
On dit que T muni de cette collection est une catégorie pré-triangulée si
(TR0) Tout triangle de la forme (0, 1X , 0) est exact pour X ∈ T .
(TR1) Tout morphisme f s’inscrit dans un triangle exact (f, g, h).
(TR2) Un triangle (f, g, h) est exact si et seulement si (−g,−h,−f [1]) est exact.
(TR3) Si (f, g, h) et (f ′, g′, h′) sont des triangles exacts, alors tout diagramme commutatif

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
h // X[1]

x[1]

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′[1]

peut être complété en un morphisme de triangles.

On suppose désormais que T est pré-triangulée.

Lemme 2.5. Tout triangle exact est un pré-triangle.

Démonstration. On commence par montrer que T (U,X)
f̃ // T (U, Y )

g̃ // T (U,Z) est
exacte. Voyons que gf = 0, considérons le diagramme commutatif

X
1X //

1X
��

X //

f

��

0 // X[1]

1X[1]

��
X

f
// Y g

// Z
h
// X ′[1]

en appliquant TR3 on obtient que f est annulateur de g, donc Im f̃ ⊂ Ker g̃. Soit ensuite
θ : U → Y dans Ker g̃, on a gθ = 0. Par TR0 et TR2, les triangles (−1U , 0, 0) et (0, 0, 1U [1])
sont exacts, on applique alors TR3 au diagramme

U //

θ

��

0

��

// U [1] // U [1]

θ[1]

��
Y −g

// Z
−h
// X[1]

−f [1]
// Y [1]

On obtient v : U [1]→ X[1] tel que −f [1]v = θ[1], et donc f(−v[−1]) = θ d’où θ ∈ Im f̃ . Donc
la suite est bien exacte. Pour les autres termes de la suite, on utilise TR2 pour translater et
se ramener au cas précédent (l’ajout de signe n’a pas d’incidence sur l’exactitude de la suite
puisque la composition est bilinéaire).

Lemme 2.6. Soient (f, g, h) et (f ′, g′, h′) deux triangles dans T , on a équivalence entre :
(i) (f, g, h) et (f ′, g′, h′) sont des triangles exacts.
(ii) (f, g, h)⊕ (f ′, g′, h′) est un triangle exact.
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Démonstration. (i)⇒ (ii), par TR1 on complète f ⊕f ′ en un triangle distingué (f ⊕f ′, c, d).
On complète par TR3 le diagramme

X ⊕X ′

(1 0)

��

f⊕f ′ // Y ⊕ Y ′

(1 0)

��

c // C
d // X[1]⊕X ′[1]

(1 0)

��
X

f
// Y g

// Z
h

// X[1]

en un morphisme de triangles par z : C → Z, en raisonnant de même sur (f ′, g′, h′), on
obtient z′ : C → Z ′ et un diagramme commutatif

X ⊕X ′ f⊕f ′ //

1X⊕X′

��

Y ⊕ Y ′ c //

1Y⊕Y ′

��

C
d //

z⊕z′
��

X[1]⊕X ′[1]

1X[1]⊕X′[1]
��

X ⊕X ′
f⊕f ′

// Y ⊕ Y ′
g⊕g′

// Z ⊕ Z ′
h⊕h′

// X[1]⊕X ′[1]

Les deux lignes de ce diagramme sont des pré-triangles, donc le lemme des 3 pour les pré-
triangles nous donne que ces deux triangles sont isomorphes, donc la seconde ligne est un
triangle distingué (par stabilité des triangles distingués par isomorphisme).
(ii)⇒ (i) On sait que (f, g, h) (et (f ′, g′, h′)) sont des pré-triangles. Par TR1, on complète f
en (f, c, d) un triangle exact. Par TR3, on complète le diagramme

X
f //

(1
0)
��

Y c //

(1
0)
��

C d // X[1]

(1
0)
��

X ⊕X ′
f⊕f ′

// Y ⊕ Y ′
g⊕g′

// Z ⊕ Z ′
h⊕h′
// X[1]⊕X ′[1]

en un morphisme de triangles par
(
α
β

)
: C → Z ⊕ Z ′ on a alors un diagramme commutatif

X

1X
��

f // Y

1Y
��

c // C

α

��

d // X[1]

1X[1]

��
X

f
// Y g

// Z
h
// X[1]

dont les lignes sont des pré-triangles, on conclut par le lemme des 3 comme précédemment
et de même pour (f ′g′, h′).

Lemme 2.7. Supposons avoir un triangle exact de la forme

X
(af) // A⊕ Y

α β
γ δ


// A⊕ Z (c h) // X[1]

Si α ∈ Aut(A), alors ce triangle est isomorphe à la somme directe

0 // A
1A // A // 0 ⊕ X

f // Y
g // Z

h // X[1]

où g := δ − γα−1β. En particulier (f, g, h) est exact.
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Démonstration. Comme un triangle exact est en particulier un prétriangle, la composition
de deux morphismes consécutifs est nulle, donc{

αa+ βf = 0

cα + hγ = 0

On a ensuite
(
α β
0 1

)
: A ⊕ Y → A ⊕ Y est un isomorphisme, d’inverse

(
α−1 −α−1β
0 1

)
et(

1 0
−γα−1 1

)
: A⊕ Z → A⊕ Z est un isomorphisme, d’inverse

(
1 0

γα−1 1

)
.

Ensuite, en posant g := δ − γα−1β.

•
(
α β
0 1

)(
a
f

)
=

(
αa+ βf

f

)
=

(
0
f

)
•
(

1 0
0 g

)(
α β
0 1

)
=

(
α β
0 g

)
=

(
α β
0 δ − γα−1β

)
=

(
1 0

−γα−1 1

)(
α β
γ δ

)
• (0 h)

(
1 0

−γα−1 1

)
= (−hγα−1 h) = (c h).

Donc le diagramme suivant

X

a
f


//

1X

��

A⊕ Y

α β
γ δ


//

α β
0 1


��

A⊕ Z
(
c h

)
//

 1 0
−γα−1 1


��

X[1]

1X[1]

��
X 0

f


// A⊕ Y 1 0

0 g


// A⊕ Z (

0 h
) // X[1]

est un isomorphisme de triangles comme annoncé.

Jusqu’ici nous n’avons pas abordé la nature de la catégorie opposée d’une catégorie pré-
triangulée. Contrairement à la définition de catégorie abélienne, qui est intrinsègue et dont
on peut dire qu’elle est auto-duale, les catégories triangulées demandent une structure sup-
plémentaire : on doit fixer [1] et la classe des triangles exacts. On cherche donc un tel choix
naturel sur T op qui la munisse d’une structure de catégorie triangulée.

Proposition 2.8. Soit T une catégorie pré-triangulée, on définit [1]. : T op → T op par
- [1]X := X[−1] pour X ∈ T op.
- [1]f = f [−1] : Y → X pour f : X → Y dans T .

Cette correspondante est une auto-équivalence sur T op.

Démonstration. Pour faciliter la lecture, on notera � la loi de composition dans T op. On a

[1](f�g) = (g ◦ f)[−1]

= g[−1] ◦ f [−1]

= f [−1]�g[−1]

= [1]f�[1]g
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Donc [1]. définit un foncteur T op → T op, pleinement fidèle et dense car [1] est pleinement
fidèle et dense, d’où le résultat.

Un triangle dans T op de la forme Z
g // Y

f // X h // [1]Z correspond dans T au triangle

Z[−1] h // X
f // Y

g // Z

que l’on sait être distingué si et seulement si X
−f // Y

−g // Z
−h[1] // Z[1] . On dira donc

qu’un triangle (g, f, h) dans T op est distingué si et seulement si (−f,−g,−h[1]) est distingué
dans T , si et seulement si (h, f, g) est distingué.

Proposition 2.9. La catégorie T op munie de cette classe de triangles est une catégorie pré-
triangulée.

Démonstration. Les isomorphismes de triangles dans T induisent des isomorphismes de tri-
angle dans T op, donc les triangles exacts sont stables par isomorphismes. Le triangle (0, 1X , 0)
est distingué dans T , donc dans T op. L’axiome TR2 est clair par définition : si (g, f, h) est
exact dans T op, alors (h, f, g) est exact dans T par définition, donc (−g[1],−h,−f) est exact
dans T par TR2, donc (−f,−h,−[1]g) est exact dans T op. Pour TR3, soit dans T op un
diagramme commutatif à lignes exactes

Z
g //

z

��

Y
f //

y

��

X h // [1]Z

[1]z
��

Z ′
g′
// Y ′

f ′
// X ′

h′
// [1]Z ′

on a dans T un diagramme

Z ′[−1] h //

z[−1]
��

X ′
f // Y ′

g //

y

��

Z ′

z

��
Z[−1]

h′
// X

f ′
// Y

g′
// Z

On applique TR2 et TR3 dans T pour obtenir un morphisme de triangles dans T qui induit
un morphisme de triangles dans T op.
Pour TR1, soit f : Y → X un morphisme dans T op, on le complète dans T en un triangle
exact (f, g, h), par TR2 les triangles (−h[−1],−f,−g) et (g[−1], h[−1], f) sont exacts dans
T , donc le triangle (f, [1]h, [1]g) est exact dans T op.
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2.1.2 Morphismes homotopes et cônes de morphismes

Définition 2.3. Un triangle (f, g, h) dans T sera dit de composée nulle si gf = 0 et
hg = 0.
Soit dans T un morphisme de triangles de composée nulle :

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
h //

z

��

X[1]

x[1]

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′[1]

Alors le triangle

Y ⊕X ′

−g 0
y f ′


// Z ⊕ Y ′

−h 0
z g′


// X[1]⊕ Z ′

−f [1] 0
x[1] h′


// Y [1]⊕X ′[1]

est un triangle de composée nulle, appelé le cône de morphisme de [x, y, z].

Cette notion de cône de morphisme est au cœur de la définition de catégorie triangulée, nous
allons chercher à savoir si le cône d’un morphisme entre triangles exacts est lui-même exact,
pour cela nous avons besoin de connaître plus précisément le cône d’un morphisme, qui sera
paramétré par la notion d’homotopie de morphisme de triangles :

Définition 2.4. Soient (f, g, h) et (f ′, g′, h′) deux triangles dans T , et [x, y, z], [x′, y′, z′] deux
morphismes entre ces triangles. On dit que [x, y, z] et [x′, y′, z′] sont homotopes si il existe
θ : Y → X ′, φ : Z → Y ′ et ψ : X[1]→ Z ′ tels que
• x− x′ = θf + (h′ψ)[−1]

• y − y′ = φg + f ′θ

• z − z′ = ψh+ g′φ

La situation de la définition d’homotopie est donnée par le diagramme suivant

X ′
f //

x

��

x





Y ′

θ

||

g //

y

��

y





Z ′

φ

||

h //

z

��

z





X[1]

ψ

{{

x[1]

��

x′[1]




X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′[1]

mais il faut garder à l’esprit que ce diagramme n’est pas commutatif (on aurait [x, y, z] =
[x′, y′, z′] donc la définition dégénère).

Lemme 2.10. L’homotopie est une relation d’équivalence entre les morphismes liant deux
triangles fixés.

Démonstration. En notant ∼ l’homotopie, on a
• [x, y, z] ∼ [x, y, z] en prenant θ = φ = ψ = 0.
• Si [x, y, z] ∼ [x′, y′, z′] par θ, φ, ψ, on a [x′, y′, z′] ∼ [x, y, z] par −θ,−φ,−ψ.
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• Si [x, y, z] ∼ [x′, y′, z′] par θ, φ, ψ, et [x′, y′, z′] ∼ [x′′, y′′, z′′] par θ′, φ′, ψ′. On a

x− x′′ = x− x′ + x′ − x′′

= θf + (h′ψ)[−1] + θf ′ + (h′ψ′)[−1]

= (θ + θ′)f + (h′(ψ + ψ′))[−1]

y − y′′ = y − y′ + y′ − y′′

= φg + f ′θ + φ′g + f ′θ′

= (φ+ φ′)g + f ′(θ + θ′)

z − z′′ = z − z′ + z′ − z′′

= ψh+ g′φ+ ψ′h+ g′φ′

= (ψ + ψ′)h+ g′(φ+ φ′)

Donc [x, y, z] ∼ [x′, y′, z′] par θ + θ′, φ+ φ′, ψ + ψ′.

Lemme 2.11. Deux morphismes de triangles de composée nulle homotopes ont des cônes de
morphismes isomorphes : le cône de morphisme est déterminé à isomorphisme près par la
classe d’homotopie du morphisme.

Démonstration. Le diagramme ci-dessous est commutatif et donne le résultat :

Y ⊕X ′

−g 0
y f ′


//

1 0
θ 1


��

Z ⊕ Y ′

−h 0
z g′


//

1 0
φ 1


��

X[1]⊕ Z ′

−f [1] 0
x[1] h′


//

1 0
ψ 1


��

X[1]⊕X ′[1]

 1 0
θ[1] 1


��

Y ⊕X ′ −g 0
y′ f ′


// Z ⊕ Y ′ −h 0

z′ g′


// X[1]⊕ Z ′ −f [1] 0

x′[1] h′


// Y [1]⊕X ′[1]

et les morphismes verticaux sont clairement des isomorphismes.

Lemme 2.12. Soient (f, g, h) et (f ′, g′, h′) deux triangles, [x, y, z] et [x′, y′, z′] deux mor-
phismes homotopes entre ces triangles.
Alors pour tous morphismes de triangles [a, b, c] : (u, v, w)→ (f, g, h) et [α, β, γ] : (f ′, g′, h′)→
(u′, v′, w′), les morphismes

[αxa, βyb, γzc] et [αx′a, βy′b, γz′c]

sont homotopes.

48



Démonstration. La situation est donnée dans le diagramme (non commutatif) ci dessous :

A u //

a

��

v //

b

��

C w //

c

��

A[1]

a[1]

��
X ′

f //

x

��

x





Y ′

θ

||

g //

y

��

y





Z ′

φ

||

h //

z

��

z





X[1]

ψ

{{

x[1]

��

x′[1]




X ′

α

��

f ′
// Y ′

β

��

g′
// Z ′

γ

��

h′
// X ′[1]

α[1]

��
A

u′
// B

v′
// C

w′
// A′[1]

On pose alors θ′ = αθb et φ′ = βφc et ψ′ = γψa[1] et on obtient

αxa− αx′a = α(x− x′)a
= αθfa+ α((h′ψ)[−1])a

= αθbu+ (α[1]h′ψa[1])[−1]

= αθbu+ (w′γψa[1])[−1]

= θ′u+ (w′ψ′)[−1]

βyb− βy′b = β(y − y′)b
= βφgb+ βf ′θb

= βφcv + u′αθb

= φ′v + u′θ′

γzc− γz′c = γ(z − z′)c
= γψhc+ γg′φc

= γψa[1]w + v′βφc

= ψ′w + v′φ′

D’où le résultat.

Définition 2.5. Un triangle (f, g, h) est dit contractile si l’identité [1, 1, 1] est homotope
au morphisme nul [0, 0, 0].

Lemme 2.13. Un morphisme de triangle ayant pour domaine ou codomaine un triangle
contractile est homotope au morphisme nul.

Démonstration. Si [x, y, z] est de domaine un triangle contractile, on a

[x, y, z] = [x, y, z] ◦ [1, 1, 1]

∼ [x, y, z] ◦ [0, 0, 0]

= [0, 0, 0]

Par le lemme précédent, on raisonne de même si [x, y, z] a pour codomaine un triangle contrac-
tile.
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Lemme 2.14. Un triangle de composée nulle et contractile est un pré-triangle.

Démonstration. Soit X
f // Y

g // Z
h // X[1] un tel triangle. L’homotopie entre l’iden-

tité et le morphisme nul donne θ, φ, ψ tels que

1X = θf + (hψ)[−1] 1Y = φg + fθ 1Z = ψh+ gφ

On considère la suite de groupes abéliens

T (U,X)
f̃ // T (U, Y )

g̃ // T (U,Z) h̃ // T (U,X[1])
f̃ [1] // T (U, Y [1])

Soit a : U → Y appartenant à Ker g̃, on a

a = 1Y a = φga+ fθa = fθa

par hypothèse, donc a ∈ Im f̃ , l’inclusion réciproque provient de l’hypothèse de composée
nulle, on traite les autres cas de manière similaire.

Lemme 2.15. Le cône d’un morphisme entre deux pré-triangles est lui-même un pré-triangle.

Démonstration. On a deux suites exactes

T (U,X)
f̃ // T (U, Y )

g̃ // T (U,Z) h̃ // T (U,X[1])
f̃ [1] // T (U, Y [1])

T (U,X ′)
f̃ ′ // T (U, Y ′)

g̃′ // T (U,Z ′) h̃′ // T (U,X ′[1])
f̃ ′[1] // T (U, Y ′[1])

On doit montrer que la suite

T (U, Y ⊕X ′)

˜−g 0
y f ′


// T (U,Z ⊕ Y ′)

˜−h 0
z g′


// T (U,X[1]⊕ Z ′)

˜−f [1] 0
x[1] h′


// T (U, Y [1]⊕X ′[1])

˜−g[1] 0
y[1] f ′[1]


// T (U,Z[1]⊕ Y ′[1])

est exacte. Soit
(
a
b

)
: U → Z ⊕ Y ′, on a(
a

b

)
∈ Ker

˜(−h 0
z g′

)
⇔
(
−ha

za+ g′b

)
=

(
0

0

)
⇔

{
a ∈ Ker h̃

za+ g′b = 0

⇔

{
∃α : U → Y | gα = a

zgα + g′b = 0 = g′yα + g′b

⇔

{
∃α : U → Y | gα = a

yα + b ∈ Ker g̃′

⇔

{
∃α : U → Y | gα = a

∃β : U → X ′ | f ′β = yα + b

Donc
(
α
β

)
: U → Y ⊕X ′ donne l’exactitude et on raisonne de même pour les autres termes.
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Cependant le cône d’un morphisme entre deux triangles n’a pas de raisons d’être un triangle
distingué, même pour un morphisme entre deux triangles distingués, c’est ceci-dit le cas pour
le morphisme nul

Lemme 2.16. Le cône du morphisme nul entre deux triangles exacts est un triangle exact.

Démonstration. On considère le diagramme commutatif

X
f //

0
��

Y
g //

0
��

Z
h //

0
��

X[1]

0
��

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′[1]

Son cône est donné par

Y ⊕X ′

−g 0
0 f ′


// Z ⊕ Y ′

−h 0
0 g′


// X[1]⊕ Z ′

−f [1] 0
0 h′


// Y [1]⊕X[1]

qui est en fait la somme directe des triangles

Y
−g // Z

−h // X[1]
−f [1] // Y [1] ⊕ X ′

f ′ // Y ′
g′ // Z ′ h′ // X ′[1]

qui sont des triangles distingués.

Comme corollaire immédiat de la proposition précédente, nous avons qu’un morphisme entre
deux triangles exacts homotope à 0 possède un cône exact, mais on ne peut pas à priori aller
plus loin sans hypothèses supplémentaires.

Gardons en tête que notre exposé a pour but d’introduire les catégories extriangulées, nous
allons mettre en évidence une structure proche de la structure de catégorie exacte (telle que
développée dans [1]). En particulier, nous aurons besoins de pullbacks et pushouts, nous
allons donc exposer une structure similaire dans les catégories triangulées.

Définition 2.6. Dans une catégorie pré-triangulée, on considère un carré commutatif

Y
f //

y
��

Z

z
��

Y ′
f ′
// Z ′

On dit qu’il s’agit d’un carré homotopique si il existe un morphisme δ : Z ′ → Y [1] tel que

Y

−f
y


// Z ⊕ Y ′

(
z f ′

)
// Z ′

δ // Y [1]

soit un triangle exact, le morphisme δ est appelé la différentielle du carré.
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Cette notion de carré homotopique va nous être des plus utile : dans [2] nous avons donné
une caractérisation des pulbacks/pushout dans les catégories exactes : un carré commutatif

A //

��

B

��
C // D

est un pullback si et seulement si il est un pushout si et seulement si la suite correspondante
A // B ⊕ C // B est un conflation. C’est cette caractérisation qui nous servira de point
de départ dans la suite (bien sur les triangles exacts joueront le rôle des conflations).

Définition 2.7. Si on a un carré homotopique

Y
f //

y
��

Z

z
��

Y ′
f ′
// Z ′

Alors on dit que
(Y, f, y) est le pullback homotopique de (Z ′, f ′, z) est le pushout homotopique de

Z

z
��

Y ′
f ′
// Z ′

Y
f //

y
��

Z

Y ′

Lemme 2.17. Dans une catégorie pré-triangulée T tout diagramme de la forme

Z

z
��

Y ′
f ′
// Z ′

ou Y
f //

y
��

Z

Y ′

admet un pullback homotopique, respectivement un pushout homotopique.

Démonstration. Dans le second cas, on obtient un morphisme Y
(−gf )

// Y ′ ⊕ Z , que l’on com-
plète par TR1 en un triangle distingué

Y
(−gf )

// Z ⊕ Y ′ // Z // Y [1]

qui donne un pushout homotopique.

Réciproquement, on obtient un morphisme Z ⊕ Y ′ (z f ′) // Z ′ , que l’on complète en un tri-
angle exact

Z ⊕ Y ′ // Z ′ // Y [1] // Z[1]⊕ Y ′[1]

et on conclut en appliquant TR2.
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Bien-sûr toutes les propriétés des pushout et pullback authentiques ne seront pas respectées :
les pushouts/pullbacks homotopiques sont des pushouts/pullbacks faibles : on a également
factorisation et même unicité à isomorphisme près, à cette différence que ces factorisations
et isomorphismes ne sont pas uniques. Soient

Y
f //

y
��

Z

z
��

Y ′
f ′
// Z ′

et Y
f //

y
��

Z

a
��

Y ′
b
// P

deux carrés commutatifs où le premier est un carré homotopique (on ne demande pas que le
second le soit). D’après [2] (corollaire 3.11) le foncteur T (−, P ) envoie le triangle exact

Y

−f
g


// Z ⊕ Y ′

(
g′ f ′

)
// Z ′

δ // Y [1]

sur une suite exacte de groupes abéliens, en particulier, la suite

T (Z ′, P )

̃−f
g


// T (Z ⊕ Y ′, P )

˜(
g′ f ′

)
// T (Y, P )

est exacte, donc le morphisme Z ⊕ Y ′
(
b a

)
// P s’écrit comme composée α◦

(
g′ f ′

)
avec α :

Z ′ → P . Dans le cas particulier où les deux carrés sont des carrés homotopique, l’isomorphie
Z ′ ' P découle simplement de l’axiome TR3 et du lemme des 3 pré-triangulé. Pour le cas
des pullback, on applique un raisonnement similaire dans T op.

2.2 Définitions d’une catégorie triangulée

Le passage d’une catégorie pré-triangulée à une catégorie triangulée se fait par l’adjonction
d’un axiome supplémentaire, historiquement cet axiome est l’axiome de l’octahèdre, issu
de [15], que nous avons énoncé dans [2]. Cet axiome semble impénétrable et peu pratique en
premier lieu, nous donnons ici plusieurs choix d’axiomes distincts dont nous montrons qu’ils
sont équivalents à l’axiome de l’octahèdre, cet exposé est issu de [8].

Notre premier axiome est une restriction de l’axiome TR3 des catégories pré-triangulées,
qui répond à notre interrogation précédente : nous cherchons à compléter un diagramme
commutatif en un morphisme de triangles et tel que son cône de morphisme soit un triangle
exact :

Axiome A. Pour tout diagramme de la forme

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
h // X[1]

x[1]

��
X ′

f ′
// Y ′

y′
// Z ′

h′
// X ′[1]

dont les lignes sont des triangles exacts, il existe un morphisme de triangles [x, y, z] dont le
cône est un triangle exact.
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Les deux axiomes suivants nous donnent l’existence de carrés homotopiques, mais avec une
condition supplémentaire sur leur différentielle.

Axiome B. Pour tout diagramme commutatif

X
f // Y

g //

y

��

Z
h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

dont les lignes sont des triangles exacts, il existe z : Z → Z ′ faisant de [1X , y, z] un morphisme
de triangles, tel que

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

f [1]h′ // Y [1]

soit un triangle exact.

Axiome B’. Pour tout diagramme commutatif

X
f // Y

g // Z

z

��

h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

dont les lignes sont des triangles exacts, il existe y : Y → Y ′ faisant de [1X , y, z] un morphisme
de triangles, tel que

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

f [1]h′ // Y [1]

soit un triangle exact.

L’axiome suivant donne une forme de réciproque aux axiomes B et B’ : partant d’un carré
homotopique, on souhaite construire un morphisme de triangles exacts.

Axiome C. Pour tout triangle exact de la forme

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

δ // Y [1]

il existe un diagramme commutatif dont les lignes sont des triangles exacts

X
f // Y

g //

y

��

Z

z

��

h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

avec δ = f [1]h′, de plus, on peut fixer au préalable le triangle (f, g, h) ou (f ′, g′, h′).
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L’axiome D est l’axiome de l’octahèdre classique (qui nous sera d’ailleurs utile sous cette
forme dans la suite de notre exposé).

Axiome D. Un diagramme composé de trois triangles exacts de la forme suivante

X
f // Y

u

��

y // Z
h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
//

v

��

Z ′
h′
// X[1]

W

w
��

Y [1]

Peut être complété par un triangle exact Z u′ // Z ′ v′ //W w′ // Z[1] en le diagramme com-
mutatif suivant

X
f // Y

u

��

y // Z

u′

��

h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
//

v

��

Z ′
h′
//

v′

��

X[1]

W

w
��

W

w′

��
Y [1]

g[1]
// Z[1]

avec f [1]h′ = wv′. De plus, le triangle

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′ δ // Y [1]

est exact, avec δ := f [1]h′ = wv′

Enfin notre dernier axiome nous donne une réciproque à l’axiome D :

Axiome E. Pour tout triangle exact de la forme

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′ δ // Y [1]
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Il existe un diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont des triangles exacts :

X
f // Y

u

��

y // Z

u′

��

h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
//

v

��

Z ′
h′
//

v′

��

X[1]

W

w
��

W

w′

��
Y [1]

g[1]
// Z[1]

avec f [1]h′ = wv′ = δ. Et de plus, on peut fixer au préalable
- (f, g, h) ou (f ′, g′, h′)

- (u, v, w) ou (u′, v′, w′).

Il nous faut à présent montrer l’équivalence de tous ces différents axiomes, nous allons mon-
trer :

D ks +3 BKS

��

ks +3 C ks +3 E

B′ ks +3 A

A⇒ B : Par hypothèse, on peut supposer l’existence de z : Z → Z ′ tel que le cône du
morphisme obtenu soit exact :

Y ⊕X

−g 0
y f ′


// Z ⊕ Y ′

−h 0
z g′


// X[1]⊕ Z ′

−f [1] 0
1 h


// Y [1]⊕X[1]

Par l’axiome TR2, le triangle suivant est exact :

Z ⊕ Y ′

 h 0
−z −g′


// X[1]⊕ Z ′

f [1] 0
−1 −h


// Y [1]⊕X[1]

 g[1] 0
−y[1] −f ′[1]


// Z[1]⊕ Y ′[1]

Par l’isomorphisme
(

1, 1,

(
0 1
1 0

))
, le triangle suivant est exact

Z ⊕ Y ′

 h 0
−z −g′


// X[1]⊕ Z ′

−1 −h
f [1] 0


// X[1]⊕ Y [1]

 0 g[1]
−f ′[1] −y[1]


// Z[1]⊕ Y ′[1]

Comme −1X[1] ∈ Aut(X[1]) (il s’admet lui même comme inverse) on peut appliquer le lemme
2.7, on obtient que le triangle suivant est distingué

Z ⊕ Y ′
(
−z −g′

)
// Z ′

−f [1]h′ // Y [1]

 g[1]
−y[1]


// Z[1]⊕ Y ′[1]

En appliquant TR2, on obtient

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

f [1]h′ // Y [1]

Qui est donc bien un triangle exact comme souhaité.
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B ⇒ A : On considère l’isomorphisme de triangles

X ⊕X ′ 1 0
−x 1


��

(
0 f ′

)
// Y ′

0
g′


// X[1]⊕ Z ′

−1 0
0 h′


// X[1]⊕X ′[1] 1 0

−x[1] 1


��

X ⊕X ′(
yf f ′

) // Y ′ 0
g′


// X[1]⊕ Z ′ −1 0

x[1] h′


// X[1]⊕X ′[1]

La première ligne est exacte comme somme directe de (f, g, h) et (0, 0,−1X[1]), donc la
deuxième ligne également, on a donc le diagramme commutatif suivant

X ⊕X ′

f 0
0 1


// Y ⊕X ′

(
g 0

)
//

(
y f ′

)
��

Z

h
0


// X[1]⊕X ′[1]

X ⊕X ′ (
yf f ′

) // Y ′ 0
g′


// X[1]⊕ Z ′ −1 0

x[1] h′


// X[1]⊕X ′[1]

dont les lignes sont exactes (la première ligne est la somme directe (f, g, h)⊕ (1X′ , 0, 0). On
peut donc appliquer l’axiome B, pour obtenir

(
a
z

)
: Z → X[1] ⊕ Z ′ donnant un morphisme

de triangles, et rendant le triangle suivant exact :

Y ⊕X ′

−g 0
y f ′


// Z ⊕ Y ′

a 0
z g′


// X[1]⊕ Z ′

−f [1] 0
x[1] h′


// Y [1]⊕X ′[1]

Comme
(
a
z

)
donne un morphisme de triangles, on obtient(

−1 0
x[1] h′

)(
a
b

)
=

(
−a

x[1]a+ h′b

)
=

(
h
0

)
Donc −a = h d’où le résultat.
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A⇒ B′ : Par l’axiome TR2, on peut considérer le diagramme commutatif à lignes exactes :

Z[−1]
−h[−1] //

z[−1]

��

X
−f // Y

−g // Z

z

��
Z ′[−1]

−h′[−1]
// X ′

−f ′
// Y ′

−g′
// Z ′

Par hypothèse, on peut supposer l’existence de y : Y → Y ′ tel que le cône du morphisme
obtenu soit exact :

X ⊕ Z ′[−1]

f 0
1 −h′[−1]


// Y ⊕X

g 0
y −f ′


// Z ⊕ Y ′

h 0
z −g′


// X[1]⊕ Z ′

Par l’axiome TR2, le triangle suivant est exact :

Z[−1]⊕ Y ′[−1]

−h[−1] 0
−z[−1] g′[−1]


// X ⊕ Z ′[−1]

−f 0
−1 h′[−1]


// Y ⊕X

−g 0
−y f ′


// Z ⊕ Y ′

Par l’isomorphisme
(

1, 1,

(
0 1
1 0

))
, le triangle suivant est exact

Z[−1]⊕ Y ′[−1]

−h[−1] 0
−z[−1] g′[−1]


// X ⊕ Z ′[−1]

−1 h′[−1]
−f 0


// X ⊕ Y

 0 −g
f ′ −y


// Z ⊕ Y ′

Comme −1X[1] ∈ Aut(X[1]) (il s’admet lui même comme inverse) on peut appliquer le lemme
2.7, on obtient que le triangle suivant est distingué

Z[−1]⊕ Y ′[−1]

(
−z[−1] g′[−1]

)
// Z ′[−1]

−fh′[−1] // Y

−g
−y


// Z ⊕ Y ′

En appliquant TR2, on obtient

Y

−g
−y


// Z ⊕ Y ′

(
−z g′

)
// Z ′

−f [1]h′ // Y [1]

Isomorphe, par
(

1,

(
−1 0
0 1

)
, 1

)
, au triangle souhaité, qui est donc bien un triangle exact.
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B′ ⇒ A : On considère l’isomorphisme de triangles

X ⊕X ′ 1 0
−x 1


��

(
0 f ′

)
// Y ′

0
g′


// X[1]⊕ Z ′

−1 0
0 h′


// X[1]⊕X ′[1] 1 0

−x[1] 1


��

X ⊕X ′(
yf f ′

) // Y ′ 0
g′


// X[1]⊕ Z ′ −1 0

x[1] h′


// X[1]⊕X ′[1]

La première ligne est exacte comme somme directe de (f, g, h) et (0, 0,−1X[1]), donc la
deuxième ligne également, on a donc le diagramme commutatif suivant

X ⊕X ′

f 0
0 1


// Y ⊕X ′

(
g 0

)
// Z−h

z


��

h
0


// X[1]⊕X ′[1]

X ⊕X ′ (
yf f ′

) // Y ′ 0
g′


// X[1]⊕ Z ′ −1 0

x[1] h′


// X[1]⊕X ′[1]

dont les lignes sont exactes (la première ligne est la somme directe (f, g, h)⊕ (1X′ , 0, 0). On
peut donc appliquer l’axiome B, pour obtenir (y a) : Y ⊕X ′ → Y ′ donnant un morphisme
de triangles, et rendant le triangle suivant exact :

Y ⊕X ′

−g 0
y a


// Z ⊕ Y ′

−h 0
z g′


// X[1]⊕ Z ′

−f [1] 0
x[1] h′


// Y [1]⊕X ′[1]

Comme (y a) donne un morphisme de triangles, on obtient

(
y a

)(f 0
0 1

)
=
(
fy a

)
=
(
yf f ′

)
Donc a = f ′ d’où le résultat.
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B ⇒ C : Fixons (f, g, h) distingué, on a par hypothèse que le diagramme commutatif suivant

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
//(

1 0
)

��

Z ′ δ // Y [1]

Y −g
// Z

−h
// X[1]

−f [1]
// Y [1]

est à lignes exactes, par l’axiome B on obtient un morphisme −h′ : Z ′ → X[1] donnant un
morphisme de triangles et rendant le triangle suivant exact :

Z ⊕ Y ′

−z −g′
1 0


// Z ′ ⊕ Z

(
−h′ −h

)
// X[1]

 g[1]f [1]
−y[1]f [1]


// Z[1]⊕ Y ′[1]

On note que comme −h′ donne un morphisme de triangles, on a δ = f [1]h′ et h = h′z, par
isomorphisme et TR2, on obtient que le triangle suivant est exact

X

−gf
yf


// Z ⊕ Y ′

−1 0
z g′


// Z ⊕ Z ′

(
h h′

)
// X[1]

On peut appliquer le lemme 2.7 pour obtenir que le triangle suivant est distingué

X
yf // Y ′

g′ // Z ′ h′ // X[1]

on pose alors f ′ = yf et on obtient le diagramme voulu.

Dans le cas où nous aurions fixé (f ′, g′, h′), on sait par TR1 qu’il existe un triangle distingué
(f, g, h), le premier cas nous donne alors (f ′, g′, h′) satisfaisant la conclusion de l’axiome
C. En appliquant TR3, et le lemme des 3 pour les pré-triangles, on obtient x ∈ Aut(X)
tel que [x, 1, 1] : (f ′, g′, h′) → (f ′, g′, h′) est un isomorphisme de triangles. On pose alors
(f, g, h) comme l’image de (f, g, h) par [x−1, 1, 1]. On obtient le diagramme commutatif à
lignes exactes :

X
f //

x−1

��

Y
g // Z

h // X[1]

x−1[1]
��

X
f // Y

y

��

g // Z
h //

z

��

X[1]

X
f ′ //

x

��

Y ′
g′ // Z ′

h′ // X[1]

x[1]

��
X

f ′ // Y ′
g′ // Z ′

h′ // X[1]

Donc le morphisme [1, y, z] : (f, g, h)→ (f ′, g′, h′) donne le résultat.

60



C ⇒ B : Soit un diagramme tel que donné dans B, par TR1 on a un triangle distingué

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
a b

)
// C c // Y [1]

En fixant (f, g, h) on applique C pour avoir

X
f // Y

y

��

g // Z
h //

a

��

X[1]

X
f ′
// Y ′

b
// C

d
// X[1]

avec c = f [1]d. Par TR3, on peut choisir θ : C → Z ′ donnant un morphisme de triangles
[1, 1, θ] : (f ′, b, d)→ (f ′, g′, h′), isomorphisme par le lemme des 3, de plus on a

θb = y′ θa = z cθ−1 = f [1]dθ−1 = f [1]h′

Donc le diagramme suivant est un isomorphisme de triangles :

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
a b

)
// C c //

θ
��

Y [1]

y −g
y


// Z ⊕ Y ′(

z g′
) // Z ′

f [1]h′
// Y [1]

Donc la seconde ligne est un triangle exact comme souhaité.
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B ⇔ D : Supposons avoir B et trois triangles exacts liés comme dans l’axiome D’. On applique
B au diagramme

X
f // Y

g //

u

��

Z
h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

Pour obtenir un morphisme de triangles (1, u, u′) et un triangle exact

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′

(
u′ g′

)
// Z ′

f [1]h′ // Y [1]

On applique alors B au diagramme

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′

(
u′ g′

)
//(

0 1
)

��

Z ′
f [1]h′ // Y [1]

Y u
// Y ′ v

//W w
// Y [1]

On obtient [1, (0 1), v′] un morphisme de triangle et un triangle exact

Z ⊕ Y ′

−u′ −g′
0 1


// Z ′ ⊕ Y ′

(
v′ v

)
//W

−g[1]w
u[1]w


// Z[1]⊕ Y ′[1]

Par TR2, et l’isomorphisme
(

1,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

))
, on obtient un triangle exact

W [−1]

−uw[−1]
gw[−1]


// Y ′ ⊕ Z

−1 0
g′ u′


// Y ′ ⊕ Z ′

(
−v −v′

)
//W

Par le lemme 2.7 et TR2, on déduit que le triangle suivant est exact

Z
−u′ // Z ′

v′ //W
−w′ // Z[1]

avec w′ = −g[1]w, isomorphe au triangle Z
u′ // Z ′

v′ //W
w′ // Z[1] par (−1, 1, 1), et on

a xv′ = f [1]h′, donc l’axiome D comme souhaité.
L’implication D ⇒ B est immédiate.
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C ⇒ E : Soit un triangle

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′

(
u′ g′

)
// Z ′ δ // Y [1]

On peut appliquer C pour obtenir un diagramme commutatif à lignes exactes :

X
f // Y

g //

u

��

Z
h //

u′

��

X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

avec δ = f [1]h. De plus on peut fixer (f, g, h) ou (f ′, g′, h′). De même, en appliquant l’iso-

morphisme
(

1,

(
0 1
−1 0

)
, 1

)
, le triangle suivant est exact

Y

u
g


// Y ′ ⊕ Z

(
g′ −u′

)
// Z ′

δ // Y [1]

on peut lui appliquer C pour obtenir le diagramme commutatif à lignes exactes :

W [−1]
−w[−1] // Y

−u //

g

��

Y ′
−v //

g′

��

W

W [−1]
−w′[−1]

// Z
−u′

// Z ′
−v′

//W

avec δ = wv′, de plus, on peut fixer (u, v, w) ou (u′, v′, w′) d’où E. L’implication E ⇒ C est
immédiate.

À présent que nous avons montré que nos différents axiomes additionels sont équivalents,
nous pouvons affirmer que la définition suivante est consistante :

Définition 2.8. Une catégorie pré-triangulée T est dite triangulée si elle respecte l’un des
axiomes A,B,B’,C,D ou E.

Proposition 2.18. Si la catégorie T est triangulée, alors la catégorie T op, munie des tri-
angles distingués définis dans la proposition 2.9, est aussi une catégorie triangulée. Autrement
dit, la définition de catégorie triangulée est auto-duale.

Démonstration. On sait déjà que T op est pré-triangulée, il suffit donc de montrer que T op
suit l’axiome B. On considère donc un diagramme à lignes exactes dans T op :

Z
g // Y

f //

y

��

X h // [1]Z

Z
g′ // Y ′

f ′ // X ′ h′ // [1]Z ′
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qui donne dans T un diagramme

Z ′[−1] h′ // X ′
f ′ // Y ′

g′ //

y

��

Z ′

Z[−1]
h

// X
f
// Y g

// Z

On applique l’axiome B’ dans T pour obtenir x : X ′ → X tel que

X ′

−f ′
x


// Y ′ ⊕X

(
y f

)
// Y

h′[1]g // X ′[1]

est un triangle exact, par TR2, le triangle suivant est exact

Y [−1]
−h′g[−1] // X ′

 f ′
−x


// Y ′ ⊕X

(
−y −f

)
// Y

par l’isomorphisme
(

1,−1,

(
0 1
−1 0

))
, le triangle

Y [−1]
h′g[−1] // X ′

x
f ′


// Y ′ ⊕X

(
−f y

)
// Y

est distingué dans T , donc induit dans T op un triangle distingué

Y

−f
y


// X ⊕ Y ′

(
x f ′

)
// X ′

[1]h′ // [1]Y

Ce qui est exactement le résultat voulu.

À partir d’ici, on considère que T est une catégorie triangulée.

Lemme 2.19. (Lemme de Scindage)

Soit X
f // Y

g // Z h // X[1] un triangle distingué dans T , on a équivalence entre

(i) f est un monomorphisme scindé.
(ii) g est un épimorphisme scindé.
(iii) h = 0.
(iv) Y ' X ⊕ Z.

Démonstration. (i) ⇒ (iii) : D’après [2], corollaire 3.5, on peut choisir un triangle exact de
la forme

X
f // Y

g′ // Z ′
0 // X[1]

Par TR3 et le lemme des 3 pour les pré-triangles, on a un isomorphisme ϕ : Z ′ → Z
donnant une morphisme de triangles [1, 1, ϕ]. Par [2] proposition 3.4, le morphisme g′ est un
épimorphisme scindé, on note α sa section. On a alors

gαϕ−1 = ϕg′αϕ−1 = 1Z
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donc g est un épimorphisme scindé, la preuve de (ii)⇒ (iii) est duale.
(iii)⇒ (i) et (ii) est l’intitulé de [2] proposition 3.4.
(iii)⇒ (iv) Si h = 0, alors le diagramme

X
f // Y

g // Z
0 // X[1]

X ι
// X ⊕ Y π

// Z
0
// X[1]

est un diagramme commutatif à lignes exactes auquel on applique TR3 et le lemme des 3
pour les pré-triangles.
(iv)⇒ (iii) Le diagramme commutatif suivant donne le résultat :

X
f // Y

��

g // Z
0 // X[1]

X ι
// X ⊕ Y π

// Z
0
// X[1]

Nous avons parlé d’une notion de pullback homotopique et de puhsout homotopique, ces
constructions nous seront utiles pour imiter les structures présentes en catégorie exactes.
Une structure beaucoup plus fondamentale est celle de noyau et de conoyau : les conflations
présentes dans les catégories exactes sont par définition des couples noyau-conoyau, on re-
cherche donc un homologue de ces notions dans le cas des catégories triangulées.
À priori, les noyaux-conoyaux n’existent pas dans une catégorie triangulée, néanmoins, tout
morphisme se plonge dans un triangle exact, et donc possède un morphisme annulateur : on
a vu que les triangles exacts sont en particulier des triangles de composée nulle.

Définition 2.9. Soit f : X → Y un morphisme dans T
• On dit que g : Y → Z est un conoyau homotopique de f si il existe un triangle exact

de la forme
X

f // Y
g // Z

h // X[1]

• On dit que g : Z → Y est un noyau homotopique de f si il existe un triangle exact
de la forme

Z
g // X

f // Y
h // Z[1]

La structure triangulée que nous avons donné sur T op donne que ces définitions sont duales
l’une de l’autre (comme l’étaient d’ailleurs les notions de pullback faible et de pushout faible).
Les axiomes TR1 et TR2 donnent l’existence des noyaux et conoyaux homotopiques, le propo-
sition suivante donne que ces objets sont respectivement des noyaux et conoyaux faibles (dans
le même sens que pour les pushouts/pullbacks : on a une factorisation de tout morphisme
annulateur, mais celle-ci n’est pas unique).
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Proposition 2.20. Soit X
f // Y

g // Z
h // X[1] un triangle exact dans T ,

• Si f ′ : Y ′ → Y est un morphisme tel que gf ′ = 0, il existe un morphisme ϕ : Y ′ → X
tel que f ′ = fϕ.
• Si g′ : Y → Y ′′ est un morphisme tel que g′f = 0, il existe un morphisme ψ : Z → Y ′′

tel que g′ = ψg.
La situation peut être résumée dans le diagramme commutatif suivant, dont la ligne centrale
est le triangle exact de départ :

Y ′

f ′

��

∃ϕ

��

0

��
X

f //

0 &&

Y

g′

��

g // Z

∃ψxx

h // X[1]

Y ′′

Démonstration. Dans le premier cas, on a un diagramme commutatif

Y ′
1Y ′ // Y ′

f ′

��

// 0 //

��

Y ′[1]

X
f
// Y g

// Z
h
// X[1]

dont les lignes sont des triangles exacts, on le complète par TR3 en un morphisme de triangles,
d’où le résultat. On raisonne de même dans le second cas.

2.3 Sous-catégorie stable par extension d’une catégorie
triangulée

Nous savons que les catégories exactes peuvent-être définies comme des sous catégories stables
par extension d’une catégorie abélienne. On souhaite utiliser la même construction sur une
catégorie triangulée pour comparer les résultats obtenus, on fixe donc T une catégorie trian-
gulée, et C une sous-catégorie pleine stable par extension de T , c’est-à-dire que pour tout
triangle distingué

X
f // Y

g // Z
h // X[1]

dans T , si X, Y ∈ C, alors c’est aussi le cas de Y .
Commençons par noter que l’on ne sait rien de l’objet X[1], il n’y a donc pas de raison de
pouvoir transporter la structure triangulée de T sur C : on ne peut même pas transporter
l’information du foncteur de translation. Comme on souhaite imiter la construction des ca-
tégories exactes, on souhaite prendre comme ’conflations’ les suites de morphismes dans C
induites par les triangles distingués (comme les conflations classiques sont induites par les
suites exactes courtes).
Cependant, cette construction ne donnera certainement pas une structure de catégorie exacte :
les triangles distingués ne donnent pas des couples noyau-conoyau, mais des couples noyau-
conoyau homotopiques, c’est ici que nos constructions homotopiques vont servir.
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Par abus de langage, on appellera donc

• Conflation (f, g) dans C une suite de morphismes composables X �
� f / Y

g / / Z telle

qu’il existe un triangle distingué X
f // Y

g // Z
h // X[1] dans T .

• Inflation dans C un morphisme f tel qu’il existe une conflation (f, g)

• Déflation dans C un morphisme g tel qu’il existe une conflation (f, g).

La construction qui s’ensuit est fortement calquée sur le cas des catégories exactes classiques,
telles que nous l’avons développée dans [2] à partir de l’exposition de [1].

Lemme 2.21. La catégorie C est additive.

Démonstration. Soient X, Y ∈ C, on a C(X, Y ) = T (X, Y ) car C est une sous-catégorie
pleine, donc C(X, Y ) est bien un Z-module, et la composition est bien Z-bilinéaire car il
s’agit de la composition de T .
Ensuite, on sait que X

1X // X // 0 // X[1] et 0 // Y
1Y // Y // 0 sont des tri-

angles distingués dans T , donc leur somme directe

X

1
0


// X ⊕ Y

(
0 1

)
// Y

0 // X[1]

est un triangle distingué dans T , comme C est stable par extension, on obtient X ⊕ Y ∈ C,
et X ⊕ Y satisfait la propriété universelle du biproduit dans C car il la satisfait dans T .

Comme toujours, on souhaite examiner la structure héritée sur Cop, qui est une sous-catégorie
pleine stable par extension de la catégorie triangulée T op, il se trouve que les structures sont
simplement duales :

Proposition 2.22. Soit T une catégorie triangulée, et C une sous-catégorie pleine stable par
extension de T , on a équivalence entre :

(i) (f, g) est une conflation dans C.
(ii) (g, f) est une conflation dans Cop.

Démonstration. Premièrement, (f, g) est une conflation dans C si et seulement si (−f,−g)
en est une, en effet, si

X
f // Y

g // Z
h // X[1]

est un triangle dans T donnant la conflation, l’isomorphisme (−1, 1,−1) donne un triangle
distingué

X
−f // Y

−g // Z
h // X[1]

donc (−f,−g) est bien une conflation.
Ensuite, (g, f) est une conflation dans Cop si et seulement si il existe un triangle distingué
(g, f, h) dans T op, si et seulement si il existe un triangle distingué (h, f, g) dans T , si et
seulement si il existe un triangle (−f,−g,−h[1]) dans T , si et seulement si (−f,−g) est une
conflation dans C, d’où le résultat.
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Proposition 2.23. Les inflations et les déflations sont stables par composition.

Démonstration. Soient X �
� f / Y et Y �

� u / Y ′ deux inflations, on considère (f, g, h) et
(u, v, w) des triangles exacts correspondants dans T . Le morphisme uf peut être complété
dans T par un triangle distingué, la question étant si ce triangle peut-être choisi dans C. On
a obtenu un diagramme dans T :

X
f // Y

g //

u

��

Z
h // X[1]

X
uf
// Y ′

v
��

g′
// Z ′

h′
// X[1]

Y ′′

w
��

Y [1]

On peut donc appliquer l’axiome de l’octahèdre pour compléter ce diagramme dans T :

X
f // Y

g //

u

��

Z

u′

��

h // X[1]

X
uf
// Y ′

v
��

g′
// Z ′

v′

��

h′
// X[1]

Y ′′

w
��

Y ′′

w′

��
Y [1]

g[1]
// Z[1]

Comme Z et Z ′′ sont des objets de C par hypothèse sur f et u, le triangle

Z u′ // Z ′ v′ // Y ′′ w′ // Z[1]

a son extension Z ′ dans C, donc le triangle X
uf // Y ′

g′ // Z ′
h′ // X[1] induit une confla-

tion (uf, g′) dans C, d’où le résultat : d’aprés la proposition précédente, les inflations de Cop
sont exactement les déflations de C.

Proposition 2.24. Dans C, le pushout homotopique d’un diagramme Y ′ Y
yoo � � g / Z

existe et est de la forme Y ′ �
� g′ / Z ′ Z

zoo , le pullback homotopique d’un diagramme Y ′
g′ / / Z ′ Z

zoo

existe et est de la forme Y ′ Y
yoo g / / Z . On peut résumer la situation par les diagrammes

Y �
� g /

y
��

Z

z
��

Y ′ �
�

g′
/ Z ′

et Y ′
g / /

y
��

Z

z
��

Y ′
g′
/ / Z ′
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Démonstration. Il suffit de montrer le second point, dual du premier. Soit donc dans C un
diagramme de la forme

Z

z
��

Y ′
g′
/ / Z ′

Dans T , il existe un pullback homotopique

Y ′
g / /

y
��

Z

z
��

Y ′
g′
/ / Z ′

et donc un triangle

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

δ // Y [1]

exact dans T . On peut alors utiliser l’axiome C, en fixant le triangle (f ′, g′, h′) qui donne la
conflation (f ′, g′), on obtient :

X
f // Y

y

��

g // Z

z

��

h // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

Et comme (f, g, h) est un triangle distingué, avec X ∈ C et Z ∈ C,on conclut Y ∈ C et le
résultat.

Nous avons montré les équivalents homotopiques des axiomes des catégories exactes, à présent
nous allons pouvoir redérouler le raisonnement donné dans [2] pour atteindre un équivalent
du théorème de triangulation des catégories de Frobenius.

Définition 2.10. Un objet P ∈ C est dit T -projectif si pour toute déflation Y
g / / Z et

morphisme P
f // Z , il existe un morphisme P

ϕ // Y tel que gϕ = f .

Un objet I ∈ C est dit T -injectif si pour toute inflation X �
� f / Y et morphisme X

g // I ,

il existe un morphisme Y
ψ // I tel que ψf = g.

La situation peut être résumée dans des diagrammes commutatifs,

Y
g / / Z

P
∃ϕ

__

f

OO et X �
� f /

g
��

Y

∃ψ~~
I

mais comme dans le cas des catégorie exactes, ces diagrammes ne traduisent pas des propriétés
universelles : les morphismes ϕ et ψ ne sont pas uniques.
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Lemme 2.25. Soient P, I ∈ C, on a les paires d’équivalences suivantes :
(ai) P est un objet T -projectif.
(aii) Toute déflation Y / / P est un épimorphisme scindé.

(bi) I est un objet T -injectif.
(bii) Toute inflation I �

� / X est un monomorphisme scindé.

Démonstration. On montre la première équivalence, duale de la seconde :
(i) ⇒ (ii) : Soit Y

g / / P une déflation, en considérant le morphisme 1P : P → P , on
obtient par définition un morphisme ϕ : P → Y tel que gϕ = 1P , ϕ est donc une section de
g.
(ii)⇒ (i) : Soit un diagramme de la forme

P

f
��

Y g
/ / Z

on peut considérer son pullback homotopique

Y ′
g′ / /

y

��

P

f
��

Y g
/ / Z

par hypothèse, g′ admet une section α, le morphisme yα donne le résultat.

Lemme 2.26. Si X, Y ∈ C sont des objets T -projectifs (resp. T -injectifs), alors c’est aussi
le cas de X ⊕ Y .

Démonstration. Par somme directe de triangles exacts, on a (ιX , πY ) et (ιY , πX) sont des
conflations.
Soit une déflation B

g / / X ⊕ Y , on a par composition des déflations πXg et πY g, qui sont
des épimorphismes scindés par hypothèse, donc admettent des sections x et y, on obtient que

X ⊕ Y (x y) // B est une section de g, d’où le résultat par le lemme précédent, on raisonne de
manière duale pour les objets injectifs.

Définition 2.11. On dit que C admet suffisamment de T -projectifs si pour tous Z ∈ C,
il existe une déflation P / / Z où P est un objet T -projectif.
On dit que C admet suffisamment de T -injectifs si pour tous Z ∈ C, il existe une inflation
X �
� / I où I est un objet T -injectif.

On dira enfin que C est une catégorie de Frobenius faible si elle admet suffisamment de
T -projectifs et de T -injectifs, et si ceux-ci coïncident.

Nous supposons désormais que C est une catégorie de Frobenius faible.
Pour X, Y ∈ C, on pose P (X, Y ) (resp. I(X, Y )) le sous-ensemble de C(X, Y ) des morphismes
qui se factorisent sur un objet T -projectif (resp. T -injectif) : un morphisme f : X → Y est
un élément de P (X, Y ) si et seulement si il existe un objet T -projectif P , ainsi que des
morphismes f1 : X → P et f2 : P → Y tels que f = f2f1 (et de manière similaire pour
I(X, Y )).
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Lemme 2.27. Pour tout couple d’objets X, Y ∈ C, les ensembles P (X, Y ) et I(X, Y ) sont
des sous-groupes de C(X, Y ).

Démonstration. Comme C est une catégorie de Frobenius faible, il existe des objets T -
projectifs dans C, donc 0 = 00 ∈ P (X, Y ).
Ensuite, si f = f2f1 ∈ P (X, Y ), alors −f = −f2f1 et donc −f ∈ P (X, Y ).
Enfin, soient f, g ∈ P (X, Y ) on a des diagrammes

X
f //

f1   

Y

P
f2

?? et X
g //

g1   

Y

P ′
g2

>>

On en déduit le diagramme commutatif

X
f+g //

(f1g1) ##

Y

P ⊕ P ′
(f2 g2)

;;

et P ⊕ P ′ est projectif par le lemme 2.26.

Définition 2.12. Si C une sous-catégorie pleine stable par extension d’une catégorie trian-
gulée T , on pose C la catégorie projectivement stable de C, qui possède les mêmes objets
que C, et dont les morphismes sont donnés par

C(X, Y ) := C(X, Y )
/
P (X, Y )

on pose alors f la classe de f : X → Y , la composition et les identités sont définies de manière
évidente.
On peut de même définir C la catégorie injectivement stable , où les espaces de morphismes
sont données par le quotient C(X, Y )

/
I(X, Y ) .

Dans le cas où C est une catégorie de Frobenius faible, les deux définitions coïncident et on
appelle simplement C la catégorie stable de C.

Comme on se place dans le cas d’une catégorie de Frobenius faible, tout ce qu’on dira dans la
suite à propos d’objets injectifs peut-être remplacé par des objets projectifs, et inversement.

Lemme 2.28. Soient X, Y ∈ C, si il existe deux projectifs I et I ′ tels que X ⊕ P ' Y ⊕ P ′
dans C. Alors X ' Y dans C.

Démonstration. Par hypothèse on a(
α β
γ δ

)
: X ⊕ P → Y ⊕ P ′ et

(
α′ β′

γ′ δ′

)
: Y ⊕ P ′ → X ⊕ P

tels que (
α′ β′

γ′ δ′

)(
α β
γ δ

)
=

(
α′α + β′γ α′β + β′δ
γ′α + δ′γ γ′β + δ′δ

)
=

(
1X 0
0 1P

)
Donc 1X − α′α = β′γ se factorise sur l’injectif P ′, donc 1X = α′α, de même 1Y = αα′ d’où
X et Y sont isomorphes dans C.
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Comme cas particulier de lemme précédent, pour tout projectif P ∈ C, on a X⊕P ' X dans
C, comme ιXπX + ιPπP = 1X⊕P , on a que le diagramme

X ⊕ P

πP
##

1X⊕P−ιXπX // X ⊕ P

P

ιP

;;

commute, donc ιX : X → X ⊕ P est un isomorphisme dans C, d’inverse πX .

Lemme 2.29. (Schanuel)

Soient X �
� f / I

g / / Y et X �
� f ′ / I ′

g′ / / Y deux conflations, avec I et I ′ deux injectifs.
Alors Y ⊕ I ' Y ′ ⊕ I ′, en particulier Y ' Y ′ dans C.

Démonstration. On part d’un diagramme dans C de la forme

X �
� f /� _

f ′

�

I
g / / Y

I ′

g′ ��
Y ′

On peut utiliser un pushout homotopique pour obtenir

X �
� f /� _

f ′

�

I � _
ϕ

�

g / / Y

I ′ �
�

ϕ′
/

g′ ��

A

Y ′

et un triangle distingué X // I ⊕ I ′ // A // X[1] dans T .
Comme (f, g) et (f ′, g′) sont des conflations, on en tire (f, g, h) et (f ′, g′, h′) deux triangles
exacts dans T , et donc un diagramme

Y [−1]
−h[−1] // X

f ′

��

−f // I
−g // Y

Y [−1]
−f ′h[−1] // I ′

g′

��
Y ′

h′

��
X[1]
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On applique l’axiome E qui donne un diagramme dans T :

Y [−1]
−h[−1] // X

f ′

��

−f // I

ϕ

��

−g // Y

Y [−1]
−f ′h[−1] // I ′

−ϕ′ //

g′

��

A

v
��

−ψ // Y

Y ′

h′

��

Y ′

w′

��
X[1]

f ′ // X[1]

On conclut donc un diagramme dans C :

X� _

f ′

�

� � f / I � _
ϕ

�

g / / Y

I ′ �
� ϕ′ /

g′��

A

v
��

ψ / / Y

Y ′ Y ′

Comme I et I ′ sont injectifs, ϕ et ϕ′ sont des inflations, elles sont scindées, donc A ' I⊕Y ′ '
I ′ ⊕ Y par le lemme 2.19 d’où le résultat.

Bien-sûr cet exposé avait pour but de nous amener au résultat que la catégorie C est tri-
angulée, de la même manière que la catégorie stable d’une catégorie de Frobenius (au sens
classique) est triangulée. Nous voulons donc construire dans un premier temps le foncteur 〈1〉
de suspension sur la catégorie C, et ensuite fixer une classe de triangles distingués (et bien-sûr
montrer que cette classe fait de C une catégorie triangulée), la construction du foncteur 〈1〉 est
fortement similaire à celle du cas classique, elle est calquée sur l’exposé de [7], la triangulation
de C en revanche repose sur des arguments légèrement différents (la preuve du cas classique
repose fortement sur les propriétés des noyaux-conoyaux et l’unicité des morphismes donnés
par propriété universelle auxquels nous n’avons pas accès ici), la deuxième partie repose donc
sur des arguments issus de [9] (section 4), qui montre un résultat de triangulation similaire
dans un cadre plus général que le notre.

Nous construisons 〈1〉 : C → C notre foncteur de translation, on commence par construire un
foncteur C → C et nous montrons que ce foncteur envoie les éléments de I(X, Y ) sur 0 pour
tous X, Y ∈ C, ce foncteur induira alors un foncteur 〈1〉 : C → C.
Soit X ∈ C, comme C admet suffisamment de T -injectifs, il existe un objet injectif I(X) et
une inflation ιX : X �

� / I(X) , autrement dit, il existe dans T un triangle exact

X
ιX // I(X)

πX // X ′
hX // X[1]

Pour tout objet X ∈ C, on choisit un tel triangle, nous allons alors poser X ′ := X〈1〉, ils
nous reste à règler le cas des morphismes : soit f : X → Y , on a un diagramme commutatif

X
ιX //

f

��

I(X)
πX // X〈1〉 hX // X[1]

f [1]

��
Y ιY

// I(Y ) πY
// Y 〈1〉

hY
// Y [1]
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Comme ιX est une inflation, et ιY f : X → I(Y ) a pour codomaine un objet T -injectif, il
existe un morphisme (non unique) f ′ : I(X)→ I(Y ) faisant commuter le diagramme suivant :

X
ιX //

f

��

I(X)

f ′

��

πX // X〈1〉 hX // X[1]

f [1]
��

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
hY
// Y [1]

Par TR3, nous pouvons compléter ce diagramme en un morphisme de triangles :

X
ιX //

f

��

I(X)

f ′

��

πX // X〈1〉
f ′′

��

hX // X[1]

f [1]

��
Y ιY

// I(Y ) πY
// Y 〈1〉

hY
// Y [1]

Nous souhaitons poser f〈1〉 := f ′′, mais il n’y a pas unicité du morphisme f ′′ à priori, en
fait, on n’a pas unicité de f ′′ dans C, on aura unicité de f ′′ dans C : soit en effet un autre
diagramme commutatif

X
ιX //

f

��

I(X)

ϕ′

��

πX // X〈1〉
ϕ′′

��

hX // X[1]

f [1]

��
Y ιY

// I(Y ) πY
// Y 〈1〉

hY
// Y [1]

, on a hY (ϕ′′ − f ′′) = f [1]hX − f [1]hX = 0, comme πY est un noyau faible de hY , on obtient
un morphisme θ : X〈1〉 → I(Y ) tel que ϕ′′−f ′′ = πY θ, donc ϕ′′−f ′′ se factorise sur l’injectif
I(Y ), et donc ϕ′′ − f ′′ = 0, d’où l’unicité de f ′′ dans C. On peut donc poser f〈1〉 := f ′′, on a
construit 〈1〉 : C → C (il est clair qu’il s’agit bien d’un foncteur covariant).
Montrons que ce foncteur induit un foncteur C → C : soit f : X → Y se factorisant sur un
injectif I, on obtient deux triangles commutatifs :

X
f //

g
��

Y

I
h

>> et X〈1〉 f ′′ //

g′′

��

Y 〈1〉

I〈1〉
h′′

;;

avec f ′′ = f〈1〉, h′′ = h〈1〉, et g′′ = g〈1〉, pour conclure que f ′′ se factorise sur un injectif,
il nous suffit de montrer que I〈1〉 est un objet T -injectif, par hypothèse, on a dans C une
conflation

I �
� ιI / I(I)

πI / / I〈1〉

comme I est un injectif, le lemme de scindage nous donne que I(I) ' I ⊕ I〈1〉, donc I〈1〉 est
injectif : toute inflation I〈1〉 � � i / Z donne une inflation I⊕ I〈1〉 → Y , qui est alors scindée.
Donc I〈1〉 est injectif et f〈1〉 = 0, donc le foncteur 〈1〉 induit bien un endofoncteur C → C.
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Proposition 2.30. Le foncteur 〈1〉 : C → C que nous avons construit est une autovalence.

Démonstration. L’application induite par 〈1〉 sur les morphismes est clairement Z-linéaire.
On construit explicitement le quasi-inverse 〈−1〉 de 〈1〉 : notre construction de ce dernier ne
faisait appel qu’aux objets T -injectifs, en effectuant un raisonnement similaire sur les objets
T -projectifs, on obtient des diagrammes de la forme

X〈−1〉 � � iX /

′′f
��

P (X)
pX / /

′f
��

X

f

��
Y 〈−1〉 � �

iY
/ P (Y ) pY

/ / Y

et donc un foncteur 〈−1〉 : C → C, et dans le cas de Frobenius faible, un foncteur C → C.
On considère la conflation

X〈−1〉 � � / I(X〈−1〉) / / X〈−1〉〈1〉

Par le lemme de Schanuel, on a un diagramme commutatif

X〈−1〉 � � / I(X〈−1〉)
γX
��

/ / X〈−1〉〈1〉
ηX

��
X〈−1〉 � � / P (X) / / X

où ηX est un isomorphisme dans C.
Soit f : X → Y un morphisme, on obtient deux diagrammes commutatifs

X〈−1〉 � �
ιX〈−1〉/ I(X〈−1〉)

γX
��

πX〈−1〉/ / X〈−1〉〈1〉
ηX

��
X〈−1〉 � � iX /

′′f
��

P (X)

′f
��

pX / / X

f

��
Y 〈−1〉 � � iY / P (Y )

pY / / Y

et X〈−1〉
′′f
��

� �
ιX〈−1〉/ I(X〈−1〉)

(′′f)′

��

πX〈−1〉/ / X〈−1〉〈1〉
(′′f)′′

��
Y 〈−1〉 � �

ιY 〈−1〉/ I(X〈−1〉)
γY
��

πY 〈−1〉/ / Y 〈−1〉〈1〉
ηY

��
Y 〈−1〉 � � iY / P (Y )

pY / / Y

Ces deux diagrammes donnent deux morphismes fηX et ηY (′′f)′′ qui sont donnés à partir
de ′′f : X〈−1〉 → Y 〈−1〉, donc ils sont égaux dans C, donc η donne bien un isomorphisme
naturel dans C entre 〈−1〉〈1〉 et 1C, on construit de même un isomorphisme 〈1〉〈−1〉 → 1C
qui donne le résultat.

Nous pouvons à présent fixer la classe des triangles exacts dans C, mais avant, notons que
nous avons fait un choix de conflation pour construire notre foncteur 〈1〉, on peut se demander
quelles sont les éventuelles interactions entre un choix et un autre, soit donc pour X ∈ C un
autre choix de triangle exact dans T :

X
iX // I ′(X)

pX // X{1} θX // X[1]

ou I ′(X) est toujours un objet T -injectif. Le lemme de Schanuel nous donne pour tout X ∈ C
un diagramme commutatif
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X
ιX // I(X)

πX //

γX
��

X〈1〉 hX //

ηX
��

X[1]

X
iX
// I ′(X) pX

// X{1}
θX
// X[1]

Où ηX est un isomorphisme dans C, nous allons alors montrer :

Proposition 2.31. La classe des morphismes ηX donne un isomorphisme naturel dans C
entre les foncteurs 〈1〉 et {1}.

Démonstration. Nous avons déjà montré que les ηX sont des isomorphismes, il reste à vérifier
que η est bien une transformation naturelle, pour f ∈ C(X, Y ), on a un diagramme dans T
dont les faces sont commutatives

X
ιX //

f

��

I(X)
πX //

γX{{
f ′

��

X〈1〉 hX //

ηX{{
f ′′

��

X[1]

f [1]

��

X
iX //

f

��

I ′(X)
pX //

φ′

��

X{1} θX //

φ′′

��

X[1]

f [1]

��

Y ιY
// I(Y ) πY

//

γY{{

Y 〈1〉
hY

//

ηY{{

Y [1]

Y
iY // I ′(Y )

pY // Y {1} θY // Y [1]

Il nous faut montrer que la troisième face intérieure de ce diagramme est commutative dans
C :

X{1}
φ′′

��

X〈1〉
f ′′

��

ηXoo

Y {1} Y 〈1〉ηY
oo

On a d’après le diagramme ci dessus

θY φ
′′ηX = f [1]θXηX

= f [1]hX

= hY f
′′

= θY ηY f
′′

Donc le morphisme ηY f ′′ − φ′′ηX est annulateur de θY et donc se factorise sur son noyau
faible : l’objet T -injectif I ′(Y ), il s’agit donc du morphisme nul dans C d’où le résultat.

À présent, il nous reste à fixer la classe des triangles distingués : Soit f : X → Y un
morphisme dans C. On a un diagramme

X �
� ιX /

u

��

I(X)

Y
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Dont on peut considérer un pushout homotopique

X �
� ιX /

f
��

I(X)

a
��

Y �
�

b
/ Y ′

on a donc dans T un triangle exact

X

ιX
f


// I(X)⊕ Y

(
a b

)
// Y ′

δ // X[1]

avec
(
ιX
f

)
= f car I(X) est un objet T -injectif, on donc peut choisir un représentant de f

qui soit une inflation dans C, on peut donc supposer que f est une inflation, il existe donc
un diagramme commutatif dont les lignes sont des triangles exacts

X
f // Y

g // Z
h // X[1]

X ιX
// I(X) πX

// X〈1〉
hX
// X[1]

avec Z ∈ C, comme I(X) est un objet T -injectif, il existe un morphisme y : Y → I(X)
faisant commuter le diagramme

X
f // Y

y

��

g // Z
h // X[1]

X ιX
// I(X) πX

// X〈1〉
hX
// X[1]

Nous pouvons appliquer l’axiome B dans T pour compléter ce diagramme par un pushout
homotopique :

X
f // Y

y

��

g // Z

h′

��

h // X[1]

X ιX
// I(X) πX

// X〈1〉
hX
// X[1]

On appelle alors triangle standard dans C le triangle

X
f // Y

g // Z h′ // X〈1〉

(plus précisément, un triangle sera dit standard si les morphismes qui le composent admettent
des représentants dans C qui s’incluent dans un diagramme tels que nous l’avons construit).

Théorème 2.1. La catégorie C, munie du foncteur 〈1〉 et de la classe des triangles isomorphes
dans C à un triangle standard forme une catégorie triangulée.
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Démonstration. Par définition, la classe des triangles exacts dans C est stable par isomor-
phisme de triangles, on vérifie ensuite les axiomes un par un :
TR0 : On montre que le triangle (1X , 0, 0) est exact, on aura le résultat par TR2 et l’isomor-
phisme [1,−1, 1] (nous n’utiliserons donc pas TR0 dans sa forme initiale pour montrer TR2
bien-sûr). On a dans T un diagramme commutatif à lignes exactes :

X
1X // X

ιX
��

// 0

��

// X[1]

X ιX
// I(X) πX

// X〈1〉
hX
// X[1]

qui donne bien un carré homotopique car le triangle X
ιX // I(X)

πX // X〈1〉 hX // X[1] est
exact dans T . Donc (1X , 0, 0) est bien un triangle standard dans C.
TR1 : Soit f : X → Y un morphisme dans C, on a construit un triangle standard (f, g, h′)
dans notre définition des triangles standards.
TR2 : Par définition, il suffit de régler le cas des triangles standards, soit donc dans T un
diagramme

X
f // Y

y

��

g // Z

h′

��

h // X[1]

X ιX
// I(X) πX

// X〈1〉
hX
// X[1]

Tel que le carré central soit un carré homotopique, on peut construire un diagramme com-
mutatif dans T donnant un triangle standard :

Y

−g
y


// Z ⊕ I(X)(

p q
)

��

(
h′ πX

)
// X〈1〉

a′

��

f [1]hX // Y [1]

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
hY

// Y [1]

On a donc (
a′h′ a′πY

)
=
(
πY p πY q

)
et a′πX = πY q, de plus, (

p q
)(−g

y

)
= −pg + qy = ιY

⇒ ιY f = −pgf + qyf = 0 + qιX

en effet gf = 0 car (f, g, h′) est un triangle exact, et yf = ιX par définition de y, donc q et
a′ s’incluent dans un diagramme commutatif

X
ιX //

f

��

I(X)
πX //

q

��

X〈1〉 hX //

a′

��

X[1]

f [1]

��
Y ιY

// I(Y ) πY
// Y 〈1〉

hY
// Y [1]
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Et donc a′ = f〈1〉. Par définition de 〈1〉, on a a′ = f〈1〉, on a donc un triangle standard

Y

−g
y


// Z ⊕ I(X)

(
p q

)
// X〈1〉 a′ // Y 〈1〉

isomorphe (dans C) au triangle voulu.
TR3 : Comme précédemment, il suffit de réfler le cas des triangles standards, soit donc dans
C un diagramme commutatif de triangles standards

X
f //

x
��

Y

y

��

g // Z
h // X〈1〉

x〈1〉
��

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′〈1〉

on obtient dans T un diagramme, non nécéssairement commutatif

X
f //

x

��

Y

y

��

g // Z
h̃ // X[1]

x[1]

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h̃′
// X ′[1]

Comme yf = f ′x, yf − f ′x se factorise sur un objet injectif I :

X

r
��

yf−f ′x// Y ′

I

s

>>

Comme on peut supposer que f est une inflation, il existe t : Y → I tel que tf = r, on
remplace donc y par y − st, qui appartient à la même classe dans C, on obtient

f(y − st)− f ′x = fy − fst− f ′x = 0

Donc on peut supposer que le diagramme commute dans T , on peut appliquer TR3 dans T
pour obtenir un morphisme z : Z → Z ′.
Par construction du foncteur 〈1〉, on a un diagramme commutatif

X

x

��

ιX // I(X)
πX //

x′

��

X〈1〉

x′′

��

hX // X[1]

x[1]

��
X ′ ιX′

// I(X ′) πX′
// X ′〈1〉

hX′
// X ′[1]

Par construction des triangles standards dans C, on a des diagrammes commutatifs de tri-
angles exacts dans T

X
f // Y

g //

��

Z

h
��

h̃ // X[1]

X ιX
// I(X) πX

// X〈1〉
hX
// X[1]

et X ′
f ′ // Y ′

g′ //

��

Z ′

h′

��

h̃′ // X ′[1]

X ′ ιX′
// I(X ′) πX′

// X ′〈1〉
hX′
// X ′[1]

79



On a donc

x[1]h̃′ = h̃z ⇒ x[1]hXh = hX′h
′z

⇒ hX′x
′′h = hX′h

′z

⇒ hX′(x
′′h− h′z) = 0

Donc le morphisme x′′h−h′z se factorise sur le T -injectif I(X ′) par propriété de noyau faible
de hX′ , donc x′′h = h′z et x〈1〉h = h′z, soit le résultat voulu.
TR4 : On montre l’axiome B dans C, on part d’un diagramme dans C

X
f // Y

y

��

g // Z h // X〈1〉

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X〈1〉

On a vu que l’on pouvair en déduire dans T un diagramme commutatif

X
f // Y

y

��

g // Z
h̃ // X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h̃′
// X[1]

on peut le compléter par B dans T pour obtenir un triangle distingué

Y

(
−g y

)
// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

f [1]h̃′ // Y [1]

On sait par ailleurs que f〈1〉 admet dans C un représentant ϕ tels que hY ϕ = f [1]hX (par
construction de 〈1〉). On a alors

hY ϕh
′ = f [1]hXh

′ = f [1]h̃′

Et donc un diagramme commutatif dans C

Y

(
−g y

)
// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

ϕh′

��

f [1]h̃′ // Y [1]

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
hY

// Y [1]

Ce diagramme se complète par l’axiome B′ dans T en un morphisme de triangles tel que le
carré central soit homotopique, on a donc un triangle standard dans C

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

f〈1〉h′ // Y [1]

ce qui est bien le résultat recherché.
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Troisième partie

Catégories extriangulées
La section précédente nous a permis de mettre en évidence un lien assez fort entre catégories
exactes et sous-catégorie pleine et stable par extension d’une catégorie triangulée. Ce lien
nous enjoint à rechercher une structure plus englobante qui contiendrait ces deux notions,
une telle structure est introduite dans [13] pour étudier les paires de cotorsion : les catégories
extriangulées. Nous redonnons ici les définitions et premiers résultats affiliés à ce concept,
afin de faire apparaitre le lien dont nous parlions plus haut.

L’idée derrière les catégories extriangulées est d’extraire la notion d’extension sur une catégo-
rie additive : on a vu dans la section 1.3.1 que l’on pouvait formuler une notion d’extension sur
une catégorie exacte, on peut d’ailleurs construire dans certain cas un foncteur Ext 1 comme
pour les catégories abéliennes (construction donnée dans [1]). Nous ne l’avons pas mentionné,
mais il est aussi possible de munir une catégorie triangulée d’un foncteur Ext 1 = T (−, ?[1])
qui classifie lui aussi en un sens les extensions.

3.1 Définitions et vocabulaire

3.1.1 Extensions d’une catégorie additive

À partir d’ici, on considère C une catégorie additive, et

E : Cop × C → Ab

un foncteur biadditif, c’est ce foncteur qui va ’imiter’ le foncteur Ext des cas précédents.

Définition 3.1. SoientX,Z ∈ C et δ ∈ E(Z,X), le triplet (X, δ, Z) est appelé une E−extension
(de Z par X), en l’absence d’ambiguïté, on appellera simplement δ une extension.

Par le théorème 1.1, dans une catégorie abélienne, il y a une bijection entre Ext 1(Z,X) et
les classes d’équivalences d’extensions de Z par X, donc notre définition prend du sens dans
ce contexte.

Soit (X, δ, Y ) une E-extension, comme E est un bifoncteur, pour f : X → X ′ et g : Z ′ → Z
des morphismes dans C, on a des E-extensions

E(Z, f)(δ) ∈ E(Z,X ′) et E(g, Y )(δ) ∈ E(Z ′, X)

On notera respectivement f∗δ et g∗δ ces extensions. On a dans cette terminologie

E(g, f)(δ) = f∗g
∗δ = g∗f∗δ ∈ E(Z ′, X ′)

car E est un bifoncteur.

Définition 3.2. Soient (X, δ, Z) et (X ′, δ′, Z ′) deux E-extensions. On appelle morphisme
de E-extensions de (X, δ, Z) dans (X ′, δ′, Z ′) un couple (f, g) ∈ C(X,X ′)×C(Z,Z ′) tel que

f∗δ = g∗δ′ ∈ E(Z,X ′)
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Lemme 3.1. Les E-extensions de C, munies des morphismes que nous venons de définir,
forment une catégorie (localement petite) que l’on note E−ext(C).

Démonstration. On définit la composition des morphismes comme suit : soient
- (X1, δ1, Z1), (X2, δ2, Z2), (X3, δ3, Z3) des E-extensions.
- (f1, g1) : (X1, δ1, Z1) → (X2, δ2, Z2) et (f2, g2) : (X2, δ2, Z2) → (X3, δ3, Z3) des mor-
phismes de E-extensions.

On définit la composition par

(f2, g2) ◦ (f1, g1) := (f2f1, g2g1)

montrons que l’on définit bien ainsi un morphisme de E-extensions : on a

(f2f1)∗δ1 = E(Z1, f2f1)(δ1)

= E(Z1, f2)(E(Z1, f1)(δ1))

= (f2)∗((f1)∗δ1)

= (f2)∗((g1)∗δ2)

= (g1)∗((f2)∗δ2)

= (g1)∗((g2)∗δ3)

= (g2g1)∗δ3

Car E est contravariant en sa première composante. Il est alors clair que la compositions est
associative, car issue de celle de C, et que 1(X,δ,Z) := (1X , 1Z) donne bien les morphismes
identités.

On remarque que par construction, l’ensemble E− ext(C)((X, δ, Z), (X ′, δ′, Z ′)) est un sous-
ensemble de C(X,X ′)× C(Z,Z ′). La biadditivité de E permet de dire plus :

Lemme 3.2. Pour (X, δ, Z) et (X ′, δ′, Z ′) ∈ E− ext(C), l’ensemble

E− ext(C)((X, δ, Z), (X ′, δ′, Z ′))

est un sous-groupe de C(X,X ′)× C(Z,Z ′).

Démonstration. Soient (f, g) et (f ′, g′) deux tels morphismes, on a

(f + f ′)∗δ = f∗δ + f ′∗δ

= g∗δ′ + g′∗δ′

= (g + g′)∗δ′

donc (f + f ′, g + g′) ∈ E− ext(C)((X, δ, Z), (X ′, δ′, Z ′)), et

(−f)∗δ = −f∗δ = −g∗δ′ = (−g)∗δ

donc (−f,−g) également, il est clair que c’est aussi le cas de (0, 0).
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Comme la composition de E− ext(C) est issue de celle de C, elle est clairement Z-linéaire, ce
qui fait de E− ext(C) une catégorie Z-linéaire.
Ensuite, étant données (X, δ, Z) et (X ′, δ′, Z ′) des extensions, comme E est biadditif, on a
que E(X ⊕X ′, Z ⊕ Z ′) réalise dans Ab le biproduit

E(X,Z)⊕ E(X,Z ′)⊕ E(X ′, Z)⊕ E(X ′, Z ′)

on peut alors considérer (δ, 0, 0, δ′) ∈ E(X⊕X ′, Z⊕Z ′), on vérifie sans peine que ceci réalise
un biproduit dans E − ext(C) justement car E est additif. Enfin, l’extension (0, 0, 0) est un
objet 0 dans E− ext(C) 2, d’où :

Proposition 3.3. La catégorie E− ext(C) est additive.

On notera δ⊕δ′ le biproduit de deux extensions, on remarque que notre définition du biproduit
d’extensions fait que si (X, δ, Z) et (X ′, δ′, Z ′) sont deux extensions, on a

δ + δ′ = (∇X)∗(∆Z)∗(δ ⊕ δ′)

Ce qui n’est bien-sûr pas sans rappeler la définition de la somme de Baer de la proposition
1.31.

Lemme 3.4. Soit (X, δ, Z) une E-extension, on a
(a) Tout morphisme f : X → X ′ induit un morphisme de E-extensions

(f, 1Z) : (X, δ, Z)→ (X ′, f∗δ, Z)

(b) Tout morphisme g : Z ′ → Z induit un morphisme de E-extensions

(1X , g) : (X, δ, Z)→ (X, g∗δ, Z ′)

Démonstration. Il suffit de tester la condition de commutativité, mais elle est claire par
définition :

f∗δ = 1∗Y (f∗δ)

et de même dans le second cas.

On sait que dans les catégories abéliennes, les groupes Ext 1 déterminent les extensions de
suites exactes courtes à équivalence près, on développe donc une notion similaire d’équivalence
dans C.

Définition 3.3. SoientX,Z ∈ C un couple d’objets. Deux suites de morphismes composables

X
f // Y

g // Z et X
f ′ // Y ′

g′ // Z

seront dites équivalentes s’il existe un isomorphisme y : Y → Y ′ faisant commuter le
diagramme

X
f // Y

y

��

g // Z

X
f ′
// Y ′

g′
// Z

On notera [ X
f // Y

g // Z ] la classe d’équivalence de la suite X
f // Y

g // Z

2. cette dernière remarque est nécéssaire, étant donné que nous n’avons auparavant pas montré que les
biproduits finis vides existent
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Notation. Pour X,Z ∈ C, on pose

0 := [ X
ιX // X ⊕ Z πZ // Z ]

et

[ X
f // Y

g // Z ]⊕ [ X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ ] := [ X ⊕X ′ f⊕f
′
// Y ⊕ Y ′ g⊕g

′
// Z ⊕ Z ′ ]

À présent, on cherche à reconstruire un résultat similaire au théorème 1.1, on se donne donc
une correspondance s qui à une E-extension (X, δ, Z) associe une classe d’équivalence de la
forme

[ X
f // Y

g // Z ]

Comme on souhaite faire le lien entre les E-extensions de C et des suites de morphismes
composables, on introduit une condition naturelle à cet égard :

Définition 3.4. Soit s une correspondance définie comme précédemment. On dit que s est
une réalisation de E si elle respecte la condition suivante :
Si δ ∈ E(Z,X) et δ′ ∈ E(Z ′, X ′) sont deux extensions, alors tout morphisme de E-extension
(x, z) : (X, δ, Y )→ (X ′, δ′, Y ′) doit pouvoir se compléter dans C en un diagramme commutatif

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z

z
��

X
f ′
// Y ′

g′
// Z

pour [ X
f // Y

g // Z ] = s(δ) et [ X
f ′ // Y ′

g′ // Z ] = s(δ′).

Par définition de l’équivalence des suites, cette condition ne dépend pas du choix de repré-
sentant. Dans cette situation, on dit que le triplet [x, y, z] réalise le morphisme (x, z) et

X
f // Y

g // Z réalise (X, δ, Z).
Afin d’avoir un comportement similaire à celui du Ext 1, on doit ajouter une condition d’ad-
ditivité à s :

Définition 3.5. Une réalisation s de E est dite additive si on a
• L’extension scindée est envoyée sur la suite scindée :

s(0) = 0

pour 0 ∈ Ext (Z,X).
• La réalisation commute au biproduit : pour (X, δ, Z) et (X ′, δ′, Z ′) deux extensions, on

a
s(δ ⊕ δ′) = s(δ)⊕ s(δ′)
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Lemme 3.5. Si s est une réalisation additive de E, alors pour tous X,Z ∈ C, si

X
f // Y

g // Z

réalise l’extension (X, 0, Z), alors
(a) g admet une section s.
(b) f admet une rétraction r.
(c) Le morphisme

(
r
g

)
: Y → X ⊕ Z est un isomorphisme, d’inverse (f s).

Démonstration. Par hypothèse, l’extensions (X, 0, Z) est réalisée par la suite

X
ιX // X ⊕ Z πZ // Z

On a donc un diagramme commutatif

X
f // Y

(rg)
��

g // Z

X ιX
// X ⊕ Z πZ

// Z

qui donne immédiatement le résultat.

De plus, on remarque que pour f : X → Z, la suite

X

 1
−f


// X ⊕ Z

(
f 1

)
// Z

réalise l’extension (X, 0, Z).

Une fois passées ces premières définitions, nous allons pouvoir en venir à la définition de ca-
tégorie extriangulée, néanmoins nous donnons avant de poursuivre deux terminologies issues
des catégories exactes/triangulées afin de permettre l’expression de certain résultats en des
termes familiers :

Définition 3.6. Soit s une réalisation additive de E.
• Une suite

X
f // Y

g // Z

sera appelée une conflation si elle réalise une extension δ ∈ E(Z,X).
• Un morphisme f : X → Y dans C sera appelé une inflation s’il existe une conflation

de la forme
X

f // Y
g // Z

• Un morphisme g : Y → Z dans C sera appelé une déflation s’il existe une conflation
de la forme

X
f // Y

g // Z

• Le couple formé par une conflation et une extension qu’elle réalise sera appelé un E-
triangle, on notera

X
f // Y

g // Z
δ //

un tel couple.

Dans la suite, on notera le plus souvent la notation en E-triangles, cette notation permettant
de spécifier l’extension réalisée par une conflation. Bien-sûr cette notation a pour but d’imiter
le cas triangulé, dans lequel les extensions sont bien des morphismes δ ∈ T (Z,X[1]).
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3.1.2 Catégories pré-extriangulées

Dans la suite, on reprend C une catégorie additive, munie d’un foncteur biadditif E et d’une
réalisation additive s.

Définition 3.7. Soient deux E-triangles

X
f // Y

g // Z δ // et X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ δ′ //

si (x, y) : (X, δ, Z) → (X ′, δ′, Z ′) est un morphisme de E-extensions réalisé par un triplet
[x, y, z], on dit que le triplet [x, y, z] est un morphisme de E-triangles . On représentera
un tel morphisme par un diagramme ’commutatif’

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z

z

��

δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

Définition 3.8. Soit C une catégorie additive. On dit qu’un triplet (C,E, s) forme une ca-
tégorie pré-extriangulée si il vérifie les axiomes suivants :

(ET1) E : Cop × C → Ab est un foncteur biadditif.
(ET2) s est une réalisation additive de E.
(ET3) Tout diagramme commutatif de E-triangles

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

Peut être complété en un morphisme de E-triangles [x, y, z].
(ET3)op Tout diagramme commutatif de E-triangles

X
f // Y

g //

y

��

Z

z

��

δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

Peut être complété en un morphisme de E-triangles [x, y, z].

On choisit ici une approche inspirée davantage de [14] que de [13] en séparant le quatrième
axiome (ET4) à venir des trois premiers, en effet les catégories pré-extriangulées possèdent
déjà un certain nombres de propriétés qui nous seront utiles. De plus, comme pour les caté-
gories triangulées, on aura un certain choix d’axiomes équivalents pour (ET4).
Notons cependant que contrairement au cas triangulé, l’axiome (ET3) n’est pas équivalent à
(ET3)op par les autres axiomes : on a besoin de l’imposer par ailleurs pour que la définition
de catégorie pré-extriangulée soit autoduale.

Toujours dans l’optique que le foncteur E imite le foncteur Ext 1, on cherche à reproduire
un résultat important lié à ce foncteur, à savoir qu’il induit des suites exactes longues à
partir de suites exactes courtes (conflations), c’est ce que donne le lemme 1.32 dans le cas
abélien (similaire au cas exact), et le caractère (co)homologique du foncteur T (−, ?) dans le
cas triangulé (cf [2], proposition 3.10).
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Pour
X

f // Y
g // Z

δ //

un E-triangle, et M ∈ C, on souhaite avoir des suites exactes longues

C(Z,M)
ĝ // C(Y,M)

f̂ // C(X,M)
(δ#)M // E(Z,M)

g∗ // E(Y,M)
f∗ // E(X,M)

et

C(M,X)
f̃ // C(M,Y )

g̃ // C(M,Z)
(δ#)M // E(M,X)

f∗ // E(M,Y )
g∗ // E(M,Z)

Nous allons définir les morphismes de connection (δ#)M et (δ#)M à l’aide du lemme de
Yoneda (cf [2], lemme 1.3) : tout élément δ ∈ E(Z,X) induit des transformation naturelles

δ# : C(−, Z)⇒ E(−, X) et δ# : C(X,−)⇒ E(Z,−)

Pour M ∈ C, ces transformations naturelles sont données par

(δ#)M : C(M,Z) 7−→ E(M,X)
ϕ 7−→ ϕ∗δ

et (δ#)M : C(X,M) 7−→ E(Z,M)
ϕ 7−→ ϕ∗δ

En l’absence de confusion, on notera δ# et δ# à la place de (δ#)M et (δ#)M .

Lemme 3.6. Si (C,E, s) est une catégorie pré-extriangulé, alors pour tout E-triangle

X
f // Y

g // Z
δ //

on a
(a) gf = 0

(b) f∗δ = d#f = 0

(c) g∗δ = δ#g = 0

Démonstration. (a) Par (ET2), la conflation

X
1 // X // 0

réalise 0 ∈ E(0, X), on applique (ET3) au diagramme

X 1 // X

f
��

// 0 0 //

X
f
// Y g

// Z
δ
//

pour obtenir un morphisme de E-triangles (1X , f, 0), en particulier on conclut que
gf = 0 par commutativité.

(b) On applique (ET3) à

X
f //

f
��

Y
g // Z

δ //

Y
1
// Y // 0

0
//

pour obtenir (f, 0) : (X, δ, Z) → (Y, 0, 0) un morphisme de E-extensions, d’où en
particulier f∗δ = 0∗δ = 0

(c) Dual du point précédent.
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Proposition 3.7. Soit (C,E, s) un triplet satisfaisant (ET1) et (ET2). On a équivalence
entre

(i) (C,E, s) respecte (ET3) et (ET3)op.
(ii) Pour tout M ∈ C, tout E-triangle

X
f // Y

g // Z
δ //

induit deux suites exactes longues

C(Z,M)
ĝ // C(Y,M)

f̂ // C(X,M)
(δ#)M // E(Z,M)

g∗ // E(Y,M)

C(M,X)
f̃ // C(M,Y )

g̃ // C(M,Z)
(δ#)M // E(M,X)

f∗ // E(M,Y )

Remarque. On n’a pas tout à fait la suite exacte attendue : il en manque le dernier terme,
qui sera donné par l’adjonction de (ET4) dans la suite.

Démonstration. (⇒) On ne montre le résultat que pour la première suite, le cas de la seconde
suite se traitant de façon duale. Soit M ∈ C, par le lemme 3.6, la composition de deux
morphismes successif de la suite est nulle, il nous reste seulement les inclusions réciproques
à montrer.
Exactitude en C(Y,M) : Soit y ∈ C(Y,M) un morphisme tel que f̂(y) = yf = 0. On applique
(ET3) à

X

��

f // Y

y

��

g // Z
δ //

0 //M
1
//M

0
//

pour obtenir z : Z →M tel que zg = y = ĝ(z).
Exactitude en C(X,M) : Soit x : X → M tel que (δ#)M(x) = x∗δ = 0. On a donc (x, 0) :
δ → 0 est un morphisme de E-extensions. Comme s réalise E, il existe y : Y → M tel que
[x, y, 0] réalise ce morphisme. En particulier on a un diagramme commutatif

X

x

��

f // Y

y

��

g // Z δ //

M
1
//M // 0 //

donc x = yf = f̂(y).
Exactitude en E(Z,M) : Soit θ ∈ E(Z,M) une extension telle que E(g,M)(θ) = g∗θ = 0. On
réalise ces deux extensions par des triangles

M
a // N

b // Z
δ // et M

m // P
e // Y

g∗θ //

Le morphisme d’extensions (1M , g) : g∗θ → θ est réalisé par un certain triplet [1M , e
′, g] avec

un diagramme commutatif
M

a // N

e′

��

b // Z

g

��

δ //

M m
// P e

// Y
g∗θ
//
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La première ligne est scindée par hypothèse, donc e admet une section s par le lemme 3.5.
En appliquand (ET3)op à

X
f // Y

g //

e′s
��

Z
δ //

M a
// N

b
// Z

θ
//

on trouve x : X →M qui donne un morphisme (x, 1Z) : δ → θ donc θ = x∗δ = δ#x.

(⇐) On montre (ET3), on montrera (ET3)op par dualité. Soit un diagramme dans C

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

Par exactitude de la suite

C(Z,Z ′)
(δ′#)Z

// E(Z,X ′)
f ′∗ // E(Z, Y ′)

et l’égalité
f ′∗(x∗δ) = y∗f∗δ = 0

issue du lemme 3.5, il existe z′ ∈ C(Z,Z ′) tel que x∗δ = z′∗δ′, donc (x, z′) est un morphisme
de E-extensions, qui admet une réalisation [x, y′, z′]. Alors, par exactitude de

C(Z, Y ′) ĝ // C(Y, Y ′) f̂ // C(X, Y ′)

et l’égalité
(y − y′)f = f ′x− f ′x = 0

il existe c : Z → Y ′ tel que
cg = y − y′

on pose alors z = z′ + g′c qui donne

zg = z′g + g′cg

= g′y′ + g′y − g′y′

= g′y

et
z∗δ′ = z′∗δ′ + c∗g′∗δ′ = x∗δ

d’où le résultat voulu.
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Corollaire 3.8. Soit (C,E, s) une catégorie pré-extriangulée, et un E-triangle

X
f // Y

g // Z
δ //

Alors f est un noyau faible de g et g est un conoyau faible de f , au sens de la proposition
2.20

Démonstration. Soit ϕ : M → Y tel que gϕ = 0, par exactitude de la suite

C(M,X)
f̃ // C(M,Y )

g̃ // C(M,Z)

on a que ϕ se factorise sur f . On raisonne de manière duale pour le second point.

Corollaire 3.9. (Lemme de Scindage)
Si (C,E, s) est pré-extriangulée, et

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
δ //

z

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

est un morphisme de E-triangles. On a équivalence entre
(i) x se factorise sur f .
(ii) z se factorise sur g′.
(iii) x∗δ = z∗δ′ = 0.

En particulier, si [x, y, z] = [1X , 1Y , 1Z ] et δ = δ′, on retrouve le lemme 3.5.

Démonstration. Par définition de δ#, on a

δ#
X′(x) = x∗δ

donc (i)⇔ (iii) découle de l’exactitude de

C(Y,X ′) f̂ // C(X,X ′)
δ#
X′ // E(Z,X ′)

on peut montrer (ii)⇔ (iii) de manière duale.

Corollaire 3.10. (Lemme des 3)
Soient (C,E, s) est une catégorie pré-extriangulée et un morphisme de E-triangles

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
δ //

z

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

Alors si deux des trois morphismes x, y, z sont des isomorphismes, il en va de même du
troisième.

90



Démonstration. Dans le cas où x, z sont des isomorphismes, par la proposition 3.7, on a des
diagrammes commutatifs à lignes exactes dans Ab :

C(Y ′, X)

' x̃
��

f̃ // C(Y ′, Y )

ỹ
��

g̃ // C(Y ′, Z)

' z̃
��

(δ#)Y ′ // E(Y ′, X)

' x∗
��

C(Y ′, X ′)
f̃ ′
// C(Y ′, Y ′)

g̃′
// C(Y ′, Z ′)

(δ′#)Y ′
// E(Y ′, X ′)

C(Z ′, Y )

' ẑ
��

ĝ′ // C(Y ′, Y )

ŷ
��

f̂ ′ // C(X ′, Y )

' x̂
��

(δ′#)Y // E(Z ′, Y )

' z∗

��
C(Z, Y )

ĝ
// C(Y, Y )

f̂

// C(X, Y )
(δ#)Y ′

// E(Y ′, X ′)

qui montrent respectivement que y a un inverse à gauche, et à droite.
Le cas où x et y sont des isomorphismes se règle grâce au diagramme commutatif suivant

C(M,X)

' x̃
��

f̃ // C(M,Y )

' ỹ
��

g̃ // C(M,Z)

z̃
��

(δ#)M // E(M,X)

' x∗

��

f∗ // E(M,Y )

' y∗
��

C(M,X ′)
f̃ ′
// C(M,Y ′)

g̃′
// C(M,Z ′)

(δ′#)M

// E(M,X ′)
f ′∗

// E(M,Y ′)

Le lemme des 5 appliqué dans Ab donne que z̃ est toujours un isomorphisme, en particulier
pour M = Z ′, on obtient que z admet un inverse à droite, on peut de même montrer que z
admet un inverse à gauche. On raisonne de manière duale pour le dernier cas.

Proposition 3.11. Si (C,E, s) est une catégorie pré-extriangulée et

X
f // Y

g // Z δ //

est un E-triangle, alors tout couple d’isomorphismes x : X → X ′ et z : Z → Z ′ induit un
E-triangle

X ′
fx−1

// Y
z−1g // Z ′

x∗z∗δ //

Démonstration. Posons
s(x∗z

∗δ) =: [ X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ ]

Comme
(z−1)∗(x∗z

∗δ) = (z−1)∗z∗x∗δ = x∗δ

On obtient que (x, z−1) : δ → x∗z
∗δ est un morphisme d’extensions, donc réalisé par un

certain [x, y, z−1], y est alors un isomorphisme par le corollaire précédent. On a alors un
diagramme commutatif

X ′
fx−1

// Y

y

��

z−1g // Z ′

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

Donc bien le résultat annoncé par définition de l’équivalence des conflations.
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Corollaire 3.12. Si (C,E, s) est une catégorie pré-extriangulée, et

X
f // Y

g // Z
δ //

est un E-triangle, alors pour tout δ′ ∈ E(Z,X) on a équivalence entre
(i) s(δ) = s(δ′)

(ii) δ′ = x∗δ pour un certain x ∈ Aut (X) tel que fx = f .
(iii) δ′ = z∗δ pour un certain z ∈ Aut (Z) tel que zg = g.
(iv) δ′ = z∗x∗δ pour un certain couple x, z ∈ Aut (X)×Aut (Z) tel que fx = f et zg = g.

Démonstration. Les implications (ii) ⇒ (iv) et (iii) ⇒ (iv) sont immédiates (en rajoutant
des identitées).
(iv)⇒ (i) est conséquence directe de la proposition précédente.

(i)⇒ (ii) Si s(δ′) = s(δ) = [ X
f // Y

g // Z ], on applique (ET3)op à

X
f // Y

g // Z δ //

X
f
// Y g

// Z
δ′
//

pour obtenir x : X → X donnant un morphisme de E-extensions (x, 1). Par le corollaire 3.10,
x est un isomorphisme et on a le résultat par le corollaire précédent, la dernière implication
(i)⇒ (iii) se montre symétriquement.

Lemme 3.13. Soient (C,E, s) une catégorie pré-extriangulée, (X, δ, Z) et (X ′, δ′, Z ′) deux
E-extensions de C et

X
f // Y

g // Z et X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′

deux suites de morphismes composables dans C. On a alors équivalence entre

(i) s(δ) = [ X
f // Y

g // Z ] et s(δ′) = [ X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ ].

(ii) s(δ ⊕ δ′) = [ X ⊕X ′ f⊕f
′
// Y ⊕ Y ′ g⊕g

′
// Z ⊕ Z ′ ]

Démonstration. L’implication (i)⇒ (ii) est immédiate par définition d’une réalisation addi-
tive. Pour montrer (ii)⇒ (i), considérons trois E-triangles

X
α //M

β // Z
δ //

X ′ α′ //M ′ β′ // Z ′ δ′ //

X ⊕X ′ f⊕f
′
// Y ⊕ Y ′ g⊕g

′
// Z ⊕ Z ′ δ⊕δ′ //
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Comme s est une réalisation additive, il existe ϕ =

(
a b
c d

)
: M ⊕ M ′ → Y ⊕ Y ′ un

isomorphisme d’inverse ψ =

(
a′ b′

c′ d′

)
faisant commuter le diagramme

X ⊕X ′ α⊕α
′
//M ⊕M ′

ϕ

��

β⊕β′ // Y ⊕ Y ′

X ⊕X ′
f⊕f ′

// Y ⊕ Y ′
ψ

UU

g⊕g′
// Y ⊕ Y ′

On a donc les relations

(1) - ϕ(α⊕ α′) =

(
aα bα′

cα dα′

)
=

(
f 0
0 f ′

)
(2) - (g ⊕ g′)ϕ =

(
ga gb
g′c g′q

)
=

(
β 0
0 β′

)
(3) - ψ(f ⊕ f ′) =

(
a′f b′f ′

c′f d′f ′

)
=

(
α 0
0 α′

)
(4) - (β ⊕ β′)ψ =

(
βa′ βb′

β′c′ β′d′

)
=

(
g 0
0 g′

)
(5) - 1Y⊕Y ′ =

(
1Y 0
0 1Y ′

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
(6) - 1M⊕M ′ =

(
1M 0
0 1M ′

)
=

(
a′a+ b′c a′b+ b′d
c′a+ d′c c′b+ d′d

)
Et deux diagrammes commutatifs

X
α //M

a
��

β // Z

X
f
// Y g

// Z

et X ′
α′ //M ′

d
��

β′ // Z ′

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

Il nous suffit pour conclure de montrer que a et d sont des isomorphismes, par les relations
(5) et (6) il nous suffit pour cela de montrer que bc′ = 0, cb′ = 0, b′c = 0 et c′b = 0.
On remarque que par le corollaire 3.8, f ⊕ f ′ et g ⊕ g′ forment un couple noyau/conoyau
faible, on en déduit rapidement que c’est également le cas de (f, g) et (f ′, g′).
- Par (1), on a bα′ = 0 donc b se factorise comme γ1β

′, et β′c′ = 0 par (4), donc c′ se
factorise comme α′γ2. Donc bc′ = γ1β

′α′γ2 = 0.
- Par (1), on a cα = 0 donc c se factorise comme γ3β, et βb′ = 0 par (4), donc b′ se factorise
comme αγ4. Donc cb′ = γ3βαγ4 = 0.

- Par (3), on a b′f ′ = 0 donc b′ se factorise comme γ5g
′, et g′c = 0 par (2), donc c se

factorise comme f ′γ6. Donc b′c = γ5g
′f ′γ6 = 0.

- Par (3), on a c′f = 0 donc c′ se factorise comme γ7g, et gb = 0 par (2), donc b se factorise
comme fγ8. Donc c′b = γ7gfγ8 = 0.

D’où le résultat.
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3.2 Catégories extriangulées, définition et premières pro-
priétés

3.2.1 Définitions

Comme dans le cas des catégories triangulées, on passe des catégorie pré-extriangulées aux
catégories extriangulées par l’adjonction d’un couple d’axiomes supplémentaire, duaux l’un de
l’autre. Dans [13] ce couple est une adaptation au cas extriangulé de l’axiome de l’octahèdre,
ici nous donnons un autre couple possible, adapté des axiomes B et B′ de [8] que nous avons
donné dans la section 2.2.
À partir d’ici, on pose (C,E, s) une catégorie pré-extriangulée. Comme dans le cas triangulé,
nous utiliserons une notion de carré homotopique :

Définition 3.9. On dit qu’un carré commutatif dans C

Y
g //

y

��

Z

z

��
Y ′

g′
// Z ′

est un carré homotopique si il existe un E-triangle de la forme

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′ δ //

On dit alors que (g, Y, y) est un pullback homotopique de (g′, Z ′, z), et que (g′, Z ′, z) est
un pushout homotopique de (g, Y, y).

Remarque. Par le corollaire 3.8, les pullbacks/pushout homotopiques sont des pullbacks/pushouts
faibles car les inflations et déflations forment des couples noyau faible conoyau faible. Les
axiomes (ET3) et (ET3)op et le lemme des 3 (corollaire 3.10), on a unicité des pushouts/pullbacks
homotopiques, mais à isomorphisme non canonique près.

Pour des raisons de lisibilité, on nomme nos axiomes de manière similaire à leurs analogues
dans [8]. Commençons par justifier l’absence des autres axiomes de [8] : l’axiome A repose sur
la notion de cône d’un morphisme de triangles, dont la définition ne s’adapte pas clairement au
cas extriangulé. Les axiomes C et E peuvent s’énoncer dans le cas extriangulé, mais la preuve
de l’implication C ⇒ B reposant sur l’axiome (TR1) des catégories pré-triangulées, ne peut
s’adapter directement au cas extriangulé, on verra que l’on conserve cependant l’implication
réciproque.

Les axiomes B et Bop, comme dans le cas triangulé, peuvent s’interpréter comme affirmant
l’existence de pushout (resp. de pullbacks) homotopiques sur les inflations (resp. les défla-
tions), on note la similarité de cette affirmation avec les axiomes des catégories exactes.
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Axiome B. Les inflations sont stables par composition. Soient un E-triangle donné par

X
f // Y

g // Z δ //

et z : Z ′ → Z un morphisme dans C, on a un morphisme de E-extensions (1X , z) : (X, z∗δ, Z ′)→
(X, δ, Z), qui doit être réalisé par un triplet [1X , y, z] donnant un E-triangle

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′

f ′∗δ //

Axiome Bop. Les déflations sont stables par composition. Soient un E-triangle donné par

X
f // Y

g // Z δ //

et x : X → X ′ un morphisme dans C, on a un morphisme de E-extensions (x, 1Z) :
(X, δ, Z)→ (X ′, x∗δ, Z), qui doit être réalisé par un triplet [x, y, 1Z ] donnant un E-triangle

X

−f
x


// Y ⊕X ′

(
y f ′

)
// Y ′

g′∗δ //

Axiome D. Un diagramme commutatif de E-triangles de la forme

X
f // Y

u

��

g // Z δ //

X
f ′
// Y ′

v

��
W

δ′

��

Doit pouvoir se compléter en un diagramme commutatif de E-triangles.

X
f // Y

u

��

g // Z

u′

��

δ //

X
f ′
// Y ′

v

��

g′
// Z ′

δ′′
//

v′

��
W

δ′

��

W

g∗δ′

��

tel que
- (1X , u

′) : (X, δ, Z)→ (X, δ′′, Z ′) est un morphisme de E-triangles, i.e u′∗δ′′ = δ.
- (f, v′) : (X, δ′′, Z ′)→ (Y, δ′,W ) est un morphisme de triangles, i.e f∗δ′′ = v′∗δ′.
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Axiome Dop. Un diagramme commutatif de E-triangles de la forme

Z

u′

��
X

f ′
// Y ′

v

��

g′
// Z ′

v′

��

δ′
//

W W

δ

��

Doit pouvoir se compléter en un diagramme commutatif de E-triangles

X
f // Y

u

��

g // Z

u′

��

u′∗δ //

X
f ′
// Y ′

v

��

g′
// Z ′

δ′
//

v′

��
W

δ′′

��

W

δ

��

tel que
- (g, 1W ) : (Y, δ′′,W )→ (Z, δ,W ) est un morphisme de E-extensions, i.e g∗δ′′ = δ.
- (f, v′) : (X, δ′, Z ′)→ (Y, δ′′,W ) est un morphisme de E-extensions, i.e f∗δ′ = v′∗δ′′.

Remarque. La notation des E-triangles que nous utilisons est arbitraire et introduite pour
rappeler la situation des catégories triangulées, c’est ce qui fait que le diagramme de départ
de Dop semble manquer de symétrie par rapport à celui de D (on peut résoudre ce petit
problème en supprimant les flèches représentant les extensions, ou en les plaçant ’avant’ les
conflations).

3.2.1.1 Implication (B,Bop) ⇒ (D,Dop)

Lemme 3.14. Un diagramme de E-triangles de la forme

X
f // Y

g //

y

��

Z
δ //

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

Peut être complété en un morphisme de triangles [1X , y, z] tel que l’on ait le E-triangle suivant

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z

f∗δ′ //
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Démonstration. On peut compléter le diagramme précédent en un morphisme de E-triangles
[1X , y, z

′] par (ET3), par l’axiome B, le morphisme de E-extensions (1X , z
′) admet un repré-

sentant [1, y′, z′] tel que le triangle suivant soit distingué

Y

−g
y′


// Z ⊕ Y ′

(
z′ g′

)
// Z

f∗δ′ //

La condition de commutativité du diagramme nous donne yf = y′f donc y − y′ = ϕg pour
un certain ϕ : Z → Y ′, on a donc un isomorphisme

Y

−g
y′


// Z ⊕ Y ′

(
z′ g′

)
// 1 0

−ϕ 1


��

Z

Y −g
y


// Z ⊕ Y ′ (

z g′
) // Z

en posant z = z′ + g′ϕ donc la deuxième ligne forme également une conflation, d’où le
résultat.

Considérons à présent un diagramme dans C de la forme

X
f // Y

u

��

g // Z
δ //

X
f ′
// Y ′

v

��
W

δ′

��

Par hypothèse, le morphisme f ′ = uf est une inflation, on peut d’ors et déjà considérer la
complétion

X
f // Y

u

��

g // Z δ //

X
f ′
// Y ′

v

��

g′
// Z ′

δ′′
//

W

δ′

��

On applique le lemme précéddent au diagramme

X
f // Y

u

��

g // Z
δ //

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′′
//
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Pour obtenir un morphisme de E-triangles, et un E-triangle

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′

(
u′ g′

)
// Z ′

f∗δ′′ //

On applique alors le lemme précédent au diagramme

Y

−g
u


// Z ⊕ Y ′(

0 1
)

��

(
u′ g′

)
// Z ′

f∗δ′′ //

Y u
// Y ′ v

//W
δ′

//

Pour obtenir un morphisme v′ : Z ′ → W un E-triangle

Z ⊕ Y ′

−u′ −g′
0 1


// Z ′ ⊕ Y ′

(
v′ v

)
//W

−g
u


∗

δ′

//

Par l’isomorphisme
((

0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1

)
, on a un E-triangle

Y ′ ⊕ Z

 1 0
−g′ −u′


// Y ′ ⊕ Z ′

(
v v′

)
//W

 u
−g


∗

δ′

//

Donc, par l’isomorphisme
(

1,

(
1 0
g′ −1

)
,−1

)
, on obtient un E-triangle

Y ′ ⊕ Z

1 0
0 −u′


// Y ′ ⊕ Z ′

(
0 −v′

)
//W

0
g


∗

δ′

//

Donc Z
u′ // Z ′

v′ //W
g∗δ′ // est un E-triangle par le lemme 3.13, soit le résultat voulu.

On raisonne de manière duale pour montrer Dop.
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3.2.1.2 Implication (D,Dop) ⇒ (B,Bop)

Proposition 3.15. Soient Z ∈ C, δ1 ∈ E(Z,X1) et δ2 ∈ E(Z,X2) deux extensions. Un
diagramme de la forme

X2

f2
��
Y2

g2
��

X1 f1
// Y1 g1

// Z
δ1
//

δ2

��

se complète en un diagramme commutatif de E-triangles

X1

m2

��

X2

f2
��

X1
m1 //M

e2

��

e1 // Y2

g∗2δ1 //

g2
��

X1 f1
// Y1

g∗1δ2
��

g1
// Z

δ1
//

δ2

��

avec (m1)∗δ1 + (m2)∗δ2 = 0.

Démonstration. Par additivité de s, on a

s(δ1 ⊕ δ2) = [ X1 ⊕X2
f1⊕f2 // Y1 ⊕ Y2

g1⊕g2 // Z ⊕ Z ]

On pose µ := ∆∗Z(δ1 ⊕ δ2) et

s(µ) = [ X1 ⊕X2
j //M k // Z ]

En posant πi := πXi : X1 ⊕X2 → Xi, µ satisfait

(π1)∗µ = δ1 et (π2)∗µ = δ2

D’où un diagramme
X1

ι1 // X1 ⊕X2
π2 //

j

��

X2
0 //

X1 m1

//M

k
��
Z

µ

��
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Que l’on complète par D en un diagramme

X1
ι1 // X1 ⊕X2

π2 //

j

��

X2

f ′2
��

0 //

X1 m1

//M

k

��

e′1

// Y ′2

g′2
��

θ1
//

Z

µ

��

Z

(π2)∗µ

��

avec f ′∗2 θ1 = 0. Comme s((π2)∗µ) = s(δ2), il existe y2 : Y2 → Y ′2 un isomorphisme faisant
commuter le diagramme

X2
f2 // Y2

g2 //

y2

��

Z

X2
f ′2

// Y ′2 g′2

// Z

En posant e1 = y−1
2 e′1, on a

s(y∗2θ1) = [ X1
m1 //M

e1 // Y2 ]

par la proposition 3.11, d’où un diagramme commutatif

X1
ι1 // X1 ⊕X2

π2 //

j

��

X2

f2
��

0 //

X1 m1

//M

k
��

e1
// Y2

g2
��

y∗2θ1
//

Z

µ

��

Z

δ2
��

avec

g∗2δ1 = y∗2g
′∗
2 (π1)∗µ

= y∗2(π1)∗g
′∗
2 µ

= y∗2(π1)∗(ι1)∗θ1

= y∗2θ1

donc [ X1
m1 //M

e1 // Y2 ], qui représente y∗2θ1, représente aussi g∗2δ1. On peut raisonner de
même à partir de X2 → X1 ⊕X2 → X1 pour obtenir

X2
ι2 // X1 ⊕X2

π1 //

j

��

X1

f1
��

0 //

X2 m2

//M

k
��

e2
// Y1

g1
��

g∗1δ2
//

Z

µ

��

Z

δ1
��
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Et comme
e2m1 = e2jι1 = f1π1ι1 = f1

e1m2 = e1jι2 = f2π2ι2 = f2

g2e1 = k = g1e2

le diagramme annoncé est commutatif, et

(m1)∗δ1 + (m2)∗δ2 = j∗((ι1)∗δ1 + (ι2)∗δ2)

= j∗((ι1π1)∗ + (ι2π2)∗)(µ)

= j∗µ

= 0

Par le lemme 3.6.

De manière duale, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.16. Soient X ∈ C, δ1 ∈ E(Z1, X) et δ2 ∈ E(Z2, X) deux extensions. Un
diagramme de la forme

X
f1 //

f2
��

Y1
g1 // Z1

δ1 //

Y2

g2
��
Z2

δ2
��

se complète en un diagramme commutatif de E-triangles

X
f1 //

f2
��

Y1
g1 //

e2
��

Z1
δ1 //

Y2 e1
//

g2
��

M m1

//

m2

��

Z1
(f2)∗δ1

//

Z2

δ2
��

Z2

(f1)∗δ2
��

avec (m1)∗δ1 + (m2)∗δ2 = 0.

Considérons à présent un morphisme de E-extensions

X
f ′ // Y ′

g′ // Z ′

z

��

z∗δ //

X
f
// Y g

// Z
δ
//
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Par la proposition 3.16 on a un diagramme commutatif

X
f ′ //

f
��

Y ′
g′ //

(hg′)
��

Z ′ z∗δ //

Y ιY
//

g

��

Y ⊕ Z ′

(g h′)
��

πZ′
// Z ′

0
//

Z

δ

��

Z

f ′∗δ

��

Avec (πZ′)
∗z∗δ + (g h′)∗δ = 0. En particulier, on a un E-triangle

Y ′

h
g′


// Y ⊕ Z ′

(
g h′

)
// Z

f ′∗δ //

Par l’égalité précédente, on a(
0 z

)∗
δ +

(
g h′

)∗
δ =

(
g z + h′

)∗
δ = 0

Par exactitude de la suite

C(Z ′, Y )
g̃ // C(Z ′, Z)

δ# // E(Z ′, X)

il existe α : Z ′ → Y tel que gα = z + h′, on obtient un diagramme commutatif

Y ′

g′
h


// Z ′ ⊕ Y−1 0

α 1


��

(
h′ g

)
// Z

Y ′ −g′
αg′ + h


// Z ′ ⊕ Y (

z g
) // Z

On obtient le résultat en posant y := αg′ + h. La stabilité des inflations par composition
découle directement de D, on raisonne de manière duale pour Bop.

Comme dans le cas d’une catégorie pré-triangulée, nous pouvons à présent poser la définition
suivante

Définition 3.10. Soit (C,E, s) une catégorie pré-triangulée, on dit que C est extriangulée
si elle respecte l’un des couples d’axiomes (B,Bop) ou (D,Dop).

Remarque. Certains arguments utilisés dans l’équivalence des deux couples sont dérivés de [6],
qui donne une généralisation du concept de catégorie extriangulée. Les axiomes qui y sont
utilisés redonnent notre couple (B,Bop) quand on spécialise n = 1.
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3.2.2 Propriétés élémentaires des catégories extriangulées

À partir d’ici, on considère (C,E, s) une catégorie extriangulée.

Proposition 3.17. Soit (C,E, s) une catégorie pré-extriangulée et M ∈ C, on a alors
(a) Si C respecte D, alors tout E-triangle

X
f // Y

g // Z
δ //

induit une suite exacte de groupes abéliens

E(M,X)
f∗ // E(M,Y )

g∗ // E(M,Z)

(b) Si C respecte Dop, alors tout E-triangle

X
f // Y

g // Z δ //

induit une suite exacte de groupes abéliens

E(Z,M)
g∗ // E(Y,M)

f∗ // E(M,Z)

Démonstration. On montre le point (a), le second étant dual. Comme E est un bifoncteur,
le lemme 3.6 donne

E(M, g) ◦ E(M, f) = 0

Soit θ ∈ E(M,Y ) réalisée par Y a // N b //M θ // . Par l’axiome D, on a un diagramme
commutatif

X
f // Y

g //

a

��

Z

d
��

δ //

X
h
// N

h′
//

b
��

E

e

��

θ′
//

M

θ

��

M

g∗θ

��

Donc si g∗θ = 0, alors e admet une section s : M → E, en posant ρ := s∗θ′, on obtient

E(f,M)(ρ) = f∗s
∗θ′ = s∗f∗θ

′ = s∗e∗θ = θ

Corollaire 3.18. Si (C,E, s) est une catégorie extriangulée, tout E-triangle

X
f // Y

g // Z δ //

et objet M ∈ C induisent des suites exactes longues

C(Z,M)
ĝ // C(Y,M)

f̂ // C(X,M)
(δ#)M // E(Z,M)

g∗ // E(Y,M)
f∗ // E(X,M)

et

C(M,X)
f̃ // C(M,Y )

g̃ // C(M,Z)
(δ#)M // E(M,X)

f∗ // E(M,Y )
g∗ // E(M,Z)

Démonstration. Combinaison des propositions 3.7 et 3.17
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Lemme 3.19. Dans une catégorie extriangulée, un E-triangle de la forme

X

−f
x


// Y ⊕X ′

(
y f ′

)
// Y ε //

où f est une inflation peut se relever en un morphisme de triangles

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z

x∗δ
//

tel que ε = g′∗δ.

Démonstration. Par hypothèse, on a un E-triangle

X
f // Y

g // Z
δ //

et un diagramme commutatif

X

−f
x


// Y ⊕X ′

(
y f ′

)
//(

1 0
)

��

Y ′ ε //

X
f

// Y g
// Z

δ
//

Par le lemme 3.14, il existe un morphisme h : Y ′ → Z donnant un E-triangle

Y ⊕X ′

−y −f ′
1 0


// Y ′ ⊕ Y

(
h g

)
// Z

−f
x


∗

δ

//

l’isomorphisme
(

1 0
−y −1

)(
0 1
1 0

)
: Y ′ ⊕ Y → Y ⊕ Y ′ donne la réalisation

Y ⊕X ′

1 0
0 f ′


// Y ⊕ Y ′

(
0 −h

)
// Z

 0
x∗ε


//

On obtient donc par le lemme 3.13 le diagramme voulu.

De manière duale, on peut montrer

Lemme 3.20. Dans une catégorie extriangulée, un E-triangle de la forme

Y

−g
y


// Z ⊕ Y ′

(
z g′

)
// Z ′ ε //

où g′ est une déflation, peut se relever en un morphisme de E-triangles

X
f // Y

g //

y

��

Z

z

��

z∗δ //

X
f ′
// Y ′

g′
// Z

δ
//

tel que ε = f∗δ.
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Lemme 3.21. Tout diagramme commutatif de E-triangles de la forme

X
f // Y

u

��

g // Z
δ1 //

X
f ′
// Y ′

g′
//

v

��

Z ′
δ2
//

W

δ3
��

Peut être complété en un diagramme

X
f // Y

u

��

g // Z

u′

��

δ1 //

X
f ′
// Y ′ g0

//

v

��

Z ′

v′

��

δ2
//

W

δ3
��

W

g∗δ3
��

Tel que u′∗δ2 = δ1 et (f, v′) : (X, δ2, Z
′)→ (Y, δ3, Y

′′) soit un morphisme d’extensions. 3

Démonstration. On peut appliquer l’axiome D au diagramme dépourvu de g′ pour obtenir

X
f // Y

u

��

g // Z

u0

��

δ1 //

X
f ′
// Y ′

g′
//

v

��

Z0

v0
��

δ′′
//

W

δ3
��

W

g∗δ3
��

avec u∗0δ′′ = δ1 et (f, v0) morphisme de E-extensions. Par (ET3) et le lemme des 3 (corollaire
3.10), on a un isomorphisme de E-triangles

X
f ′ // Y ′

g0 // Z0

ϕ

��

δ′′ //

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ2
//

en particulier δ′′ = ϕ∗δ2. On pose u′ = ϕu0 et v′ = v0ϕ
−1 qui donne bien le résultat (les

vérifications de commutativité sont immédiates).

3. Contrairement au cas de l’axiome D, nous avons fixé δ2 et une conflation associée
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Remarque. Comme d’ordinaire, le résultat dual existe également.

Proposition 3.22. Tout diagramme commutatif de E-triangles de la forme

X
f // Y

g //

y

��

Z
δ1 //

X ′
f ′
// Y ′

g′
//

y′

��

Z
δ2
//

Y ′′

δ3

��

se complète en un diagramme de E-triangles

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
δ1 //

X ′

x′

��

f ′
// Y ′

g′
//

y′

��

Z
δ2
//

Y ′′

θ

��

Y ′′

δ3

��

tel que x∗δ1 = δ2, f∗θ = δ3 et y′∗θ + g′∗δ1 = 0.

Démonstration. On applique l’axiome D au diagramme

X
f // Y

g //

y

��

Z
δ1 //

X
yf
// Y ′

y′

��
Y ′′

δ3

��

Pour obtenir
X

f // Y
g //

y

��

Z

b
��

δ1 //

X
yf
// Y ′

y′

��

a
// G µ

//

c

��
Y ′′

δ3

��

Y ′′

ν

��
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avec g∗δ3 = ν, b∗µ = δ1 et c∗δ3 = f∗µ. Par le lemme 3.6, on a

ν = g∗δ3 = g′∗y∗δ3 = 0

Donc l’extension (Z, ν, Y ′′) est scindée, on a un isomorphisme canonique G ' Z ⊕ Y ′′, donc

X
f // Y

g //

y

��

Z

ιZ
��

δ1 //

X
yf
// Y ′

y′

��

(a1a2)
// Z ⊕ Y ′′ µ

//

πY ′′

��
Y ′′

δ3

��

Y ′′

0

��

En particulier, on a (
a1y
a2y

)
=

(
g
0

)
et (g′ − a1)y = g − g = 0

donc a2 se factorise comme a2 = ιy′ et g′ − a1 se factorise comme zy′.
On pose z′ =

(−z
1

)
: Y ′′ → Z⊕Y ′′, on applique le résultat dual du lemme 3.21 au diagramme

X ′

f ′

��

Y ′′

z′

��
X

yf
// Y ′

(a1a2) //

g′

��

Z ⊕ Y ′′

(1 z)
��

µ
//

Z

δ3
��

Z

0

��

pour obtenir
X

x // X ′
x′ //

f ′

��

Y ′′
θ //

z′

��
X

yf
// Y ′

(a1a2) //

g′

��

Z ⊕ Y ′′

(1 z)
��

µ
//

Z

δ3
��

Z

0

��

tel que θ = z′∗µ et x∗µ = (1 z)∗δ3. On obtient ainsi le diagramme commutatif annoncé.
Vérifions les égalités d’extensions
-

x∗δ1 = x∗ι
∗
Zµ

= ι∗Z(1 z)∗δ3

= ((1 z) ◦ ιZ)∗δ3

= δ3
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- Comme πY ′′ est un épimorphisme, E(πY ′′ , Y ) est un monomorphisme, donc injectif, et
on a

π∗Y ′′f∗θ = π∗Y ′′f∗z
′∗µ

= f∗(z
′πY ′′)

∗µ

= f∗(1− ιZ(1 z))∗µ

= f∗µ− f∗(1 z)∗δ1

= f∗µ

= π∗Y ′′δ3

donc f∗θ = δ3 par invectivité de π∗Y ′′ .
-

y′∗θ + g′∗δ1 = y′∗z′∗µ+ g′∗ι∗Zµ

=

((
−zy′
y′

)
+

(
g′

0

))∗
µ

=

(
a1

y′

)∗
µ

= a∗µ = 0
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3.3 Lien avec les catégories exactes et triangulées
Une fois passées ces premières définitions, nous pouvons nous pencher sur notre objectif
initial, qui était de formaliser le lien entre les catégories exactes et stables par extensions
d’une catégorie triangulée.

3.3.1 Cas particuliers de catégories extriangulées

Nous commençons par voir comment les catégories que nous considérons peuvent se voir
comme des catégories extriangulées, examinons dans un premier temps le cas d’une catégorie
exacte (C,S).
Il apparait pour traiter ce cas une condition de petitesse : le premier pas pour construire une
catégorie extriangulée est de définir le bifonteur d’extension E, celui-ci devant être à valeur
dans Ab. Ce foncteur est bien-sûr le foncteur Ext 1, que l’on peut définir par la somme de Baer
quand C est essentiellement petite, ou comme foncteur dérivé quand C admet suffisamment
de projectifs ou d’injectifs 4. On se place donc dans un cas où il existe un foncteur Ext 1 :
Cop×C → Ab qui classifie les extensions de conflations (les morphismes de la forme Ext 1(Z, x)
et Ext 1(z,X) sont définis par le corollaire 1.28), on admet que le groupe Ext 1(Z,X) classifie
les extensions au sens de la définition 1.4, on pose la réalisation s de Ext 1(Z,X) comme la
réciproque de cette classification.

Proposition 3.23. La catégorie C, munie du foncteur Ext 1 et de la réalisation s forme une
catégorie extriangulée.

Démonstration. Par définition, s est clairement une réalisation additive de Ext 1, soit un
diagramme commutatif de conflations

X �
� ι /

x

��

Y

y

��

π / / Z

X ′ �
�

ι′
/ Y ′

π′
/ / Z ′

on obtient z : Z → Z ′ par propriété universelle de π = Coker ι, par la proposition 1.30, le
triplet [x, y, z] forme un morphisme de Ext 1-triangles. L’axiome D découle immédiatement
du corollaire 1.29.

Une catégorie exacte peut donc se voir (à une condition de petitesse près) comme une ca-
tégorie extriangulée, dont les conflations sont des couples noyau/conoyau. Cependant, on a
également une réciproque à cette dernière remarque :

Théorème 3.1. Soit (C,E, s) une catégorie extriangulée, dans laquelle toute inflation est un
monomorphisme et toute déflation est un épimorphisme.
On note S la classe des conflations données par les E-triangles de C. Alors la catégorie (C,S)
est exacte.

4. Nous n’avons détaillé ces constructions que dans le cas abélien, elles se transposent naturellement au
cas exact, on pourra consulter [1] pour plus de détails.
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Démonstration. On vérifie directement les axiomes de [1]. Considérons dans C une conflation

X
f // Y

g // Z

Par le corollaire 3.8, le couple (f, g) est un couple noyau faible /conoyau faible : si ϕ : Y → Z ′

est tel que ϕf = 0 alors ϕ se factorise sur g, mais comme g est un épimorphisme, cette
factorisation est unique, d’où g réalise le conoyau de f , de même f est un noyau de g et les
conflations de C sont des couples noyau/conoyau.
Pour la stabilité par isomorphisme, soit un diagramme commutatif dans C

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z

z

��

δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

où x, y, z sont des isomorphismes. Par la proposition 3.11 on a un E-triangle

X ′
fx−1

// Y
zg // Z ′

(z−1)∗x∗δ//

Or, le diagramme suivant

X ′
fx−1

// Y

y

��

zg // Z ′

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

étant commutatif, la dernière ligne réalise également (z−1)∗x∗δ, il s’agit donc d’une conflation.
Soit x ∈ C, on a 0 ∈ E(X, 0) et 0 ∈ E(0, X), donc 1X est à la fois une inflation et une déflation.
Les inflations et déflations sont stables par composition d’après les axiomes B et Bop.
Considérons ensuite un diagramme dans C

X
f //

x

��

Y

X ′

où f est une inflation, d’après l’axiome Bop, on obtient un morphisme de E-triangles

X
f //

x

��

Y

y

��

g // Z
δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z

x∗δ
//

et une conflation

X

−f
x


// Y ⊕X ′

(
y f ′

)
// Y ′

par le premier point de la démonstration, cette conflation traduit un pushout, et f ′ est
une inflation par le diagramme précédent. Un raisonne de manière duale pour l’existence de
pullbacks de déflations.
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Comme promis au début de cette partie, la structure de catégories extriangulée englobe
également celle de catégorie triangulée, cette fois-ci sans restriction ensembliste : On se donne
une catégorie C additive, et munie d’une autovalence additive [1] : C → C. On définit le
bifoncteur

Ext 1 : Cop × C → Ab

comme Ext 1(Z,X) = C(Z,X[1]), il s’agit bien d’un bifoncteur additif par définition. Nous
allons montrer que la donnée d’une triangulation de (C, [1]) équivaut à celle d’une extriangu-
lation de (C,Ext 1).

Lemme 3.24. Si (C,Ext 1, s) est extriangulée, alors pour tout X ∈ C, l’extension 1X[1] ∈
C(X[1], X[1]) = Ext 1(X[1], X) est réalisée par

X // 0 // X[1]
1X[1] //

Démonstration. Posons
X

f // Y
g // X[1]

1X[1] //

un Ext 1-triangle. On a pour M ∈ C une suite exacte

C(M,X)
f̃ // C(M,Y )

g̃ // C(M,X[1])
(1X[1])# // C(M,X[1])

f̃ [1] // C(M,Y [1])

Pour M = Y , on obtient
((1X[1])#)(g̃(1Y )) = g = 0

De même, f [1] = 0 et f = 0, donc la suite

C(M,X) 0 // C(M,Y ) 0 // C(M,X[1])

est exacte pour tout M , et Y = 0.

Théorème 3.2. Avec les notations précédentes, on a
(a) Si C est triangulée, pour h ∈ Ext 1(Z,X), on considère un triangle exact

X
f // Y

g // Z
h // X[1]

on pose s(h) := [ X
f // Y

g // Z ].
Le triplet (C,Ext 1, s) forme alors une catégorie extriangulée.

(b) Réciproquement, si (C,Ext 1, s) forme une catégorie extriangulée. On définit les tri-
angles exacts comme les Ext 1-triangles. Ceci donne une triangulation de C.
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Démonstration. (a) Commençons par montrer que s(h) ne dépend pas du choix de triangle
exact : un autre triangle serait donné par

X
f ′ // Y ′

g′ // Z δ // X[1]

isomorphe au premier par (TR3) et le lemme des 3.
Montrons que s est une réalisation de Ext 1, soient h et h′ deux extensions, avec

X
f //

x

��

Y
g // Z

z

��

h // X[1]

x[1]

��
X ′

f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X ′[1]

un morphisme d’extensions, on doit avoir

x∗h = z∗h′ ⇔ Ext 1(Z, x)(h) = Ext 1(z,X ′)(h′)

⇔ C(Z, x[1])(h) = C(z,X ′)(h′)
⇔ x[1]h = h′z

La donnée d’un morphisme de Ext 1-extensions est donc équivalente à celle d’un dia-
gramme commutatif de triangles exacts, que l’on peut compléter par l’axiome (TR3).
On a ensuite par (TR1) et le 2.6 un triangle exact

X
ιX // X ⊕ Z πZ // Z 0 // X[1]

donc s(0) = 0, le lemme 2.6 donne également que s est additive. Les axiomes (ET3) et
(ET3)op découlent directement de (TR3) et (TR2).
On montre enfin les axiomes B et Bop, les inflations sont clairement stables par compo-
sition, soit ensuite un diagramme

X
f // Y

g // Z
h //

z

��

X[1]

X
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

h′
// X[1]

l’axiome B pour les catégories triangulées nous donne exactement le résultat recherché,
on raisonne de manière duale pour montrer Bop.

(b) La stabilité des triangles exacts par isomorphisme se prouve comme dans le théorème
3.1. Comme s est une réalisation additive, on a un triangle exact

0 // X
1X // X // 0

d’où (TR0). Soit ensuite f : X → Y un morphisme dans C, comme Y = Y [−1][1], f est
une extension, qui admet une réalisation

Y [−1] //M // X
f // Y

on aura donc (TR1) d’après (TR2).
Montrons (TR2), soit

X
f // Y

g // Z h // X[1]
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un Ext 1-triangle. Par la proposition 3.16 appliquée à X // 0 // X[1]
1X[1] // X[1] ,

on obtient un diagramme

X
f //

��

Y
g //

m′

��

Z
h //

0 //

��

M e
//

e′

��

Z
0
//

X[1]

1X[1]

��

X[1]

f [1]

��

tel que e∗h + e′∗1X[1] = δe + e′ = 0. La deuxième ligne étant un Ext 1-triangle, e est un
isomorphisme, la condition précédente devient alors e′e−1 = −h. On a alors

s(f [1]) = Y
g // Z

−h // X[1]

et donc un triangle exact

Y
g // Z

−h // X[1]
f [1] // Y [1]

d’où (TR2), et (TR1).
Les axiomes (TR3) et D découlent immédiatement de leurs équivalents extriangulés.

3.3.2 Condition de Frobenius et catégorie stable d’une catégorie
extriangulée

Nous allons à présent conclure en appliquant le résultat précédent aux catégories extriangulées
de Frobenius, pour atteindre la généralisation souhaitée du théorème 2.1 et du thèorème 4
de [2].

Remarque. On rappelle qu’une sous-catégorie pleine D de C est dite stable par extensions
si pour toute conflation dans C

X
f // Y

g // Z

si X et Z sont dans C, c’est aussi le cas de Y . Cette condition permet clairement de res-
treindre E et s à D pour en faire une catégorie extriangulée. En particulier, les catégories
que nous avons étudié dans la section 2.3 sont extriangulée, comme sous-catégories stables
par extensions de catégories triangulées, donc extriangulées.

Nous pouvons à présent retracer dans le cadre extriangulé le raisonnement que nous avons
suivi dans la section 2.3. Nous reprenons à la définition d’objets injectifs et projectifs.

Définition 3.11. Un objet P ∈ C est dit projectif si pour toute déflation Y
g / / Z et

morphisme P
f // Z , il existe un morphisme P

ϕ // Y tel que gϕ = f .

Un objet I ∈ C est dit injectif si pour toute inflation X �
� f / Y et morphisme X

g // I ,

il existe un morphisme Y
ψ // I tel que ψf = g.
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La situation peut être résumée dans des diagrammes commutatifs,

Y
g / / Z

P
∃ϕ

__

f

OO et X �
� f /

g
��

Y

∃ψ~~
I

mais comme dans les cas étudiés précedemment, ces diagrammes ne traduisent pas des pro-
priétés universelles : les morphismes ϕ et ψ ne sont pas uniques.

Lemme 3.25. Soient P, I ∈ C, on a les triplets d’équivalences suivants :
(ai) P est un objet projectif.
(aii) Toute déflation Y / / P est un épimorphisme scindé.
(aiii) Pour tout X ∈ C, on a E(P,X) = 0.

(bi) I est un objet injectif.
(bii) Toute inflation I �

� / X est un monomorphisme scindé.
(biii) Pour tout X ∈ C, on a E(X, I) = 0.

Démonstration. On montre la première équivalence, duale de la seconde :
(ai) ⇒ (aii) : Soit Y

g / / P une déflation, en considérant le morphisme 1P : P → P , on
obtient par définition un morphisme ϕ : P → Y tel que gϕ = 1P , ϕ est donc une section de
g.
(aii)⇒ (ai) : Soit un diagramme de la forme

P

f
��

Y g
/ / Z

on peut considérer son pullback homotopique (axiom Bop)

Y ′
g′ / /

y

��

P

f
��

Y g
/ / Z

par hypothèse, g′ admet une section α, le morphisme yα donne le résultat.
(aii)⇒ (aiii) soit δ ∈ E(P,X), réalisé par une conflation

X �
� / Y / / P

la déflation est scindée par hypothèse, donc δ = 0 car s est une réalisation additive.
(aiii) ⇒ (aii) soit une déflation Y

g / / P , elle fait partie d’une conflation, qui réalise une
extension, nulle par hypothèse, donc g est scindée par le lemme 3.5.

Lemme 3.26. Si X, Y ∈ C sont des objets projectifs (resp. injectifs), alors c’est aussi le cas
de X ⊕ Y .
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Démonstration. Par somme directe de E-triangles, on a des conflations

X
ιX // X ⊕ Y πY // Y et Y

ιY // X ⊕ Y πX // X

Soit une déflation B
g / / X ⊕ Y , on a par composition des déflations πXg et πY g, qui sont

des épimorphismes scindés par hypothèse, donc admettent des sections x et y, on obtient que

X ⊕ Y (x y) // B est une section de g, d’où le résultat par le lemme précédent, on raisonne de
manière duale pour les objets injectifs.

Définition 3.12. On dit que C admet suffisamment de projectifs si pour tous Z ∈ C, il
existe une déflation P / / Z où P est un objet projectif.
On dit que C admet suffisamment d’injectifs si pour tous Z ∈ C, il existe une inflation
X �
� / I où I est un objet injectif.

On dira enfin que C est une catégorie de Frobenius si elle admet suffisamment de projectifs
et d’injectifs, et si ceux-ci coïncident.

On note P(C) et I(C) les sous-catégories pleines formées des objets projectifs (resp. injectifs)
de C, ce sont des sous-catégories additives.

Lemme 3.27. Soit

X
f // Y

g // Z δ //

un E-triangle, i : X → I un morphismes avec I un objet injectif. On a alors un triangle

X

f
i


// Y ⊕ I

g ∗
∗ ∗


// Z ⊕ I

π∗Zδ //

Démonstration. Par l’axiome B, on a un triangle

X

f
i


// Y ⊕ I d // D ν //

Le dual de la proposition 3.22 nous donne un diagramme

I

ιI
��

I

e

��
X

(fi) // Y ⊕ I d //

πY
��

D
ν //

m

��
X

f
// Y

0

��

g
// Z

δ
//

θ

��

tel que m∗δ = ν. Comme I est injectif, on a θ = 0, donc un isomorphisme n : Z ⊕ I → D tel
que nιI = e et mn = πZ . On a donc un morphisme de E-triangles

X
(fi) // Y ⊕ I

πY
��

n−1d // Z ⊕ I
πZ
��

n∗ν //

X
f
// Y g

// Z
δ
//
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et donc
πZn

−1dιY = yπY ιY

et donc est de la forme
(
g ∗
∗ ∗

)
.

Dans la partie précédente, nous avons construit le quotient d’une catégorie de Frobenius
faible par ses objets injectifs et projectifs. Plus généralement si I ⊂ C est une sous-catégorie
pleine additive de C, on peut considérer I(X, Y ) le sous-ensemble de C(X, Y ) formé des
morphismes se factorisant sur un objet de I, la preuve du lemme 2.27 donne que I(X, Y ) est
un sous-groupe de C(X, Y ), nous pouvons donc former le quotient C/I de la même manière

Théorème 3.3. Soit I ⊂ C une sous-catégorie pleine stable par isomorphisme, telle que
I ⊂ P(C) ∩ I(C).
Le quotient C/I possède une structure triangulée, induite par celle de C.

Démonstration. On pose C := C/I. Le lemme précédent donne E(I, C) = 0 = E(C, I), on
peut donc définir

E : Cop × C → Ab

en choisissant des représentants des classes de morphismes, le foncteur ainsi obtenu nous
donne (ET1).
Pour (ET2), soit δ ∈ E(Z,X) = E(Z,X), posons

s(δ) := s(δ) = [ X
f // Y

g // Z ]

avec s(δ) = [ X
f // Y

g // Z ], montrons que s est une réalisation additive de E. Soit
(x, z) : (X, δ, Z)→ (X ′, δ′,Z′) un morphisme de E−extensions. Par définition, sa donnée est
équivalente à celle de (x, z) morphisme de E-extensions, celui-ci est réalisé dans C par un
triplet [x, y, z], donc [x, y, z] réalise (x, z), et s est additive car s l’est.
Pour montrer (ET3), soit dans C un diagramme

X
f //

x
��

Y
g //

y

��

Z
δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

on en déduit un diagramme dans C, non nécéssairement commutatif

X
f //

x

��

Y
g //

y

��

Z
δ //

X ′
f ′
// Y ′

g′
// Z ′

δ′
//

par hypothèse yf−f ′x est nul dans C, donc il se factorise comme ji où i : X → I et j : I → Y ′

avec i ∈ I. En appliquant le lemme précédent, on a un isomorphisme de E-triangles

X

f
i


// Y ⊕ I

πY
��

g ∗
∗ ∗


// Z ⊕ I

πZ
��

π∗Zδ //

X
f

// Y
g

// Z
δ

//
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(il s’agit d’un isomorphisme en adaptant le lemme 2.28). Par ailleurs, par (ET3) dans C, on
a un morphisme de E-triangles

X

f
i


//

x

��

Y ⊕ I(
y j

)
��

g ∗
∗ ∗


// Z ⊕ I

z
��

π∗Zδ //

X
f ′

// Y ′
g′

// Z ′
δ
//

Les deux diagrammes précédents donnent un morphisme de E-extensions

(x, zπZ
−1) : δ → δ′

tel que cπZ−1 ◦ g = g′y. On montre enfin (ET4) de la même manière, en prenant l’image de
(ET4) dans C, (ET3)op et (ET4)op se montrent de manière duale.

Nous allons maintenant voir que dans le cas spécifique où C est une catégorie extriangulée de
Frobenius, que l’on quotiente par la catégorie de ses injectifs, l’extriangulation donnée dans le
théorème précédent est en fait une triangulation : c’est la généralisation que l’on recherchait.
Nous supposons désormais que C est une catégorie de Frobenius faible. On a P(C) = I(C) =
P(C)∩ I(C), il s’agit d’une sous-catégorie additive, stable par isomorphisme, on peut définir
C := C/P(C) la catégorie stable de C, qui est extriangulée naturellement par le théorème
précédent.

Nous voulons donc construire dans un premier temps le foncteur 〈1〉 de suspension sur la
catégorie C, nous allons ensuite utiliser le théorème 3.2, en prouvant que le foncteur d’exten-
sion E est naturellement isomorphe au foncteur C(−, ?〈1〉).
La construction du foncteur 〈1〉 est identique à celle de la section 2.2, nous la reformulons ici
dans le contexte extriangulé :
On commence par construire un foncteur C → C et nous montrons que ce foncteur envoie
les éléments de (X, Y ) sur 0 pour tous X, Y ∈ C, ce foncteur induira alors un foncteur
〈1〉 : C → C.
Soit X ∈ C, comme C admet suffisamment d’injectifs, il existe un objet injectif I(X) et une
inflation ιX : X �

� / I(X) , autrement dit, il existe dans C un E-triangle

X
ιX // I(X)

πX // X ′
δX //

Pour tout objet X ∈ C, on choisit un tel E-triangle, nous allons alors poser X ′ := X〈1〉, ils
nous reste à règler le cas des morphismes : soit f : X → Y , on a un diagramme commutatif

X
ιX //

f

��

I(X)
πX // X〈1〉 δX //

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
δY

//

Comme ιX est une inflation, et ιY f : X → I(Y ) a pour codomaine un objet injectif, il existe
un morphisme (non unique) f ′ : I(X)→ I(Y ) faisant commuter le diagramme suivant :

X
ιX //

f

��

I(X)

f ′

��

πX // X〈1〉 δX //

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
δY

//
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Par (ET3), nous pouvons compléter ce diagramme en un morphisme de E-triangles :

X
ιX //

f

��

I(X)

f ′

��

πX // X〈1〉
f ′′

��

δX //

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
δY

//

Nous souhaitons poser f〈1〉 := f ′′, mais il n’y a pas unicité du morphisme f ′′ à priori, en
fait, on n’a pas unicité de f ′′ dans C, on aura unicité de f ′′ dans C : soit en effet un autre
morphisme de E-triangles

X
ιX //

f

��

I(X)

ϕ′

��

πX // X〈1〉
ϕ′′

��

δX //

Y ιY
// I(Y ) πY

// Y 〈1〉
δY

//

on a
ϕ′′∗δY = f∗δX = f ′′∗δY

donc (ϕ′′− f ′′)∗δY = 0, par le lemme de scindage (corollaire 3.9), ϕ′′− f ′′ se factorise sur πY ,
donc sur un objet injectif, donc ϕ′′− f ′′ = 0, d’où l’unicité de f ′′ dans C. On peut donc poser
f〈1〉 := f ′′, on a construit 〈1〉 : C → C (il est clair qu’il s’agit bien d’un foncteur covariant).
Montrons que ce foncteur induit un foncteur C → C : soit f : X → Y se factorisant sur un
injectif I, on obtient deux triangles commutatifs :

X
f //

g
��

Y

I
h

>> et X〈1〉 f ′′ //

g′′

��

Y 〈1〉

I〈1〉
h′′

;;

avec f ′′ = f〈1〉, h′′ = h〈1〉, et g′′ = g〈1〉, pour conclure que f ′′ se factorise sur un injectif, il
nous suffit de montrer que I〈1〉 est un objet injectif, par hypothèse, on a dans C une conflation

I �
� ιI / I(I)

πI / / I〈1〉

comme I est un injectif, le lemme de scindage nous donne que I(I) ' I ⊕ I〈1〉, donc I〈1〉 est
injectif : toute inflation I〈1〉 � � i / Z donne une inflation I⊕ I〈1〉 → Y , qui est alors scindée.
Donc I〈1〉 est injectif et f〈1〉 = 0, donc le foncteur 〈1〉 induit bien un endofoncteur C → C.

Proposition 3.28. Le foncteur 〈1〉 : C → C que nous avons construit est une autovalence.

Démonstration. L’application induite par 〈1〉 sur les morphismes est clairement Z-linéaire.
On construit explicitement le quasi-inverse 〈−1〉 de 〈1〉 : notre construction de ce dernier ne
faisait appel qu’aux objets injectifs, en effectuant un raisonnement similaire sur les objets
projectifs, on obtient des diagrammes de la forme

X〈−1〉 � � iX /

′′f
��

P (X)
pX / /

′f
��

X

f

��
Y 〈−1〉 � �

iY
/ P (Y ) pY

/ / Y
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et donc un foncteur 〈−1〉 : C → C, et sous la condition de Frobenius, un foncteur C → C.
On considère la conflation

X〈−1〉 � � / I(X〈−1〉) / / X〈−1〉〈1〉

Par la proposition 3.16, on a un diagramme commutatif

X〈−1〉 � � / I(X〈−1〉)
γX
��

/ / X〈−1〉〈1〉
ηX

��
X〈−1〉 � � / P (X) / / X

où ηX est un isomorphisme dans C.
Soit f : X → Y un morphisme, on obtient deux diagrammes commutatifs

X〈−1〉 � �
ιX〈−1〉/ I(X〈−1〉)

γX
��

πX〈−1〉/ / X〈−1〉〈1〉
ηX

��
X〈−1〉 � � iX /

′′f
��

P (X)

′f
��

pX / / X

f

��
Y 〈−1〉 � � iY / P (Y )

pY / / Y

et X〈−1〉
′′f
��

� �
ιX〈−1〉/ I(X〈−1〉)

(′′f)′

��

πX〈−1〉/ / X〈−1〉〈1〉
(′′f)′′

��
Y 〈−1〉 � �

ιY 〈−1〉/ I(X〈−1〉)
γY
��

πY 〈−1〉/ / Y 〈−1〉〈1〉
ηY

��
Y 〈−1〉 � � iY / P (Y )

pY / / Y

Ces deux diagrammes donnent deux morphismes fηX et ηY (′′f)′′ qui sont donnés à partir
de ′′f : X〈−1〉 → Y 〈−1〉, donc ils sont égaux dans C, donc η donne bien un isomorphisme
naturel dans C entre 〈−1〉〈1〉 et 1C, on construit de même un isomorphisme 〈1〉〈−1〉 → 1C
qui donne le résultat.

Il nous reste à montrer l’isomorphisme naturel

E(−, ?) ' C(−, ?〈1〉)

Soient X, Y ∈ C, on a une suite exacte

C(Z, I(X))
π̃X // C(Z,X〈1〉)

((δX)#)Z // E(Z,X) // E(Z, I(X))

Par le lemme 3.25, on a E(Z, I(X)) = 0, donc ((δX)#)Z : C(Z,X〈1〉) → E(Z,X) est un
épimorphisme, le noyau de ce morphisme est l’image de C(Z, πX), c’est à dire les morphismes
Z → X〈1〉 qui se factorisent sur I(X).

Lemme 3.29. Soient X,Z ∈ C, les morphismes Z → X se factorisant sur I(X) sont
exactement ceux se factorisant sur un objet injectif quelconque.

Démonstration. Comme I(X) est un objet injectif, l’implication directe est évidente, réci-
proquement, soit I un objet injectif, f : Z → I et g : I → X, on veut montrer que gf se
factorise sur I(X). Comme I(X) est projectif, le morphisme g se factorise sur la déflation
I(X)→ X〈1〉, donc g et gf se factorisent sur I(X).

Ce lemme et le premier théorème d’isomorphisme pour les groupes abéliens nous donne donc
un isomorphisme

ϕX,Z : C(Z,X〈1〉)→ E(Z,X) = E(Z,X)
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qui à f associe f ∗δX . Il nous reste à vérifier la naturalité de ϕ−,?, soient X, Y, Z, Z ′ ∈ C,
z : Z ′ → Z et f : X → Y , on doit montrer la commutativité du diagramme

C(Z,X〈1〉) C(z,f〈1〉) //

ϕX,Z

��

C(Z ′, Y 〈1〉)
ϕY,Z′

��

E(Z,X)
E(z,f)

// E(Z ′, Y )

soit γ : Z → X〈1〉, on a

ϕY,Z′(C
(
z, f〈1〉

)
(γ) = ϕY,Z′(f〈1〉γz)

= z∗γ∗(f〈1〉)∗δY
= z∗γ∗f∗δX

= z∗f∗ϕX,Z(γ)

soit exactement la commutativité voulue. Par le théorème 3.2 on obtient donc

Théorème 3.4. La structure extriangulée de la catégorie stable d’une catégorie extriangulée
de Frobenius est une structure triangulée.
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