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Introduction

Le présent travail a pour but de motiver et d’introduire la théorie des catégories extriangulées,
au travers notamment de l’étude de sous-catégories pleines et stables par extensions des
catégories triangulées. Inspiré par 'approche de 13|, nous mettons en évidence un lien entre
ce type de catégories et les catégories exactes, notamment dans les définitions de la notion
de conflation, qui donne des résultats analogues dans les deux configurations.

Une structure se retrouvant dans ces deux cadres est celle d’extension d’une conflation,
une démarche naturelle consiste a classifier ces extensions, au moyen d’un foncteur Ext,
nous détaillons cette construction pour les catégories abéliennes dans la premiére partie.
Les catégories extriangulées sont introduites en prenant le contrepied de cette démarche,
en introduisant d’abord une notion d’extension (au travers d’un foncteur imitant le Ext®
des catégories abéliennes), puis en construisant les conflations d’aprés les extensions. Cette
méthode posséde 'avantage de pouvoir s’appliquer assez naturellement aux contextes cités
plus haut, elle donne donc une vision unificatrice et fructueuse sur ces notions.

Pour mettre en évidence ’aspect naturel et intuitif de I'introduction des catégories extrian-
gulées, nous effectuons certains rappels sur les catégories triangulées, en exposant certains
aspects des définitions que nous n’avions pas développés dans [2|, tout ceci pour en venir
a I'étude des sous-catégories stables par extensions des catégories triangulées, que 'on peut
considérer comme 1’exemple holotypique de catégorie extriangulée, cette étude nous meéne a
un résultat tres similaire au cas des catégories exactes, a savoir la triangulation de la catégorie
stable d’une catégorie de Frobenius (dans un sens a préciser), nous terminons en explicitant
un tel résultat pour les catégories extriangulées en toute généralité.

Je tiens a remercier M. Yann Palu, pour avoir accepté de diriger ce mémoire, pour sa dis-
ponibilité, son aide précieuse et éclairante. Je tiens également a remercier mon frére Arthur,
pour ses références instructives et pour sa patience.

Tout au long de notre exposé, nous citons fréquemment |2, que nous considérons comme un
pré-requis a ce mémoire, les définitions élémentaires de théorie des catégories sont supposées
familiéres au lecteur, nous fixons néanmoins certaines notations et conventions qui peuvent
différer de celles utilisées dans [2] :

- Les catégories considérées sont par défaut supposées localement petites.

- L’ensemble des morphismes entre deux objets X et Y d’une catégorie C seranoté C(X,Y),
ot Hom 4(X,Y") dans le cas ou C = A — 9Mod.

- Une application de la forme C(X, f) sera notée ]7, et une application de la forme C(f, X)
sera notée f en ’absence d’ambiguité sur la catégorie C considérée.

- La composition de deux morphismes f et g sera le plus souvent notée fg au lieu de fog
par soucis de concision.

- Par manque de temps, nous choisissons d’ignorer les problémes logiques et ensemblistes
posés par 1’étude de certaines catégories.



Premiére partie

Rappels et compléments

1.1 Adjonction

1.1.1 Définitions

Une notion fondamentale dans la théorie des catégories, que nous n’avons pas développé
dans est la notion d’adjonction des foncteurs, nous allons donc en donner les premiers
résultats, ainsi que quelques exemples fondamentaux qui nous resserviront dans la suite.

On se donne deux catégories (localement petites) C et D, ainsi que des foncteurs F': C — D
et G: D — C (on notera F' : C = D : G). On cherche a formaliser I'idée que pour A € C
et B € D, la donnée d'un morphisme F(A) — B est ’sensiblement la méme’ que celle d'un
morphisme A — G(B) : on souhaiterait transporter 'information d’un morphisme entre les
deux catégories.

Définition 1.1. Soient C, D des catégories, F' : C = D : G des foncteurs. On dit que F' est
adjoint a gauche de G, et G est adjoint a droite de F, noté F' 4 G si, pour tous objets
A € C, B € D, il existe une bijection w45 : C(A,G(B)) — D(F(A), B), qui respecte les
axiomes de naturalité suivants :

e Pour toute suite de morphismes composables A’ —p>A'*f>G(B) dans C, le dia-

gramme suivant est commutatif :

F(A)
F(p) Yg(f)
I
F(A ) SDA/,B(fOP) B

e Pour toute suite de morphismes composables F(A) 2> B> B dans D, le dia-
gramme suivant est commutatif :

G(B)
WA}V w
A G(B)

-1
¢4.p(a09)

Le choix d'une telle famille de bijection ¢_ » est appelée une adjonction entre F' et G.

Cette premiére définiton est issue de [11], et semble quelque peu ad hoc en premiére lecture,
il se trouve qu’elle peut étre interprétée comme une transformation naturelle entre deux
foncteurs.

On considére les catégories C? x D et €ns, soit (A, B) € C°? x D, par définition on a

(C®? x D)((A, B),(A",B")) =C?(A,A") x D(B,B") =C(A", A) x D(B, B')
On construit un foncteur H : C x D — Ens en posant H(A, B) := D(F(A), B) € €ns, et
pour (f,g) € C(A",A) x D(B, B’), on pose
H(f,g9): D(F(A),B) — D(F(A),B)
k — gkF(f)



Comme F' est un foncteur covariant, la correspondance H donne un foncteur covariant, en
effet pour une suite de morphismes dans C? x D de la forme

(A, B) (fvg) (A/,B/) (fl:gl) (A//,B//)

On a

H(f" o f,g 0 g)(k) = g gkF(f o [)
=g gkF(f)F(f")
=H(f',g") o H(f,g)(k)

On note alors D(F'(—),?) ce foncteur, on définit de maniére analogue le foncteur C(—, G(?)).

Lemme 1.1. La donnée d’une adjonction entre F' et G est équivalente a celle d’un isomor-
phisme naturel entre les foncteurs D(F(—),?) et C(—,G(?)).

Démonstration. (=) Par définition, une adjonction est une collection de bijections
vap:D(F(A),B) = C(A G(B))

il reste a vérifier que cette collection donne un isomorphisme naturel. Comme les ¢_ » sont
des bijections (donc des isomorphismes dans €ns), il suffit de vérifier que I'on a une transfor-
mation naturelle. Soit donc (f,g) : (4, B) — (A’, B') un morphisme dans C? x D, on veut
montrer que le diagramme suivant est commutatif :

C(A,G(B)) —LE9 o q(B))

QOA,Bl j@A’,B’

/ !
D(F(f).9) D(F(4). B)

Autrement dit, que 'on a, pour k : A — G(B)
o (G(9)kf) = gpas(k)F(f)

& G(9kf = ¢a p(9pas(k)F(f))
Or par le premier axiome de naturalité on a @4 p(k)F(f) = ¢paps(kf), et par le second,
gog,{B,(ggoA/,B(k:f)) = G(g)goz,l’B(gpA@B(kf)) = G(g)kf. Donc ¢_» donne bien un isomor-
phisme naturel.
(<) De méme soit ¢_» donnant 'isomorphisme naturel, par hypothése les ¢4 5 sont des
bijections, et on a, pour tout (f,g) : (A, B) — (A", B') et k : C(A,G(B)), la relation de
commutativité suivante :

oap/(G(9)kf) = gpan(k)F(f)

En particulier, pour g = 15, on retrouve la premiére relation de naturalité, et pour f = 14,
on retrouve la seconde, donc ¢_ » donne une adjonction entre F' et G. O]

Remarque. L’adjonction & gauche est duale de I'adjonction a droite : si F': C = D : G sont
des foncteurs, avec F' - (G, alors on a G H F°P avec les foncteurs F'P : CP <= DP . GP.



Exemple. Un exemple élémentaire d’adjonction est l’adjonction libre— oubli : Pour la majo-
rité des structures algébriques classiques (monoide, groupe,...) on peut considérer un foncteur
dit ’foncteur d’oubli’ qui associe aux objets leurs ensembles sous-jacents et aux morphismes
les applications sous-jacentes. Réciproquement, on peut, a partir d’'un ensemble construire
un objet algébrique correspondant, dit ’libre’. Dans le cas des espaces vectoriels sur un corps
K, on obtient ainsi deux foncteurs Vect <= Ens, qui sont en fait adjoints : construisons plus
précisément le foncteur libre dans ce cas :

Soit S un ensemble, on pose

L(S):={\:S = K | #(\ YK*")) < oo}

I’ensemble des fonctions non nulles seulement sur un nombre fini d’éléments de S. Cet en-
semble forme clairement un K-espace vectoriel, et S s’identifie naturellement & une base de
L(S) par s — 1;5. Donc une application f : S — S” donne naturellement une application
linéaire L(f) : L(S) — L(S") (puisque I'image de L(f) est déterminée sur une base de L(S)).
Heuristiquement, ’adjonction libre/oubli ici nous permet de dire qu'une application linéaire
L(S) — V est essentiellement la méme chose quune application S — F(V') (ou F' désigne le
foncteur d’oubli), ce que 'on sait déja intuivitement : il suffit de fixer I'image d’une base, ici
S, pour déterminer complétement une application linéaire.

Construisons explicitement ’adjonction : fixons S € Enset V € Vecty, pour g € Hom g (L(s), V),
on définit pgyv(g) : S — F(v) par ¢sv(g9)(s) = g(s) pour s € S. Dans l'autre sens, pour
F:S — F(v), on définit ¢gy : L(S) = V par ¢¥sv(f)(s) = f(s) pour s € S et étendu par
K-linéarité. Les deux fonctions ¢g v et 15y sont clairement des bijections réciproques, il reste

a voir qu’elles donnent une adjonction : Soit L(A) —2 > B—"~ B’ une suite de morphismes
composables dans Vectg, on a

pap(qog)=qog(s)=q(g(s)) et F(q)par(g)(s)=F(q)(g(s)) = q(s)

Et pour A'—2> A JoF (B’) est une suite de morphismes dans €ns, on a

Yap(fop): Y Ase > Af(p(s) et Yan(f)oLp): > As—tan(f) (Z &p(s))

seS seS seS seS

Et comme par définition ¢4 p est K-linéaire, on obtient bien le résultat.

Exemple. Soient A, B des ensembles, on considére Ax B leur produit cartésien et €ns(A, B) €
¢ns. On obtient naturellement deux foncteurs — x B et €ns(—, B), en fixant B. On a aussi
une bijection
Cns(A x B,C) — €ns(A, €ns(B,C))
((a,b) »¢) +—  (a— (b—0))

Qui donne également une adjonction entre les deux foncteurs considérés.

Remarque. On se place dans €at, on considére [1] la catégorie a un seul objet et son identité,
il s’agit d’un objet terminal dans €at. Pour une catégorie C, la donnée d’un foncteur [1] — C
correspond a celle d'un objet de C. Dire d’un foncteur F' : [1] — C est adjoint a gauche
(resp. a droite) du foncteur C — [1] est équivalent a dire que F(1) est un objet initial (resp.
terminal) dans C :

Si F est un adjoint a gauche de C — [1], on a par définition une bijection entre [1](1,1) = {1}
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et C(F (1), B) pour tout objet B de C, donc C(F(1), B) est un singleton et F(1) est initial.
Réciproquement si F'(1) est initial, on vérifie immédiatement que 'unique bijection entre
[1](1,1) et C(F (1), B) respecte les axiomes de naturalité.

Pour la seconde équivalence, on applique le méme raisonnement en remplacant C par C°.

Lemme 1.2. Soient C1,Cs,Cs trois catégories et des foncteurs

F F’
— —
Ci Ca Cs
~ ~
G G’

SiFAG et F" 4G, alors F'o FF 4G o G'.

Démonstration. On a des isomorphismes naturels ¢ : Co(F(—),?) — Ci(—,G(?) et ¢ :
Cs(F'(—),7) = Co(—,G'(?7)), on construit alors

nxy : Cg(F/F<—>, ?) — Cl<—, GG/<?))

Comme 7xy = ¢x,¢/(v) © Vrx),y, on vérifie facilement que 1 donne la transformation natu-
relle voulue. O

1.1.2 Unités et co-unités

Pour C et D deux catégories, ' : C = D : G des foncteurs adjoints, on a vu que l'on avait
un isomorphisme naturel entre les foncteurs

En particulier, en remplagant ? par F'(—), on obtient un isomorphisme
D(F(=), F(=)) ~C(=,GF(-))

Donc pour tout objet A € C, on a une bijection D(F(A), F(A)) et C(A,GF(A)), on pose
alors €4 I'image de 1p(4) par cette bijection. De méme on a un isomorphisme

D(FG(7),7) ~C(G(7),G(7))
on fixe alors np comme l'image de 1g(p) par cet isomorphisme pour B € D.

Définition 1.2. La collection de morphisme ¢ est appelée 'unité de 'adjonction, et n sa
co-unité.

Lemme 1.3.
(a) L’unité € de l'adjonction F 4 G est une transformation naturelle 1o — GF'.

(b) La co-unité n de l'adjonction F' 4 G est une transformation naturelle FG — 1p.



Démonstration. Soient A, B € C, on doit montrer que le diagramme suivant est commutatif :

A— 7 . p
GF(A) 5= GF(B)

Par définition, on a g4 = gole(A)(lp(A)), on a alors

GF(f)o @Z}F(A)(lF(A)) = SOZ}F(B)(F(JC) © Lp(a))
= SOZ}F(B)HF(B) o F(f))
= SOJ_B}F(B)(lF(B)) of
=e¢epof
Pour le cas de 7, on raisonne de maniére duale : la co-unité de ’adjonction F' 4 G correspond

a I'unité de I'adjonction G - F°P. n

Bien-siir € et n dépendent du choix de ’adjonction ' 4 G, et en général il y a plusieurs choix
possibles. Par ailleurs, il existe une forme de réciproque au résultat précédent permettant de
construire une adjonction entre deux foncteurs aprés s’étre fixé son unité, ou sa co-unité

Proposition 1.4. Soient C, D deux catégories, F': C = D : G deux foncteurs,

(a) Sie:1lec — GF est une transformation naturelle telle que
Va: X - GY),B:F(X)=Y | GPex =a

Alors il existe une adjonction F' 4 G dont € est l'unité.

(b) Sin: FG — 1p est une transformation naturelle telle que
Va:F(Y)— X,35:Y - GX) | nxF(B) =«
alors il existe une adjonction F'+= G dont n est la co-unité.

Démonstration. On montre le premier point, dual du second. Pour f € D(F(X),Y), on pose
Yxy(B) = G(B)ex, on obtient une application D(F(X),Y) — C(X,G(Y)). Par hypothese
cette application est une bijection, on montre alors que la famille w:}? donne une adjonction
FAG:

SsioAPaa L (B) est une suite de morphismes dans C, on veut montrer

Uatp(fop)) =¢5s(f) o F(p)

Or on a
Y s(Wxp(N)F () = Gy (/) F(p)ea
= G(Wap()GF(p)en
= G(Y,'(f))eap  Car € est une transformation naturelle
= Yas(Was(f))p
=/fop

Soit le résultat voulu.



- Si F(A)2— B—'> B’ est une suite de morphismes dans D, on veut montrer

bap(qog) = G(@)Pan(9)
Or par définition de ¢_-, on a

VYap(gog)=G(goglea=G(q)G(g)ea = G(q)vba,p(9)
D’ou le résultat.
O

Lemme 1.5. Soient C,D des catégories, F' : C <= D : G des foncteurs, et € : 10 — GF,
n: FG — 1p des transformations naturelles. On a équivalence entre :

(i) Les compositions np—y o F(e_) et eg(y o G(17) sont identitaires.
(i1) On a une adjonction F' 4 G avec € (resp. n) lunité (resp. la co-unité).

Démonstration. (=) On considére les applications

pxy: DIFX)Y) — C(X,GY) _ dxy: C(X,GY) — D(FX.Y)
f —  G(F)ex g — v F(g)

On va montrer que ces applications sont inverses I'une de 'autre. Comme 7 est une transfor-
mation naturelle, on a fnpx) = 7y FG(f). Donc

ny o F(Gfoex)=nyoFG(f)o Fex
= fonpx)o Fex
=f
par hypotheése, et de méme
G(ny o F(g))oex =G(ny) o GF(g) oex
=G(ny)oeyoy
=49

On applique alors le lemme précédent.
(<) Si F' 4 G avec € et n les (co)-unités, soit,

vap:D(F(A),B) - C(A G(B))
qui donne ’adjonction, le diagramme suivant est donc commutatif

D(F(X),f)

D(F(A), B') D(F(A), B)

‘pA,B’L L‘PA,B

C(A G(B)) gy ClA G(B))

our tout f: B’ — B, en particulier pour B’ = F'(A), on obtient
p p

pap(f) =pap(fola)=was((F(A), f)(1ra))
= (A, G(f)) o parw(lrw)
=G(f) o parwm(lra)
=G(f)onx



par définition. De méme pour tous g € D(A,G(B)), on a ngB = ey o F(g), pour A =G(B)
et g = lgm)- On a pamy),s(las)) et donc
lay = vam),B(es) = G(e) o Na(B)

on obtient de la méme maniere 1p4) = Npa) © F(ea). O

Proposition 1.6. (Unicité de [’adjoint)
Sotent C, D des catégories, F : C = D : G, Gy des foncteurs, alors on a

(a) Si F 4Gy et F 4Gy, alors Gy ~ Gy comme foncteur.
(b) Si FE Gy et FF Gy, alors Gy ~ Gy comme foncteur.

Démonstration. Dans le premier cas, on a par définition
C(= Ga2(?)) 2 D(F(=),7) = C(—,G1(7))
On a donc ¢ : C(—,G1(?)) = C(—, G2(?)) un isomorphisme naturel. Soit A € D, on a
vy (p),p : C(G1(D), G2(D)) — C(G1(D), G2(D))

ON POSe Tp = Pa, (D), D(1G2( p)), on montre que 7 définit un isomorphisme naturel entre Gy
et GQ.
Soit f: A — A’, on a le diagramme commutatif

$G1(A),A

C(Gr(4), Gr(4)) C(CA(4), Ga(A))
C(Gl(A)vCh(f))L JC(Gl(A),Gz(f))
C(Gh(4), Gy (A) C(Gh(A), Ga(A)

Pey(a),A7
en suivant 1g, 4y € C(G1(A), G1(A)), on obtient

Go(f)op = SDGl(A),A’(Gl(f))

Et de méme, ga)a(G(f)) = Tar o G(f). Donc Go(f) o 7p = 7p o G(f) et T est une
transformation naturelle. Ensuite, comme ¢ est un isomorphisme naturel, on obtient 74 =
¢aa),4(lgay) est un isomorphisme, donc 7 est un isomorphisme naturel, on raisonne de
méme pour le second cas. ]

Proposition 1.7. Soient C,D deux catégories, et F': C = D : G des foncteurs, avec F' 4 G,
on a équivalence entre

(i) F est une équivalence.

(i) G est une équivalence.
Démonstration. Si F' est un équivalence, alors, en notant G’ : D — C le quasi-inverse de F,
on a un isomorphisme naturel € : 1o — G'F. On a alors ' 4 G’ d’unité ¢ sous certaines

conditions sur &, qui sont remplies car € est un isomorphisme. Donc G ~ G’ par la proposition
précédente, comme G’, on tient un raisonnement dual pour la réciproque. ]

En fait cette preuve nous permet de dire un peu plus :
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Corollaire 1.8. Soient C, D deux catégories, et F': C — D une équivalence de quasi-inverse
G, alors F 4G et G4 F, et les unités et co-unités sont des isomorphismes.

Avant de poursuivre, nous donnons deux exemples d’adjonction pratique, issus de la théorie
des représentations des groupes (cf [17]).

On se donne R et S deux anneaux, on peut considérer les catégories MMod — R et NMod — .5 des
modules & droite sur R et S. Si B est un R — S-bimodule, on obtient un foncteur covariant

—®p B :Mo0— R — IMod— 5

et de méme, on a un foncteur covariant Hom (B, —) : 9od — S — Nod — R.

Lemme 1.9. Pour R, S deux anneauzr, B un R — S-bimodule. Alors les foncteurs — ®r B
et Hom ¢(B, —) sont adjoints.

Démonstration. Soit A un R-module a droite et C' un S-module a droite, on veut construire

une bijection
Tac : Hom (A ®g B,C) — Hom r(A, Hom g(B, C))

Soit f: A®gr B — C un morphisme de S-module & droite, on pose
(Tacf) rar (b= fla®D))

Commengons par montrer que 74 ¢ f(a) est bien S-linéaire a droite : soient s € S et b,V € B,
on a

(TAycf) (a)(b’ + bs)

fla® (b+1b.s))

fla®@b+ (a®V).s)
fla®@b)+ fa®b).s

= (Tacf(a)(0) + (Tacf(a) (V)5

Donc 74 ¢ f(a) € Hom g(B, (), ensuite montrons que 74 ¢f est R-linéaire, soient r € R,
a,a € Aetbe B :

macf(a+tra)() = f((a+rd) @ b)
= f(a®b) +rf(d @)
= Tacf(a)() + rracf(a)(b)

Donc 74 ¢ f € Hom (A, Hom g(B, C)), construisons une réciproque a 74 ¢ : on pose
pac g+ ((a,0) = g(a)(b))

Comme lapplication (a,b) — g(a)(b) est clairement R-balancée, elle induit un morphisme
A®r B — C, on obtient donc une application o4 ¢, clairement réciproque de 74 ¢.
Montrons enfin que 7 respecte les conditions de naturalité d’une adjonction :

o Soit A'—"~ AL Hom s(B,C) une suite de morphismes composables, on a
Tao(fop)(d ®@b) = (fop)(d) (D)
fp(a))(b)

—TA,cf( (a) ®0)
= (tacfo(p®B)a®b)

11



e Soit A9p B—2~C—1~(C",ona

Ta,cr(99)(a)(b) = q(g(a @ b))
= Hom (B, q) o g(a ® b)
= Hom 5(B, Q) o Ta,cg(a)(b)

D’ou le résultat. [

Cette adjonction s’applique au cas des modules induits pour prouver la réciprocité de Frobe-
nius :

Lemme 1.10. Soient G un groupe, H < G un sous-groupe, R un anneau commutatif. Alors
les foncteurs

1< RH — 9Mod — RG — Mod et 1S RG — Mod — RH — Mod

Sont adjoints l'un de lautre.
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1.2 Quelques points d’algébre homologique

Dans [2], nous avons introduit la notion de complexes sur une catégorie abélienne, afin de mo-
tiver I’étude des catégories homotopiques et dérivée d’une catégorie abélienne. Ces différentes
catégories permettent notamment 'introduction des notions d’homologies et de foncteurs dé-
rivés, nous (ré)introduisons ces notions ici, et donnons des résultats qui porterons leurs fruits
dans la section suivante, en nous appuyant principalement sur [2] et [5].

1.2.1 Compléments sur les complexes d’une catégorie abélienne

Fixons a partir d’ici deux catégories abéliennes A et B. Dans |2|, nous avons parlé de com-
plexes de chaines : nous avons posé un complexe comme une suite de morphismes compo-
sables dans A :

dfﬂ dX X dx_y X dx_y
T T Apl T T Ap T T Ap1 T ot

telle que d2X ,dX = 0 pour tout n € Z, nous avons pris la convention que les différentielles

sont de degrés décroissant : d=X : X,, — X,_;. La convention duale existe également : on
appellera complexe de cochaines une suite de morphismes composables dans A :

d§+2 d§+1 ax dx_y
e n+1ﬁXnﬁanlﬁ“"'

telle que dXsX | = 0 pour tout n € Z.

Ces deux conventions illustrent surtout une différence de notation, un complexe de chaines
pouvant étre facilement vu comme un complexe de cochaines (en posant notamment X, :=
X_,, et en réindexant les différentielles).

Cette distinction reste néanmoins présente pour des raisons pratique : il peut étre désa-
gréable et contre intuitif de modifier I'indexation sur des complexes apparaissant dans des
cas concrets, on remarquera cependant qu’un complexe de cochaines sur A induit un complexe
de chaines sur A, et inversement.

Etants donné un complexe de cochaines (X, d,)nez, on peut considérer pour n € Z les
objets Ker d,, et Imd,_;, dans le cas spécifique ou le complexe serait une suite exacte, ces
deux objets sont égaux par définition, mais dans le cas général, on a simplement une injection

Imd,_; — Ker d,

On peut alors considérer le conoyau de cette injection : le quotient
Hn(X) = Ker d, /Im d, 1

que l'on définit comme la n-éme cohomologie du complexe X. De maniére duale dans un
complexe de chaines, on a

H,(X) = Ker dy11 /Im d,
la n-éme homologie telle que définie dans [2], on a les définitions suivantes

e Un complexe est donc par définition exact si et seulement si H"(X) = 0 pour tout n € Z,
on parlera alors de complexe acyclique.

o Les éléments de Ker d,, sont les n-cobords.

e Les éléments de Imd,,_; sont les n-cocycles.
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On a vu dans [2| que les complexes d’'une catégorie pré-abélienne A forment une catégorie
C(A), abélienne quand A est abélienne, nous introduisons ici quelques notations définissant
des sous catégories utiles de C(A) :

e On notera C*(A) la catégories des complexes bornés supérieurement, i.e tels que
ng€Z | n>ng=X,=0

e On notera C~(A) la catégories des complexes bornés inférieurement, i.e tels que
ng€Z | n<ng=X,=0

e On notera C(A) la catégories des complexes bornés, i.e bornés supérieurement et infé-
rieurement.

On peut aussi considérer des définitions analogues sur la cohomologie, un complexe sera dit
de cohomologie bornée supérieurement si

dng€Z | n>ng= Hy(X)=0

et de méme pour un complexe de cohomologie bornée et de cohomologie bornée infé-
rieurement, on notera respectivement C*F(A),C"~(A) et C"*(A) les catégories formées de
ces complexes.

En toute généralité, on considérera les catégories de la forme C*¥(A) pour z,y € {<, +, —, b},
ces catégories sont toutes abéliennes quand A est abélienne.

Remarque. On a de maniére analogue les notations pour les catégories K*Y(.A).

On a vu que si A admet suffisamment de projectifs, tout objet X € A admet une résolution
projective :

d2 dy do

P, P Py—=X 0

Qui donne un complexe de chaines d’objets projectifs P :

d2 dy do

Py Py Py 0
Exact en tous degrés sauf en 0 avec
HO(P) — Ker P0—>O/Imd0 :PO/KGI'FE =X
Notation. (Diagramme total d’'un morphisme)
On a vu dans |2| que tout morphisme f : X — Y au sein d’une catégorie abélienne induit un

diagramme commutatif contenant son noyau, conoyau, image et coimage. Nous redonnons ce
diagramme ici, afin de fixer les notations des morphismes de ce diagramme :

Cf s
Ker f X Y Coker f

U fY
fx\\ %/
0 Coim f 0
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Lemme 1.11. Soient deux complexes acycliques

P ...

X ...

ou P est une résolution projective de B.
Tout morphisme o : B — A se reléve alors en un morphisme de complexes X — P.

Démonstration. On a un morphisme ae : Py — A et ¢ : Xq — A un épimorphisme. Comme
Py est projectif, il existe oy : Py — X, faisant commuter

P[)—E)B

aol L

XO—/>>A

Ensuite, on construit les autres «,, récursivement : on pose, pour n > 0, ¢}, = Im f,, =
Ker f,_1 (égalité par acyclicité de X). Si a; est construit pour i < n, construisons o, : on
a

fnflandn = Oénfldnfldn =0

Donc «,,d, se factorise sur Ker f,,_; = C, par

Pn+1

andn
alan \

n—1

Comme f? : X,,; — C, est un épimorphisme et P,,; est projectif, on a un diagramme
commutatif
Pn+1

T

Xng1 fT> Cn

n

On a alors
fnan—‘rl = f»,’ffy/fan-‘rl = fylfcn = ;L_lcn = andn

Donc a1 respecte la relation de commutativité voulue, d’ou le résultat. O
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Lemme 1.12. Soient X, Y € A, P et QQ des résolutions projectives respectives de X et'Y .
Le morphisme 0 : X — Y se releve en un morphisme de complexes, homotope a 0, et tout
relevement du morphisme nul est un morphisme homotope a 0.

Démonstration. Le lemme [I.11] nous donne ’existence d’un relévement :

d3 P3 do P2 dy Pl dO PO 3 X O
l ag L a2 L [e%} l/ aQ lO
f3 QS f2 Q2 fl Ql fO QO E'/ Y O

Il nous reste & montrer que ce relévement est homotope a 0 (on aura le résultat car notre
relévement est arbitraire).
On pose C,, 1 := Ker f,, et Cy:=Ker &, on a

5’0(0 =0

on en déduit un unique morphisme dy : Py — Cp tel que ay = (€')'dp, comme Py est projectif
et foﬁ 1 Q1 — Im fy = Cy est un épimorphisme, on a

OHpOSG’yl:Oél—hodoZP1—>Q1,0Ila

Jon1 = foor — fohodo
= apdy — flkfiBhOdO
= apdy — f1k50d0
= apdy — (£')'60dy
= (g — ag)do
=0

Donc v, se factorise sur Ker fy = € par un morphisme v;, on obtient un diagramme com-
mutatif :

Donc
Y = fi,
= fo(fha)
= fifi
= flhO
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On obtient oy = hody + f1hq.

On construit les autres h; donnant I’homotopie récursivement : soit ¢ > 1 et supposons les
morphismes h; : P; — @41 construits pour j < i, soit vi41 := ap1 — hid;. On a fivigr =0
par hypothese de récurrence.

Donc 7,41 se factorise sur Cj ;1 par un v, on a donc un diagramme

Pita

Jhip1 7
V2 7 ’Y;Jrl
~
Qi+2 3 > Ci+1
i+l
Donc

fix1hi = ff%ﬂ
= Yi+1

Donc a1 = h;d; + fi;11hiy1, on a construit un morphisme h;,; donnant une homotopie entre
le relévement de 0 et le morphisme nul. O

Proposition 1.13. Soient X,Y € A deux objets isomorphes. Deux résolutions projectives
respectives de X et'Y sont isomorphes dans K~ (A).

Démonstration. Soient ¢ : X — Y un isomorphisme et deux résolutions projectives de X et

Y :

p- bop-2.p . p . p_ . X 0
Lso
Q: f3 QS fo Q2 fi Ql fo QO e Y 0

Par le lemme m, ¢ se reléve en un morphisme o : P — @, de méme ¢! se reléve en

5 :@Q — P, le morphisme Sa — 1p reléve donc le morphisme nul X — X, et de méme pour
a8 — 1g, donc a8 et Ba sont homotopes a l'identitée, d’ou le résultat. O

Corollaire 1.14. Deux résolutions projectives d’un méme objet sont isomorphes dans KK~ (A).

On a vu dans [2] qu'un morphisme de complexes induit des application sur les cohomolo-
gies (définition 47), et que deux morphismes de complexes homotopes induisent la méme
application en cohomologie, on a également :

Lemme 1.15. Soient X, Y € C*Y(A) deux complexes isomorphes dans K*Y(A), alors pour
tout n € Z, on a

H"(X) ~ H"(Y)

Démonstration. Soient « : X — Y un isomorphisme d’inverse 8 dans K*¥(A). Montrons que
le morphisme

H"(«) : HY(X) — H™"(Y)
est un isomorphisme. On a
Hn(Ck)Hn(ﬁ) — 1H"(Y) = H”(aﬁ) - Hn(ly) = H"(aﬁ - 1y)

Comme aff — 1y est homotope a 0, les deux induisent la méme application sur 1’homologie
( |2],proposition 3.17), donc nul ici, on obtient I'autre sens de méme. ]
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Lemme 1.16. (Lemme du fer a cheval)

Etant donnés
0 XY -7 0

une suite exacte courte dans A, et PX,PY des résolutions projectives de X et Z, on a un

diagramme de la forme

Pf s pf NP7 0

0

On peut alors construire PY une résolution projective de' Y donnant un diagramme commu-
tatif

et telle que la suite

0—=pX2.py 2. p7__.g
soit exacte et scindée dans C(A)[J

Démonstration. Pour n > 0, on pose PY := PX ® P? «,, := Lpx : PX — PY et 3, = Tpz !
PY — PZ,
Comme PZ est projectif, on a un relévement

ry
K7 lEZ

/
¥

1. On remarque que l'on ne fait pas d’hypothéses du type suffisamment de projectifs sur A, on construit
PY pour ainsi dire gratuitement & partir de PX et PZ
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On pose alors ¥ := 1%, on a en degré 0 un diagramme commutatif

P¥ s p¥ @ PZ - P

XY Z

™

Par le lemme du serpent ( [2], théoréme 3), on a Cokere¥ = 0, donc ¥ est un épimorphisme.
Nous devons maintenant définir la différentielle de PY, on va poser

= (% ) n e pg, o pY e

n

En construisant les e,, par récurrence.

e Par définition de ¢ et comme PZ est un complexe on a
w(df = Zdf =0

donc ¢dZ : PZ — Y se factorise . De plus, PX étant une résolution projective de X,
e¥ : P* — X est un épimorphisme et P? étant projectif, on a un relévement e, dans

By

7
€o yZ
Y ez

Ve

Pl ——X

Cdox{ LL

Y

e Sie, ;: P? — PX | est construit, par hypothése de récurrence on a

enod? (dZ sin>2

&Y penrdl = {doZdlZ sin=1 }

Donc e,_1d? se factorise sur Ker d*_, = Im dX_,. De plus, d>5 : PX — Imd¥ | est un
épimorphisme, et PnZJrl est projectif, on peut donc choisir un relévement

X
PTL
7z
en -~
7
Ve
7
VA X
Ps ——Imd,;_,

en% l

Y
Pn—l

On vérifie " . .
deY — dn dTH-l (_1)n(6ndn+1 - dn en—i—l) -0
n “n+1 0 dZdZ
n “n+1

par définition des e,. On a donc bien un complexe et une suite exacte courte scindée
(scindée par construction et car les PZ sont projectifs).
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Il reste & voir que PY est une résolution projective de Y. Par la suite exacte longue
d’homologie ( [2], théoréme 9), on a une suite exacte

T n—l(PY)—> n—l(PZ)6—>“HH(PX)—>HH(PY)ﬁ“"'

Comme PX et P? sont des résolutions projectives, leurs homologies sont nulles, donc
H,(PY) =0 en degré n > 1. Pour le degré 0, on a une suite exacte courte

0—>X ——> Hy(PY)—>Z——>0

toujours par suite exacte longue d’homologie, par définition de Hy(PY) comme quotient
d’un sous-objet de Y, on obtient un diagramme commutatif

0—=X —>Hy(PY)—=Z—>0

|+

0 X Y A 0

et on conclut par le lemme des 3.

1.2.2 Foncteurs dérivés

Dans [2], nous avons trés rapidement donné une définition de foncteurs dérivés a 'aide des
résolutions projectives, on peut également introduire les foncteurs dérivés en passant par
les catégories dérivés, les résolutions de Cartan Eilenberg et la théorie des suites spectrales
(comme dans [3] et [4]) mais cette construction nous emmeénerai trop loin dans la théorie par
rapport a notre objectif initial, nous utiliserons plutot 'approche de [5], Partie 4| [16, chapitre
2].

Reprenons la définition de foncteur exacts : Si F' : A — B est un foncteur covariant et
S§=0 X Y A 0 une suite exacte courte dans A.

o [ est dit exact a droite si il envoie S sur une suite exacte

F(X)—FY)—=F(Z)—=0
e F est dit exact a gauche si il envoie S sur une suite exacte
0—F(X)—=F(Y)—=F(2)

e [ est dit exact si il est exact & gauche et a droite.

De mémesi I’ : A — Best un foncteur contravariant et S = 0 X Y A 0
une suite exacte courte dans A.

e F est dit exact a droite si il envoie S sur une suite exacte
FZ)—FY)—F(X)—0

e Fest dit exact a gauche si il envoie S sur une suite exacte
0—F(Z)—F(Y)—F(X)

e [ est dit exact si il est exact a gauche et a droite.
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On veut pourvoir mesurer le "défaut d’exactitude" d’un foncteur de cette nature, on a pour
cela passer par 'homologie, on distingue plusieurs cas :

F est contravariant et exact a gauche : On suppose que A posséde suffisamment de pro-
jectifs, pour X € A on peut considérer une résolution projective de X :

POxX/O

En appliquant F' a cette résolution, on obtient un complexe de cochaines

do

Py

F(X)
X
0 F(Py) — F(P) 2 p(py) 2 p(py) — ..

F(do)
Définition 1.3. Le n-éme espace de cohomologie du complexe ci dessus définit la valeur du
n-éme foncteur dérivé a droite de I :

R"F(X) = H"(F(P)) = Ker F(dy) /ImF(dn_l)

Remarque. En particulier, on a
ROF(X) = Ker F(do) / Im0 — F(Ry) = Ker F(dg) = F(X)
Car F est exact a gauche.
Proposition 1.17. Notre définition de foncteur dérivé ne dépend pas de la résolution pro-
jective choisie, et induit une famille de foncteurs contravariants
R'F:A— B

Démonstration. Soient P et () deux résolutions projectives de X € A, par le corollaire
elles sont isomorphes dans IC(A), donc leurs images par F' sont isomorphes dans IC(B), donc
leurs cohomologies sont isomorphes (lemme [1.17]). Ensuite, R"F = H"(F(P)) est contrava-
riant car H" est un foncteur contravariant sur C(A). O

Donc notre définition est sensée (& un isomorphisme pres).

Proposition 1.18. Une suite exacte courte 0 X Y A 0 dans A induit
par F et ses dérivés une suite exacte longue dans B :

F(Z) F(Y) F(X) >

0
gRIF(Z) — ~R'F(Y) —=R'F(X) >
-l

R2F(Z)
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Démonstration. On choisit PX et PZ des résolutions projectives respectives de X et Z. Par
le lemme du fer & cheval (lemme , on a une résolution projective PY de Y telle que la
suite

0 pPX PY PZ 0

soit exacte et scindée dans C(.A). Comme F' est un foncteur, la suite

0—— F(P?)——=F(PY)——=F(P*)—=0
est scindée dans C(B), donc exacte et on obtient une suite exacte longue de cohomologie
0 —— HO(F(P?)) — H(F(PY)) — HO(F(PX)) —= H'(F(P?)) — - -
qui est exactement la suite voulue. O

Cette proposition nous permet de montrer que notre définition satisfait notre premiére mo-
tivation : si le foncteur F' est tout a fait exact, ses dérivés s’annulent.

Corollaire 1.19. Le foncteur F est exact si et seulement si
Vn>1,R"F=0

Démonstration. La condition est suffisante par la proposition précédente. Réciproquement,
si F' préserve les suites exactes, il envoie une résolution projective de X € A sur un complexe
acyclique, donc de cohomologie nulle, d’ott R"F(X) = 0 pour tous X € A;n > 1. O

Nous pouvons a présent définir les foncteurs dérivés d’autres types de foncteurs, en nous
ramenant a ce premier cas :

F est covariant et exact a gauche : On suppose que A admet suffisamment d’injectifs,
on considére le foncteur F’ : A°%? — B induit par F', il est contravariant et envoie une suite
exacte 0 X Y Z 0 sur

0—— F(Z) —> F'(Y) — F'(X)

il est donc contravariant exact a gauche, et A% admet suffisamment de projectifs, on définit
alors les dérivés a droite de F' comme les dérivés a droite de F” :

RUF(X) := H"(F(I))

ou I est une résolution injective de X dans A

Proposition 1.20. Notre définition ne dépend pas de la résolution injective choisie, induit
une famille de foncteurs covariants

R"F: A—B

Une suite exacte courte 0 X Y A 0 dans A induit une suite exacte

longue dans B :
F(Z) >

0
@) RIF(X)—=RIF(Y)—=RF(Z) >
al

F(X) F(Y)

R2F(X)

Démonstration. Découle immédiatement de notre définition et du cas précédent. O]
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F est contravariant et exact & droite : On suppose que A admet suffisamment d’injec-
tifs, on considére le foncteur F’ : A? — B° induit par F, il est contravariant et envoie une
suite exacte 0 X Y A 0 sur

0—=F/(Z)—= F'(Y)—>= F'(X)

il est donc contravariant exact a gauche, et A% admet suffisamment de projectifs, on définit
alors les dérivés a gauche de I’ comme les dérivés a droite de F” :

L,F(X) = H,(F(I))

ou I est une résolution injective de X dans A

Proposition 1.21. Notre définition ne dépend pas de la résolution injective choisie, induit
une famille de foncteurs contravariants

L, F:A—DB

Une suite exacte courte 0 X Y Z 0 dans A induit une suite exacte
longue dans B :

LoF(X) >

@ LiF(Z) — LiF(Y) —= L1 F(X) >

L>F(Z)

Démonstration. Découle immédiatement de notre définition et du premier cas. O

F(Y) F(X)——0

F est covariant et exact a droite : On suppose que A admet suffisamment de projectifs,
on considére le foncteur F’ : A — B° induit par F, il est contravariant et envoie une suite
exacte 0 X Y A 0 sur

0—— F(Z) —= F'(Y) — F'(X)

il est donc contravariant exact a gauche, et A admet suffisamment de projectifs, on définit
alors les dérivés a gauche de F comme les dérivés & droite de F” :

L,F(X):=H,(F(P))
ou P est une résolution injective de X dans A

Proposition 1.22. Notre définition ne dépend pas de la résolution projective choisie, induit
une famille de foncteurs covariants

L,F:A—B

Une suite exacte courte 0 X Y A4 0 dans A induit une suite exacte
longue dans B :

LoF(Z) >

L>£1F(X) L F(Y)—— L F(Z) >

L> F(X)

F(Y)

F(Z) ——=0
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Démonstration. Découle immédiatement de notre définition et du premier cas. O

Une fois passées ces définitions, nous allons les appliquer aux foncteurs A(?,—) et au pro-
duit tensoriel pour construire les foncteurs Ext et Tor, nous avons besoin pour ce faire de
I'exactitude de ces foncteurs.

Lemme 1.23. Soit A une catégorie abélienne, alors pour M € A, le foncteur
A(M, =) : A — b
est covariant exact a gauche.

Démonstration. Soit

o—=X—Joy 2.7 .0

une suite exacte courte dans A, on doit montrer que la suite

0—— AM, X) L% AM,Y) L= AM, 2)

est exacte.
Soit a € A(M, X), on a
foa=0=a=0

car f est un monomorphisme, donc f o — est un monomorphisme. Ensuite, gf = (go —)(f o
—) =0, il reste & montrer que

Ker (go—) D Im(fo—)
Soit B : M — Y tel que gf = 0, mais donc [ se factorise par f qui donne le noyau de g, d’ou
le résultat. O]
Remarque. Comme A(X, M) = A (M, X), le foncteur A(—, M) est contravariant exact a

gauche.

Il existe une forme de réciproque a ce dernier résultat, qui dépend de la notion de plongement
de Yoneda (cf [16] 1.6.11).

Lemme 1.24. Soit XYL 7 une suite de morphismes composables dans A. Si,
pour tout M € A, la suite

A(M, X) 5 A(M,Y) — A(M, 2)

est exacte, alors la suite X —=Y Loz est exacte.

Démonstration. Pour M = A, on obtient fa = B(a(14)) = 0.
Pour M = Ker 3, on a 3 : Ker 3 — Z donne B(5%) = 84° = 0, donc il existe 0 : M — A tel
que 3" = a(0) = ao, on en déduit que Im « respecte la propriété universelle de Ker (3. O

Une fagon commode de montrer l'exactitude a gauche ou a droite d’un foncteur et de le
réaliser comme faisant partie d’une paire adjointe :
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Proposition 1.25. Soient F : A< B : G une paire de foncteurs avec F - G.
Alors F' est exact a droite et G est exact a gauche.

Démonstration. On note 7 : B(F(—),?) = A(—,G(?)) I'isomorphisme naturel donnant 1’ad-
jonction. Soit
0 B’ B B” 0

une suite exacte courte dans B. Comme 7 est un isomorphisme naturel, on a, pour tout A € A

0—= B(F(A), B) — B(F(A), B) —= B(F(A), B")

lTA,B, lw LTA,B,,

0 —=A(A, G(B)) — A(A,G(B)) — A(A,G(B"))

La premiére ligne est exacte par le lemme comme les 7xy sont des isomorphismes, la
seconde ligne est également exacte, et ce pour tout A, donc par le lemme [1.24] la suite

0—— G(B') — G(B) — G(B")

est exacte, donc GG est exact a gauche.
Ainsi, FP : AP — B est adjoint & droite de G, donc exact & gauche, et F' : A — B est
exact a droite. O]

Exemple. Cette derniére proposition, associée au lemme , nous indique que le foncteur
— ®pg B est exact a droite, on peut alors définir

Tor #(A, B) := L, (— ®r B)(A)

le n-éme dérivé a gauche du foncteur — ®r B, on obtient donc les groupes Tor, qui dans ce
cas sont aussi des S-module & droite.
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1.3 Applications : classification des extensions et coho-
mologie des groupes

Nous verrons dans la suite que la définition de catégorie extriangulées fait intervenir en
premier lieu la notion d’extension sur une catégorie additive, cette notion est motivée comme
imitant le foncteur Ext! dans une catégorie abélienne ou triangulée. Ce foncteur, introduit
comme un foncteur dérivé, permet de classifier les classes d’équivalences d’extension d’une
suite exacte courte dans un sens a préciser.

1.3.1 Catégories exactes, extensions et somme de Baer

Dans un premier temps, nous allons nous placer dans le cadre d’une catégorie exacte &
(telle que définie dans [1| ou [2]), en effet les résultats que nous allons utiliser dans le cas
abélien restent vrais dans ce contexte sans perdre de généralité. Tous les résultats que nous
donnons s’adaptent naturellement au cas abélien, en considérant les conflations comme les
suites exactes courtes.

Etant donnés deux objets X, Z € £, on appellera extension de Z par X un triplet (Y, ¢, 7)
donnant une conflation dans £
X—~Y "7

Pour commencer, il est clair que tout objet isomorphe a Y induit lui aussi une extension, qui
ne nous apporte pas d’information supplémentaire par rapport a la premiére, nous devons
définir une certaine relation d’équivalence sur les extensions :

Définition 1.4. Soient X, Z € £ et deux conflations
Xy T 7 ot XLy Te 7

On dit que ces conflations sont équivalentes s’il existe un isomorphisme ¢ : Y — Y’ faisant
commuter le diagramme

X——~Y "~ 7

k

XY —~7

Remarque. Le fait que ¢ : Y — Y’ soit un isomorphisme nous permet de montrer que nous
avons bien défini une relation d’équivalence.

Nous allons munir les classes d’équivalence d’extensions d’une loi interne qui, dans le cas ou
les classes d’équivalences forment un ensemble, munira ce dernier d’une structure de groupe
abélien : la somme de Baer.

Dans un premier temps, nous donnons quelques résultats sur les catégories exactes qui nous
servirons dans cette construction :
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Proposition 1.26. Soit dans £ un carré commutatif

XY

l ly

X/(é/ Y/

Dans lequel les morphismes horizontaux sont des inflations, les assertions suivantes s’équi-
valent :

(i) Le carré est un pushout.
(i1) La suite
)
x y
X——=Y o X’<—\\)Y’
est une conflation.

(i1i) Le carré est bicartésien (i.e a la fois un pushout et un pullback).
(iv) Le carré s’inscrit dans un diagramme commutatif
Xty "oz
|
X—Y —7
L K

dont les lignes sont des conflations.

Démonstration. Les équivalences (i) < (ii) < (iii) sont déja montrées dans |2|, proposition
2.22.
(1) = (iv) Soit 7 le conoyau de ¢, on a

mt=0=0o0x
donc par propriété universelle du pushout, il existe un unique morphisme 7’ : Y’ — Z tel que
/=0 et 7Tly=m

On remarque que 7'y = 7 entraine que 7’ est un épimorphisme, montrons que 7’ réalise
Coker ' : soit g : Y — A tel que gt/ =0, on a

gyt =gl'lz =0

Donc gy = hm pour un unique h : Z — A, par propriété universelle de m = Coker¢. On
affirme que hn’ = g, ceci découle de la propriété universelle du pushout, car

hn'y =hr =gy et ho'l =0= g/

Comme 7" est un épimorphisme, la factorisation h de g est unique d’ou le résultat.
(iv) = (i7) On fait le pullback de
Y

™

Y —~Z7

™
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pour obtenir le diagramme commutatif

(les colonnes et les lignes sont exactes par le dual de l'implication précédente). Comme on a
un carré commutatif

Y:Y
yl Lfr
Y,—/>Z

il existe un unique morphisme k : Y — M tel que ¢’k = 1y et ¢k = 3.
Comme ¢'(1p; — kq') = 0, il existe un unique ¢ : M — X’ tel que

j' =1y —kq
Notons que ¢k = 0 car j'lk = (1, — kq¢')k = 0 et j' est un monomorphisme, de méme, on a
./

3 =y —kd)j =3

donc ¢j" = 1x toujours car j’ est un monomorphisme. Ensuite :

VU = (q5')tj
= q(ly — kq')j
=qj —qke
=—y
=z
donc £j = —f car ¢/ est un monomorphisme. On a enfin un isomorphisme

(= )

X Y ¢ X' Y’
\—u (k)
X¢ , M Y’
J q
q/
ol (k j' ) admet ( €> comme inverse. ]

En aura également besoin du résultat dual :
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Proposition 1.27. Soit dans € un carré commutatif

Dans lequel les morphismes horizontaux sont des deflations, les assertions suivantes s’équi-
valent :

(i) Le carré est un pullback.
(i1) La suite

(i1i) Le carré est bicartésien (i.e a la fois un pushout et un pullback).

v 7)

X YoX Y’

est une conflation.

(iv) Le carré s’inscrit dans un diagramme commutatif

X~y "7

B
XY~ 7

dont les lignes sont des conflations.

Corollaire 1.28. Soit X, Z € £ et (Y,i,m) une extension de Z par X.

(a) Tout morphisme z : Z — Z' dans & induit une extension de Z' par X par un diagramme

D G/

I,
XY =7

On note z*(Y' 1, ) cette extension.

(b) Tout morphisme x : X — X' dans £ induit une extension de Z par X' par un dia-

gramme
XY "7

o]

X’;\Y’—\Z

On note x.(Y, 1, ) cette extension.

Démonstration. Les deux points découlent immédiatement respectivement des propositions
et |1.27] en formant les pullbacks/pushout respectifs des morphismes donnés. O
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Corollaire 1.29. (Troisiéme théoréme d’isomorphisme de Noether Z]Y ~

Considérons dans € un diagramme de conflations

1l existe alors une conflation ze g

Y —~7

L b

X;\Y’—\Z’

-

Y// Y/I

(Z/X)/(Y/X))

7" qui compléte ce diagramme en un dia-

gramme commutatif, elle est entierement déterminée par cette condition, et le carré

est bicartésien.

Y "7

Y — 7'

™

Démonstration. On a 7'ur = 7't/ = 0 donc il existe un unique ' : Z — Z’ tel que v'm = 7'u.

On a vt/ = vur = 0 donc il existe un unique v’

Par la proposition le carré

Y "7

Y— 7'

: 7" =Y tel que v'n’ = .

est bicartésien, donc v’ est une inflation. La proposition donne un autre morphisme 7' —
Y faisant commuter le diagramme, il est par unicité égal & v’, ce qui donne le diagramme

voulu, unique par construction.

]

Remarque. L’analogie entre ce résultat et le troisiéme théoréme d’isomorphisme dans les
groupes apparait avec la notation Z = Y/X dans les suites exactes courtes (adaptée du cas

des modules)

Proposition 1.30. Tout morphisme de conflations

mduit un diagramme commutatif

XYy "7

ok

X/(é/ Y/ A/ Z/

L s

XY "7

=
| e )

X’C—Y’

i
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ot les carrés comportant un BC' sont bicartésiens, en particulier on a un isomorphisme
canonique entre X' Ux Y et Y' Xz Z.

Démonstration. On considére le pushout du diagramme
XY
|
X/
qui donne, par la proposition [1.26] un diagramme commutatif
X—~Y "7

b ]

X/(TMTZ

Comme le carré
Xt vy

S

X/Cé/ Y/

L

est commutatif, on a un unique morphisme y” : M — Y’ tel que ¥y = y et ¥'f = (¢. On
conclut car le dernier carré est commutatif (z est entiérement déterminé par f et y”,y" par
des propriété universelles). O

Notation. Pour X € £, on notera Ay == (1) : X = X @ X et Vx:=(11): X®X - X
(ces notations tiennent encore dans une catégorie additive quelconque).

Proposition 1.31. (Somme de Baer)

Soient X, Z € £, (Y,u,m) et (Y',/, ") des extensions de Z par X. On a alors une extension
YooY, e/ ndr) deZdZ par X & X.

La somme de Baer des extensions (Y, ¢, m) et (Y', )/, ') est définie par

(V) (Az) YaY e/ mner)

Démonstration. Conséquence du corollaire[1.28] on vérifie immédiatement que la classe d’équi-
valence de la somme ne dépend que de la classe d’équivalence des extensions de départ. [

Plus explicitement, la somme de Baer est définie par la premieére ligne du diagramme suivant

xJt g9 .z
e |
XoX— M Z

f g
e

XeX—YaV —=ZaZ

o’

Donné par le corollaire [1.28
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1.3.2 Groupe Ext! et classification

En revenant au cas du foncteur A(—, M) sur une catégorie abélienne possédant suffisamment
de projectifs, on peut définir ses dérivées a droite :

Définition 1.5. Soient A une catégorie abélienne admettant suffisamment de projectifs et
M € A. On définit le n-éme foncteur Ext associé & N comme le n-éme dérivé a droite du
foncteur A(—, N) : on note

Exty(M,N) :=R"(A(—,N))(M)
On a donc un foncteur Ext%(—, N): A — Ab
Remarque. On aurait également pu considérer les dérivés du foncteur A(N, —) quand A admet

suffisamment d’injectifs, on peut montrer (cf [16], théoréme 2.7.6) que ces deux définitions
des groupes Ext coincident. On peut donc voir les Ext comme des bifoncteurs

Ext : A% x A — b

de surcroit additifs, dans la suite, on utilisera librement 1'une ou l'autre de ces définitions,
on supposera donc que A admet suffisamment de projectifs ou d’injectifs selon les cas.

Dans le cas ou A est une catégorie de modules, elle admet suffisamment de projectifs, la
définition du Ext comme foncteur dérivé permet de retrouver un résultat connu d’algébre
homologique :

Lemme 1.32. Une suite exacte courte de module

0 M N P 0

induit pour X € A une suite exacte longue de groupes abéliens :

0 A(M,X)>

A(P, X)

A(N, X)

& Ext (P, X) — Ext L (N, X) — Ext (M, X) >

& Ext 2 (P, X)

et
0——AM, X) A(N, X) .A(P,X)>
g Ext (M, X) — Bxt (N, X) —= Ext 4, (P, X) >
& Ext2 (M, X)
Démonstration. Application directe des définitions et des propositions [I.1§ et [I.16] O
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Remarque. Bien-siir ce résultat se transpose identiquement au cas d’une catégorie abélienne
ou les Ext sont définis.

Nous allons maintenant montrer que, pour X, Z € A, le groupe Ext*(Z, X) est en bijection
avec ’ensemble des classes d’équivalences d’extensions de Z par X (qui est dans ce cas
effectivement un ensemble), on a méme un isomorphisme en munissant ce dernier ensemble
de la somme de Baer :

Lemme 1.33. Soient X, 7 € A, si Ext'(Z, X) = 0, alors toute suite exacte courte

est scindée.

Démonstration. Soient une telle suite exacte courte, on a une suite exacte de groupes abéliens

A(Y, X) —f>A(X, X) = Ext(Z, X)

Donc 1y, qui est par hypothése dans le noyau de 9, induit un morphisme ¢ : X — Y, qui est
une rétraction de f : X — Y d’ou le résultat par le lemme de scindage ( [2], lemme 2.6). O

On a utilisé dans la démonstration précédente qu'une suite exacte courte

£ 0—=xX-toy Sz g

induit un morphisme &, : A(X, X) — Ext (7, X).

Théoréme 1.1. La correspondance © : & — ¢(1x) donne une application de l'ensemble
des classes d’équivalence d’extensions de Z par X dans Ext(Z,X), qui est de surcroit un
1somorphisme de groupes.

Démonstration. On considére que A admet suffisamment de projectifs, on peut considérer
une suite exacte courte

0 M-—1sp A 0

ou P est projectifs. En appliquant A(—, Z), on obtient une suite exacte

AP, X) —1= A(M, X) —2~Ext {(Z, X) —=Ext (P, X) = 0

car P est projectif (caractérisations des objets projectifs : tous les épimorphismes de codo-
maine P sont scindés).

Donc le morphisme ¢ est surjectif. Pour z € Ext }(Z, X), on a un morphisme 3 : M — X tel
que 0(f) = x, on peut faire le pushout du diagramme

M—sp

d

X
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et on obtient, par la proposition [1.26| un diagramme a lignes exactes

0 M—.op A 0
| we ||
0 X——A Z 0

)

Par naturalité de J, on a que O((A4,1,)) = x, donc © est surjectif.

En fait cette construction donne une application ¢ de Ext }(Z, X') dans 'ensemble des classes
d’équivalences d’extensions, en effet si § € A(M, X) est un autre relévement de = par J, on
afe AP X) tel que /' =+ fj. Si X' est le pushout

M—1sp

alors le carré
M-
B+fj otif

est aussi un pushout, d’ott un isomorphisme qui donne une équivalence.
Réciproquement si (Y, f, g) est une extension de Z par X on a, comme P est projectif, un
diagramme commutatif

0 M—_.p Z 0
L
0 X Y Z 0

mais le carré est aussi un pushout (par proposition [1.26)), donc ¥(O((Y, f,9))) = (Y, f,g) et
O est injective.

On montre & présent que © est un morphisme de groupes, on considére (Y, f, g) et (Y, f', ¢')
deux extensions et (5, ¢, 7) leur somme de Baer, on doit montrer que ©(S) = O(Y) + O(Y’).
La construction précédente donne deux diagrammes commutatifs

0 M—_1.op 0 et 0 M—op Z 0

1 1k

0 X Y 0 0 X Y’ Z 0

On a un carré commutatif

P Z
o |
YooY —7Z707

donc un unique morphisme P — Z Xzg7z Y @Y’ =: M (cf construction de la somme de
Baer), on compose ce morphisme avec 3y’ : M — S pour obtenir un diagramme commutatif

0 M—_1.p 7z 0
I
0 X Y Z 0
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Donc O(S) =d0(y+7') =d(y) + (7)) =O(Y) + O(Y’) d'ou le résultat. O

1.3.3 Cohomologie des groupes

Dans [19] et [17], nous avons introduit "naivement" les groupes H'! et H* de cohomologie
des groupes, nous allons donner une définition de ces objets issue de [5], plus homologique,
avant de faire le lien avec la définition plus concréte.

On se donne R un anneau, G un groupe, RG 'anneau de groupe associé. Un élément général

de RG est de la forme
Z TG

geG

en identifiant G & un sous-groupe de (RG, x). On définit alors le morphisme d’augmen-
tation de RG par
€ RG — R

2ogeaTed T 2gea T

Son noyau Ker ¢ =: I(RG) est appelé idéal d’augmentation de RG. On remarque que

:U:ng.gEI(RG)@:U:x— (Z@) 1

geG geG

(:)O:ng.(g—l)

geG

sre({g—-1|geG})

Définition 1.6. Soient G' un groupe et M un ZG-module. Pour n € N, on définit le n-éme
espace de cohomologie du groupe G a coefficients dans M par

H"(G,M) = Ext7}.(Z, M)
ou Z désigne le ZG-module trivial.

Comme annoncé, nous allons maintenant décrire plus explicitement ces groupes pour n =
0,1,2.

Commengons par noter que dans [19], nous avons donné une définition dépendant d’un mor-
phisme a : G — Aut (M) et M € Ab. Un tel morphisme donne en fait une action de G sur
M qui en fait un ZG-module et on retrouve le cadre de la définition précédente. Dans le cas
d’un groupe G agissant sur un groupe abélien M par automorphisme, on notera H*(G, M)
les espaces de cohomologie.

Cas n =0 : On rappelle que pour M € ZG — Moo, on définit
MC:={meM|gm=mVgcG}
I’ensemble des points fixes de M sous 'action de G. On a alors

H(G, M) = Ext L,(Z, M) = Hom z¢(Z, M)
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et un morphisme f : Z — M est déterminé par le choix de f(1), qui doit étre un élément
m € M invariant sous l'action de G car Z est le ZG module trivial. On montre facilement
que la bijection que nous avons construit est un isomorphisme d’ou

H°(G, M) ~ Hom z¢(Z, M) ~ M€¢

Cas n =1 : Nous avons déja quelques calculs a effectuer : on voudrait une résolution pro-
jective de Z dans ZG — Mo0, on a une suite exacte courte

0——= I(ZG) -~ ZG —~~7——=0

(comme ZG est libre : il a une base formée par G, il est projectif : tout épimorphisme admet
une section qu'il suffit de fixer sur une base).
On définit les dérivations de G dans M par

A(G, M) :={f € €ns(G, M) | Vg, h € G, f(gh) = gf(h) + f(9)}
et les dérivations intérieures par
Ao(G, M) :={f €ee€ns(G,M) | Ime M | Vg €QG,f(g) =gm—m}

On remarque que Ao(G, M) C A(G, M) et ce sont des groupes abéliens pour 'addition
naturelle des applications.

Proposition 1.34. Sous ces notations et hypothéses, on a un isomorphisme
HY(G, M) ~ A(G, M) /AO(G, M)

Démonstration. Soit

da

une résolution projective de Z dans ZG — 9Mo0. On a
Cokerd; = P1 /1md, = 1 /Ker d, = Imdy = Ker € = I(ZG)

et si ¢ € Hom (P, M) est tel que od; = 0, ie ¢ € Ker (Hom zg(dy, M)), par propriété
universelle de I(ZG) = Coker (d;), il existe un unique d,, : I[(ZG) — M tel que d, o d] = ¢.
Réciproquement pour 0 : I[(ZG) — M, @5 = 6d) : P, — M vérifie g5 0 d; = 0 d’ott un
isomorphisme

Ker Hom z¢(dy, M) ~ Hom z¢(I(ZG), M)

Ensuite, on a une injection triviale
Hom 7¢(1(ZG), M) — Hom z(I(ZG), M)

Réciproquement, pour que ¢ € Hom z(I(ZG), M) soit aussi dans Hom z¢(I(ZG), M), il faut
et il suffit que pour z € I(ZG) et g € G, on ait

p(gz) = gp(x)

ce qui est équivalent a la condition
e(g(h —1)) = gp(h —1)
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pour tous g,h € G, car I(ZG) est engendré par les éléments de la forme h — 1 pour h € G.
Donc

Ker Hom z¢(dy, M) = Hom 2 (1 (ZG), M)
= {¢ € Homz(I(ZG), M) | p(g(h — 1)) = gp(h — 1) Vg,h € G}

={fe€e&ns(G,M) | gf(h) = f(gh)— f(9)}
= A(G, M)

Ensuite, en notant ¢ : I(ZG) — ZG l'injection canonique, on a un isomorphisme

Im Hom 6 (dg, M) — ImHom z5(¢, M)
wdy — oL

d’ou
Im Hom z¢(dy, M) = {d € Hom z6(I(ZG), M) | 3o € Hom z6(ZG, M) | f = @i}

et on a
Hom z¢(ZG, M) ~ M

par ¢ — ¢(1). Ainsi pour f € ImHom z¢(¢, M), on trouve
flog=1) =pulg=1) =g —1) = (g = De(1) = gp(1) — (1)
par conséquent, on a

Im Hom z¢(dy, M) = {d € Hom z¢[I(ZG), M) | f = ¢i}
={f € Homzc(I(ZG),M) | Im e M | f(g — 1) = gm —mVg € G}
= Ao(G, M)

d’ot le résultat par définition du Ext }(Z, M). O

Cas n = 2 : Ce degré va nous demander davantage de calculs, on doit trouver explicitement
une résolution projective de Z dans ZG — 2Mo0, qui fonctionnerait pour tout groupe G.
En utilisant que

0— I(ZG) 7.G A 0

est une suite exacte courte et ZG est libre donc projectif, on cherche P projectif et un
épimorphisme P — I(ZG). On pose

P =7G ®y2G
ou l'action de ZG porte sur le terme de gauche. On a vu dans [17] que
P~7(G x G)

il s’agit donc d’un module libre et projectif.
Pour faciliter les notations, on pose

ZG@”:ZG@Z@ZZGZZ(GXXG)

37



avec action de ZG sur le terme de gauche, on dit que ZG®" est la n-éme puissance tenso-
rielle de ZG. On pose

0 7.G x 7.G — 7.G
<deG T99, Zg’EG 59’9/> — dec Eg’EG T48¢9(9" — 1)

il s’agit clairement d’une application Z-balancée, et qui envoie (g1, gs) sur gi(g2 — 1), on
obtient dy : P — ZG bien définie et Imdy = I(ZG) car ce dernier est engendré par les g — 1
pour g € G.

On pose ensuite

Q:=7ZG" =7(G x G x Q)
lui méme projectif, on peut définir comme précédemment
di: Z(G?) — Z(G x Q)
(9,h, k) — gh®k—g®hk+g®h
et
dy : Z(G*) — 7Z(G?)
(91,92,93,91) > 9192 ® g3 D ga — g1 ® G293 @ ga + 91 ® g2 @ 394 — g1 @ go @ g3

on vérifie dydy = 0 et dpd; = 0 sur la base.
On définit trois applications Z-linéaires par

ho: ZG — 7ZG®* hy: ZG®* —  ZG®? hy: ZG®  — Z.G®*
g — 1®g gRh — 1Rg®h gRhRXEk — 1R9gQhRE

(nous avons seulement donné leurs définitions sur des bases, on les étends ensuite par linéa-
rité). On observe que

dlhl + hodo - 1zg®2
dayhy + hidy = 1z¢es

Ensuite, pour u € Ker dj, on a
dlhl(U) = —hodo(U) +u=u=u€lmd;
et de méme, v € Ker d; = v € Imd», ainsi la suite

da

ZG® 7Ge3 M gaer b ga < .7 0

est exacte et donne le début d'une résolution projective de Z.

On remarque que les applications ZG-linéaires sont déterminées par leurs actions sur les
éléments de la forme 1 ® g ® ... : il suffit de multiplier par go, la multiplication portant sur
les membres de gauche.

Par définition du Ext?2, on a

H2(G, M) = Ker Hom a6 (d, M) /1 Hom (d, M)

Donc I’ensemble des 2-cocycles est donné par les morphismes ¢ : ZG®3 — M tels que ody = 0.
Comme ¢ est ZG-linéaire, il suffit de tester sur 1 ® g @ h ® k :

0=pd(10gRhRk)
=p(gh@k)—p(1Rgh@k)+p(1®gRhk) —p(l®gh)
=gp(1h®k)—p(1R@gh@k)+ (1R g hk)—p(l®g® h)
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En posant f(g,h) == ¢(1 ® g ® h) on obtient f : G ® G — M, qui représente un 2-cocycle si
et seulement si

gf(h,k) — f(gh, k) + f(g,hk) — f(g,h) =0 <= gf(h, k) + f(g, hk) = f(gh, k) + f(g,h)

Ensuite, les 2-cobords sont donnés par les morphismes @ZG®3 — M tels qu’il existe 1) :
ZG%%* — M avec ¢ = 1)d;, on a

Ypdi(l®geh)=9(geh) -9l gh)—9(1®g)
=gp(1®h) —(1®gh) —Y(1®g)

avec la méme astuce, on obtient que les 2-cobords sont donnés par les applications f : G — M
telles que

On retrouve bien les définitions de 2-cocycles et 2-cobords données dans [19).

On pourrait continuer avec des méthodes similaires pour calculer H3(G, M) etc... mais ceci
devient rapidement lourd en calcul et peu instructif.
Pour terminer cette section, nous rappelons un résultat issu de 19|

Proposition 1.35. Soient H un groupe et N un ZG-module, on a une action de H sur N
par automorphisme : o : H — Aut (N), et avec ces notations :

a) H2(H,N) paramétrise les groupes N avec N < G et H ~ G/N et tels que laction de
H sur N par conjugaison d’une préimage soit égale a [’action par c.

b) La correspondance se fait par choix de représentant des classes a gauche et g(hy)g(hs) =

f(hi,ha)g(hahs) et ainsi f € Z3(H, N).

¢) Le choiz de deuz systémes de représentants g et g’ correspond & deux choix de repré-
sentants de deux cocycles de la méme classe d’éléments de H?(H, N).

d) La classe triviale de H2(H, N) correspond au produit semi-direct N X, H.
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Deuxiéme partie
Compléments sur les catégories
triangulées

Dans [2|, nous avons abordé le vaste sujet des catégories triangulées, notamment pour étu-
dier les catégorie homotopique et dérivées associées a une catégorie abélienne. Nous sommes
néanmoins restés assez superficiels sur les aspects théoriques et sur la (les) définitions de
ce concept. Nous donnons donc ici quelques compléments a ce sujet, afin de pouvoir mettre
en évidence les similitudes entre les structures des sous-catégories stables par extension des
catégories abéliennes et triangulées.

2.1 Catégories pré-triangulées

Un point non abordé dans [2], est la disjonction entre les trois premiers axiomes des catégories
triangulées et le quatriéme : & proprement parler, TR3 est tout simplement remplacé par TR4.
Ce remplacement est logiquement valide car TR3 est en effet conséquence de TR4 (et ce assez
directement comme nous allons le voir), mais ce remplacement nous oblige a passer outre le
formalisme des catégories pré-triangulées, et nous empéche de donner une justification a
I'introduction de I'axiome TR4, sans cela assez incongrue en premiére lecture.

Nous reprenons 'exposition trés instructive de [14].

2.1.1 Deéfinition et conséquences immédiates

On fixe 7 une catégorie additive et une auto-équivalence [1] : T — T, on appellera triangle
dans 7 une suite de morphismes composables de la forme

X f

Yy sz X1

On notera parfois (f,g,h) un tel triangle si il n’y a pas d’ambiguité sur les domaines et
codomaines des morphismes (que I'on notera par défaut X,Y et 7).
Pour deux triangles

f

Xty 2tz hoxn et x Loy Loz X

on appellera morphisme de triangles la donnée de trois morphismes
. . &
-y Y =Y
-z =7

faisant commuter le diagramme
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Définition 2.1. On dit que le triangle (f, g, h) est un pré-triangle si pour tout U € T, le
foncteur T (U, —) induit une suite exacte de groupes abéliens

T X)) e T~ T, 2) — e T, X)) e T Y] e

en notant f := T (U, f).

Lemme 2.1. Si (f,g,h) est un triangle dans T, il suffit, pour montrer que (f,g,h) est un
pré-triangle, de montrer que la suite

/0]

T(U, X)L T(U,Y) 2= T, 2) —= T, x[1)) 22 70, v 1))

est exacte.

Démonstration. Par définition, un couple de morphismes consécutifs de la suite donnée par
T(U,—) est d'une des formes suivantes :

i
- h[n], g[n]
- fln+ 1], hfn]

pour un certain n € Z. Soit A: U — Yn|, on a

a € Ker g[n] < gnla =0
& (goa)n] =0
< 3Jb:U[-n] = X | fb=a]-n]
< Jb:Ul—n| = X | fn]bn] =a

& a € Im fn]

On raisonne de méme pour les autres cas. O]

Lemme 2.2. Soient deux triangles (f, g, h) et (f',¢',h'), on peut définir leur somme directe

(frg,h) @ (f',g, 1) par
g 0 h 0
0 ¢ 0 n

f 0
0o f
On a alors équivalence entre

(i) (f,g,h) et (f',g 1) sont des pré-triangles.
(i) (f,g,h) @ (f',g', 1) est un pré-triangle.

XoX Yov ZoZ X[1]® X'[]1]

Démonstration. Un morphisme U — X @ X' est de la forme <Z> avec a : U — X et

G 2)6) =5 )
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(ga 9)—0@ ga=0
0 g¢'b gb=0

Kerg=1
Ker (g 0,) = Im (f 0,> & g mfN
0 g 0 f Ker ¢’ = Im f’
Et on raisonne de la méme maniére pour les autres termes. O

Lemme 2.3. Soient X € T et f,g,h un triangle, on a
(a) (0,1x,0) est un pré-triangle.
(b) Si(f,g,h) est un pré-triangle, alors gf = 0.
(c) (f,g,h) est un pré-triangle si et seulement si (—g, —h,— f[1]) est un pré-triangle.

Démonstration.  (a) On considére la suite
11— T (U, X) =T (U, X) =21 — T(U, X[1])

Qui est bien exacte car 1x = 17y x) est un isomorphisme.

(b) Clair par définition : on a une suite exacte

T(X, X)L T(X, V) 2 T(X, 7)

donc gflx =gf =0.
(c) Comme la composition est bilinéaire, le résultat est immédiat. On note que les deux

derniers points entrainent également hg = 0.
]

Proposition 2.4. (Lemme des 3 pré-triangles)
Soit [x,y, z| un morphisme de triangles entre des pré-triangles. Si deux des trois morphismes
qui composent [x,y, z] sont des isomorphismes, alors il en va de méme du troisiéme.

Démonstration. Supposons que x,y sont des isomorphismes. Pour tout U € T, on a le dia-
gramme suivant dont les lignes sont exactes :

T, X)L T(U,Y) 2 T, 2) — e (0, X1]) — e T, vy 1))

N

T(U, X") = TUY)—=T(U,2) —= TWU, X)) f[1] —T(U,Y'[1])

g

On conclut par le lemme des 5 dans les catégories abéliennes (cf |2] Lemme 2.12) que Z est un
isomorphisme. Pour U = Z’ on a alors qu’il existe 2’ : Z' — Z tel que 22/ =1, € T(Z2',Z’)
par définitiond’un isomorphisme de groupes abéliens. Pourt U = Z, on a z(1; — 2/2) = 0,
donc 1, —2'z=0et 17 = 2’2 donc z est un isomorphisme d’inverse z’. On applique le dernier
point du lemme précédent pour régler les autres cas. O
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Définition 2.2. On considére une collection fixée de triangles dans 7, que I’on suppose stable
par isomorphisme de triangles. On appelle triangles exacts ou distingués les éléments de
cette collection.

On dit que 7 muni de cette collection est une catégorie pré-triangulée si

(TRO) Tout triangle de la forme (0, 1x,0) est exact pour X € T.

(TR1) Tout morphisme f s’inscrit dans un triangle exact (f, g, h).

(TR2) Un triangle (f, g, h) est exact si et seulement si (—g, —h, — f[1]) est exact.

(TR3) Si(f,g,h)et (f,4¢',h') sont des triangles exacts, alors tout diagramme commutatif

y -7t X[

T

X — =Y 7! X'1]

f/ g/ }L,

peut étre complété en un morphisme de triangles.
On suppose désormais que 7T est pré-triangulée.

Lemme 2.5. Tout triangle exact est un pré-triangle.

Démonstration. On commence par montrer que 7 (U, X)—f>T(U, Y)—2=T(U,Z) est
exacte. Voyons que gf = 0, considérons le diagramme commutatif

en appliquant TR3 on obtient que f est annulateur de g, donc Imf C Ker g. Soit ensuite
§:U — Y dans Ker g, on a gf = 0. Par TRO et TR2, les triangles (—1y,0,0) et (0,0, 1)
sont exacts, on applique alors TR3 au diagramme

U 0 U] U[1]

L —f

On obtient v : U[1] = X[1] tel que — f[1]v = 6[1], et donc f(—v[—1]) = 6 d’ou § € Im f. Donc
la suite est bien exacte. Pour les autres termes de la suite, on utilise TR2 pour translater et
se ramener au cas précédent (I’ajout de signe n’a pas d’incidence sur l’exactitude de la suite
puisque la composition est bilinéaire). O

Lemme 2.6. Soient (f,g,h) et (f',¢',h') deux triangles dans T, on a équivalence entre :
(i) (f,g,h) et (f',qg 1) sont des triangles exacts.

(i) (f,g,h) @ (f',g',h') est un triangle exact.
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Démonstration. (i) = (ii), par TR1 on compléte f @ f’ en un triangle distingué (f @ f’, ¢, d).
On compléte par TR3 le diagramme

Xox 2 ygy < o9 . x1ex[]
(10 (1 0) la 0)
X ; Y ————7 X[l

en un morphisme de triangles par z : C' — Z, en raisonnant de méme sur (f’,¢’,h’), on
obtient 2’ : C'— Z' et un diagramme commutatif

Xox I yvegy ¢ o4 x}iex|
Ixex! lygy’ 2@z llx[l]@xlu]
/ / ! !/
XX T YavY . AW e X[1] & X'[1]

Les deux lignes de ce diagramme sont des pré-triangles, donc le lemme des 3 pour les pré-
triangles nous donne que ces deux triangles sont isomorphes, donc la seconde ligne est un
triangle distingué (par stabilité des triangles distingués par isomorphisme).

(17) = (i) On sait que (f,g,h) (et (f',¢',h’)) sont des pré-triangles. Par TR1, on compléte f
en (f,c,d) un triangle exact. Par TR3, on compléte le diagramme

f

X y —& -~ C 4 X[1]

oo

/! / / /
XX Y YaY e Z®Z _>h®hX[1] @ X'[1]

en un morphisme de triangles par (g) :C' — Z @& Z' on a alors un diagramme commutatif

dont les lignes sont des pré-triangles, on conclut par le lemme des 3 comme précédemment
et de méme pour (f'¢’,h'). O

Lemme 2.7. Supposons avoir un triangle exact de la forme

(%) (:§> (eh)

XAy ae 7z x|

Sia € Aut(A), alors ce triangle est isomorphe a la somme directe

!

0—=A—2- A0 X1y 2ozt X[1
ot g := 08 —ya~'B. En particulier (f,g,h) est exact.
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Démonstration. Comme un triangle exact est en particulier un prétriangle, la composition
de deux morphismes consécutifs est nulle, donc

aa+t ff=0
ca+hy=0
-1 _ -1
On a ensuite (g f) :A®Y — A®Y est un isomorphisme, d’inverse (040 al ﬁ) et
1 0 : : ) 1 0
1 :A@ Z — A® Z est un isomorphisme, d’inverse _1 :
-y 1 Yo 1

Ensuite, en posant ¢ := § — ya~13.
ORI
6069602 (2 96D
.« (0h) (_ L (1)) — (—hya~ h) = (¢ h).

Yo
Donc le diagramme suivant

Y
N R
XTA@YWA@Z D

est un isomorphisme de triangles comme annoncé. ]

AdY

Jusqu’ici nous n’avons pas abordé la nature de la catégorie opposée d’une catégorie pré-
triangulée. Contrairement a la définition de catégorie abélienne, qui est intrinségue et dont
on peut dire qu’elle est auto-duale, les catégories triangulées demandent une structure sup-
plémentaire : on doit fixer [1] et la classe des triangles exacts. On cherche donc un tel choix
naturel sur 7° qui la munisse d’une structure de catégorie triangulée.

Proposition 2.8. Soit T une catégorie pré-triangulée, on définit [1]. : TP — TP par
- 1]X = X[-1] pour X € T°.
-[1)f=f-1:Y = X pour f: X =Y dans T.

Cette correspondante est une auto-équivalence sur T°P.

Démonstration. Pour faciliter la lecture, on notera [J la loi de composition dans 7°°. On a

= g[=1o f[-1]
= f[=1]0g[-1]
= [1]/00]g



Donc [1]. définit un foncteur 7°° — TP, pleinement fidéle et dense car [1] est pleinement

fidele et dense, d’ou le résultat. n
Un triangle dans 7 de la forme Z —2=Y L [1]Z correspond dans 7 au triangle
Z-1] -t x Loy 2.z
que l'on sait étre distingué si et seulement si X Sy 0 g M Z[1] . On dira donc

qu’un triangle (g, f, h) dans TP est distingué si et seulement si (—f, —g, —h[1]) est distingué
dans T, si et seulement si (h, f, g) est distingué.

Proposition 2.9. La catégorie TP munie de cette classe de triangles est une catégorie pré-
triangulée.

Démonstration. Les isomorphismes de triangles dans 7 induisent des isomorphismes de tri-
angle dans 7P, donc les triangles exacts sont stables par isomorphismes. Le triangle (0, 1x,0)
est distingué dans 7T, donc dans 7. L’axiome TR2 est clair par définition : si (g, f, h) est
exact dans T, alors (h, f, g) est exact dans T par définition, donc (—g[1], —h, —f) est exact
dans 7 par TR2, donc (—f, —h, —[1]g) est exact dans T°P. Pour TR3, soit dans 7° un
diagramme commutatif a lignes exactes

74y tox "z
]z jy L[l]z
7' —Y — X' — 1|7
g f h
on a dans 7 un diagramme
21t x Loy Lo g
lz[l} Ly lz
Z[-1] X Y Z
h/ f/ g/

On applique TR2 et TR3 dans 7 pour obtenir un morphisme de triangles dans 7 qui induit
un morphisme de triangles dans 7°P.

Pour TR1, soit f : Y — X un morphisme dans 7°, on le compléte dans 7 en un triangle
exact (f,g,h), par TR2 les triangles (—h[—1], —f, —g) et (g[—1],h[—1], f) sont exacts dans
T, donc le triangle (f,[1]h,[1]g) est exact dans T°P. O
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2.1.2 Morphismes homotopes et cones de morphismes

Définition 2.3. Un triangle (f,g,h) dans T sera dit de composée nulle si gf = 0 et
hg = 0.
Soit dans 7 un morphisme de triangles de composée nulle :

Alors le triangle
—g 0 —h 0
y [ z

est un triangle de composée nulle, appelé le cone de morphisme de [z,vy, z].

(—fl[l] }3)
A e

Y ¢ X' ZaY'

X[eZ

Cette notion de cone de morphisme est au cceur de la définition de catégorie triangulée, nous
allons chercher & savoir si le cone d’un morphisme entre triangles exacts est lui-méme exact,
pour cela nous avons besoin de connaitre plus précisément le cone d’un morphisme, qui sera
paramétré par la notion d’homotopie de morphisme de triangles :

Définition 2.4. Soient (f, g, h) et (f’,¢',h') deux triangles dans T, et [z, y, 2, [2', ¥/, 2/] deux
morphismes entre ces triangles. On dit que [z,y, 2] et [2/,/, 2] sont homotopes si il existe
0:Y > X' ¢:Z =Y et: X[1] = Z' tels que

o x—a' =0f + (W)[-1]
o y—y =og+ [0
o z—Z =y¢h+g¢

La situation de la définition d’homotopie est donnée par le diagramme suivant

x—r vy X[l

LA A

. )
! g h

mais il faut garder a Uesprit que ce diagramme n’est pas commutatif (on aurait [z,y, z] =
('), 2] donc la définition dégénére).

Lemme 2.10. L’homotopie est une relation d’équivalence entre les morphismes liant deux
triangles fizés.
Démonstration. En notant ~ 1’homotopie, on a

e [z,y,z] ~ [x,y,z] en prenant § = ¢ = 1p) = 0.

e Si [.CU, Y, Z] ~ [.17/, y/a Z,] par 9, ¢7wa on a [I’l, yI7 Z/] ~ [ZE, Y, Z] par _97 _¢7 —Q'D
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4 Si [aj7y7 Z] ~ [l‘/’y/’zl] pa‘r 9? ¢7/l/}’ et [gj/,y/’zl] ~ [$//7 y”’z”] pa’r 9/7 ¢/7/l/}/' On a

r—a' =z -2 +a -2
=0f + (WY)[=1] +0f + (hWY')[-1]
=0 +)f+ (M (¥ +¢)[-1]
y—y' =y—y +y -y
=¢g+ [0+ g+ ¢
=(p+ g+ f(O+0)

" n

z2—2'=2—-2+7 -2
=vh+g o+ h+4g'¢
=W +y)h+d(o+¢)

Donc [z,y, 2] ~ [2/,y/, 2] par 0 +6',¢ + ¢/, + .
O

Lemme 2.11. Deux morphismes de triangles de composée nulle homotopes ont des cones de

morphismes isomorphes : le cone de morphisme est déterminé a isomorphisme prés par la
classe d’homotopie du morphisme.

Démonstration. Le diagramme ci-dessous est commutatif et donne le résultat :

2 5) g, )

YeoXxX ~—— s zey —~" "L X[l|eZ ~—— S X[1]® X1

o 1) o) ot )

Y@X’WZGBY’WX[H @Zmy[u @ X'[1]

et les morphismes verticaux sont clairement des isomorphismes. O

Lemme 2.12. Soient (f,g,h) et (f',¢',h') deuz triangles, [z,y,z] et [2',y, 2] deux mor-
phismes homotopes entre ces triangles.

Alors pour tous morphismes de triangles |a, b, c| : (u,v,w) — (f,g,h) et |, B,7] : (f', ¢, h) —
(v, W), les morphismes

laza, Byb, vzc] et [az'a, By'b, v ]

sont homotopes.
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Démonstration. La situation est donnée dans le diagramme (non commutatif) ci dessous :

A—t oAl

c |a[1]

x—t y 9y h x|

(A AL AL

a

b

X/ ! Y/ ! Z/ ! X/ [1]
f g h
@ B v Ia[ll
A——=B————~C——— A

On pose alors 0§ = abb et ¢’ = Boc et V' = y1pa[l] et on obtient

axa — ar'a = oz — 1')a
= affa+a((hy)[-1])a
= abfbu + (a[1]h'pa[1])[—1]
= abfbu + (w'yall])[—1]
=0'u+ (w'y)[—1]

Byb — By'b = By —y')b
= Bpgb+ Bf'0b
= Bocv + u'abb
— o+ 10

vze —vyZ'e=v(z — 2')c
= yibhe +vg'éc
= ypa[l]w + v’ Beoc
= 'w +v'¢’

D’ou le résultat.

Définition 2.5. Un triangle (f, g, h) est dit contractile si I'identité [1,1,1] est homotope

au morphisme nul [0, 0, 0].

Lemme 2.13. Un morphisme de triangle ayant pour domaine ou codomaine un triangle

contractile est homotope au morphisme nul.
Démonstration. Si [x,y, z] est de domaine un triangle contractile, on a
[z,y, 2] =[xy, 2] o [1, 1,1]
~ [z,y, 2] 0][0,0,0]
=1[0,0,0]

Par le lemme précédent, on raisonne de méme si [z, y, z] a pour codomaine un triangle contrac-

tile.
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Lemme 2.14. Un triangle de composée nulle et contractile est un pré-triangle.
f

Démonstration. Soit X Y —2> 7"~ X[1] un tel triangle. L’homotopie entre I'iden-
tité et le morphisme nul donne 6, ¢, ¢ tels que

Iy =0f+ (h))[-1] 1y =¢g+ fO0 1z =vh+ g¢

On considere la suite de groupes abéliens

T, X)L 7, V)~ T(U, 2) — (0, X [1)) < (0, Y1)

Soit a : U — Y appartenant & Ker ¢, on a
a=1lya = ¢ga+ fla = fOa

par hypothese, donc a € Imf, I'inclusion réciproque provient de ’hypothése de composée
nulle, on traite les autres cas de maniére similaire. O]

Lemme 2.15. Le cone d’un morphisme entre deux pré-triangles est lui-méme un pré-triangle.
Démonstration. On a deux suites exactes
T, X) L= T(U,) 2= T, 2) - T, X 1)) - T, Y 1))
Tw.x) LT y) LT, 2) T X)) P Ty )

On doit montrer que la suite

est exacte. Soit (‘Z) U—=>Z3dY' ona

—_—

<a) € Ker (_h 0,) &
b zZ g

Ja:U—=Y |ga=a
AU - X' | f/B=ya+b

Donc (g) : U — Y@ X' donne 'exactitude et on raisonne de méme pour les autres termes. [
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Cependant le cone d’un morphisme entre deux triangles n’a pas de raisons d’étre un triangle
distingué, méme pour un morphisme entre deux triangles distingués, c’est ceci-dit le cas pour
le morphisme nul

Lemme 2.16. Le cone du morphisme nul entre deux triangles exacts est un triangle exact.

Démonstration. On considére le diagramme commutatif

Son cone est donné par
—g 0
0o f

qui est en fait la somme directe des triangles

—h 0
0 4
YoX ZeY —X[1]eo Z

—f]

y 2z 2oxmlym e x Ly Lo M x

qui sont des triangles distingués. O

Comme corollaire immédiat de la proposition précédente, nous avons qu’un morphisme entre
deux triangles exacts homotope a 0 posséde un cone exact, mais on ne peut pas a priori aller
plus loin sans hypothéses supplémentaires.

Gardons en téte que notre exposé a pour but d’introduire les catégories extriangulées, nous
allons mettre en évidence une structure proche de la structure de catégorie exacte (telle que
développée dans ) En particulier, nous aurons besoins de pullbacks et pushouts, nous
allons donc exposer une structure similaire dans les catégories triangulées.

Définition 2.6. Dans une catégorie pré-triangulée, on considére un carré commutatif

y .7

o

Y/ !
f/

On dit qu’il s’agit d'un carré homotopique si il existe un morphisme § : Z/ — Y'[1] tel que
)
Y

soit un triangle exact, le morphisme ¢§ est appelé la différentielle du carré.

(= f)

Y Z®Y' 7' —2 S Y1

o1



Cette notion de carré homotopique va nous étre des plus utile : dans [2] nous avons donné
une caractérisation des pulbacks/pushout dans les catégories exactes : un carré commutatif

A——DRB

]

C—D

est un pullback si et seulement si il est un pushout si et seulement si la suite correspondante
A—— B ® (' —— B est un conflation. C’est cette caractérisation qui nous servira de point
de départ dans la suite (bien sur les triangles exacts joueront le role des conflations).

Définition 2.7. Si on a un carré homotopique

y 1.7
|
Y/ . Z/
f/
Alors on dit que
(Y, f,y) est le pullback homotopique de (Z', f', z) est le pushout homotopique de
Z y-1.z
| )
/ / Y/

Lemme 2.17. Dans une catégorie pré-triangulée T tout diagramme de la forme

7 ou Y-L-z

o
— %

!

admet un pullback homotopique, respectivement un pushout homotopique.
-9
Démonstration. Dans le second cas, on obtient un morphisme Y ﬁ) Y'® Z , que 'on com-
pléte par TR1 en un triangle distingué
() ,
Y—>ZY —7—Y[l]

qui donne un pushout homotopique.

(z 1)

Réciproquement, on obtient un morphisme Z &Y’ Z' . que 'on compléte en un tri-

angle exact
ZaY' A4 Y[1] Z[1] e Y'[1]

et on conclut en appliquant TR2. O]
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Bien-stir toutes les propriétés des pushout et pullback authentiques ne seront pas respectées :
les pushouts/pullbacks homotopiques sont des pushouts/pullbacks faibles : on a également

factorisation et méme unicité a isomorphisme pres, a cette différence que ces factorisations
et isomorphismes ne sont pas uniques. Soient

A N VO

S A A
Y — 27 Y ——P
f b

deux carrés commutatifs ot le premier est un carré homotopique (on ne demande pas que le
second le soit). D’aprés 2| (corollaire 3.11) le foncteur 7 (—, P) envoie le triangle exact

)

sur une suite exacte de groupes abéliens, en particulier, la suite

Y Z@Y’W f/)Z’ 9

Y]

—_—

—f _
T(Z,P) @ T(ZaY',P) o' ) T(Y, P)

est exacte, donc le morphisme Z @Y’ (b a) P s’écrit comme composée oo (g’ 1 ) avec « :
7' — P. Dans le cas particulier ou les deux carrés sont des carrés homotopique, I'isomorphie
7' ~ P découle simplement de 'axiome TR3 et du lemme des 3 pré-triangulé. Pour le cas
des pullback, on applique un raisonnement similaire dans 7.

2.2 Définitions d’une catégorie triangulée

Le passage d’'une catégorie pré-triangulée a une catégorie triangulée se fait par ’adjonction
d’un axiome supplémentaire, historiquement cet axiome est ’axiome de l'octahédre, issu
de [15], que nous avons énoncé dans [2]|. Cet axiome semble impénétrable et peu pratique en
premier lieu, nous donnons ici plusieurs choix d’axiomes distincts dont nous montrons qu’ils
sont équivalents a 'axiome de I'octahédre, cet exposé est issu de [§].

Notre premier axiome est une restriction de l'axiome TR3 des catégories pré-triangulées,
qui répond a notre interrogation précédente : nous cherchons a compléter un diagramme
commutatif en un morphisme de triangles et tel que son céne de morphisme soit un triangle
exact :

Axiome A. Pour tout diagramme de la forme

X/ ! Y, ! Z, ! X/ [1]
f y h

dont les lignes sont des triangles exacts, il existe un morphisme de triangles [x,y, z] dont le
cone est un triangle exact.
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Les deux axiomes suivants nous donnent 'existence de carrés homotopiques, mais avec une
condition supplémentaire sur leur différentielle.

Axiome B. Pour tout diagramme commutatif

x Loy 2oz hoxq

| ) |

X—=Y —=7—> X[l
f g h

dont les lignes sont des triangles exacts, il existe z : Z — Z' faisant de [1x,y, z] un morphisme
de triangles, tel que
V)
Y

Y ZaY' = 9) zr S

Y1

soit un triangle exact.

Axiome B’. Pour tout diagramme commutatif

Xty 2oz X

| ]

X Y’ 7' — = X|1]

dont les lignes sont des triangles exacts, il existey : Y — Y faisant de [1x,y, z| un morphisme
de triangles, tel que
)
Y

Y—>Z@Y/ <Z g/)

A S

Y]

soit un triangle exact.

L’axiome suivant donne une forme de réciproque aux axiomes B et B’ : partant d’un carré
homotopique, on souhaite construire un morphisme de triangles exacts.

Axiome C. Pour tout triangle exact de la forme
V)
Y

il existe un diagramme commutatif dont les lignes sont des triangles exacts

. (= ¢

ZeY' 7' —2 Y1

Yy s 7" X1

avec 6 = f[1]h', de plus, on peut fixer au préalable le triangle (f,g,h) ou (f', ¢, 1).
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L’axiome D est I'axiome de l'octahédre classique (qui nous sera d’ailleurs utile sous cette
forme dans la suite de notre exposé).

Axiome D. Un diagramme composé de trois triangles exacts de la forme suivante

x—toy-Y ozt ox
X ’ Y, / Z, ’ X[l]
f g h
W
V1]

Peut étre complété par un triangle exact 7 —— 7' —=W ——= Z[1] en le diagramme com-
mutatif sutvant

xloy v gz M oxp
X ! Y, ! Z, ! X[l]
f g h
W=W
Y[1] - 201

avec f[1|h = wv'. De plus, le triangle

()

/

Y ZoY' = 9)

7 —2 vl
est exact, avec § := f[1|h/ = wv
Enfin notre dernier axiome nous donne une réciproque a ’axiome D :

Axiome E. Pour tout triangle exact de la forme

7 —2 v
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1l existe un diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont des triangles exacts :

Xty Y oz M ox[q
X !/ Y, / Z, ! X[l]
f g h
W=W
Y5 20

avec f[1]h' = wv' = 0. Et de plus, on peut fizer au préalable

- (fagah) ou (flag/7h,)
- (u,v,w) ou (v, v, w).

Il nous faut & présent montrer 1’équivalence de tous ces différents axiomes, nous allons mon-
trer :

D B C E

|

B <A
A = B : Par hypothése, on peut supposer l'existence de z : Z — Z’ tel que le cone du
morphisme obtenu soit exact :

- —h — /1]
Y@XMZ@Y’L;ZX[H ® Z’<ﬁ>)§/[1] @ X[1]
Par 'axiome TR2, le triangle suivant est exact :
h Sl [1]
ZaY (_Z _Og/> X[la 2z (_11 _Oh) Y] @Xu(]_g 1[1] _ﬁmgm & Y]

01

Par I'isomorphisme <1, 1, <1 0

hoo0
—>(_Z _g/> 2[1]@1/'[1]

Comme —1xp) € Aut(X[1]) (il s’admet lui méme comme inverse) on peut appliquer le lemme
2.7, on obtient que le triangle suivant est distingué

LU (fy[l[]l])

)), le triangle suivant est exact

G 3),
Y N o AL

ZaY X[ &7

(== —9)

ZaY' Z' Z[1) @ Y'[1]
En appliquant TR2, on obtient
V)
vy Y ey G D) Y]

Qui est donc bien un triangle exact comme souhaité.
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B = A : On considére I'isomorphisme de triangles

xox ) v\ X[]e 7 ~—x[]e X1
) | (oY)
X@X@ffﬁﬁﬂ c)XM@ZZ:r?fM@Xﬂ]
g z[1] W

La premiére ligne est exacte comme somme directe de (f,g,h) et (0,0, —1xp;), donc la
deuxiéme ligne également, on a donc le diagramme commutatif suivant

0, 6o o
XX —>YaX Z X[ e X'
I(y 1)
XX Y’ X1 &z X[1] & X'[1]

R ) i

dont les lignes sont exactes (la premiére ligne est la somme directe (f,g,h) @ (1x/,0,0). On
peut donc appliquer ’axiome B, pour obtenir (Z) : Z — X[1] & Z' donnant un morphisme
de triangles, et rendant le triangle suivant exact :

(—f[l] 0)

\ z[l] W

_>(_yg Jg)Z@ ) Yo X[

Y ——— = X[1]e Z
Comme (‘;) donne un morphisme de triangles, on obtient

(et ) ()= Gt ) = (o)

Donc —a = h d’ou le résultat.

Yo X
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A = B’ : Par 'axiome TR2, on peut considérer le diagramme commutatif a lignes exactes :

—h[-1] -f —-g

Z[-1] X Y 7z

R

Z'[—1] X —Y —=7
S T

Par hypothése, on peut supposer 'existence de y : Y — Y’ tel que le cone du morphisme

obtenu soit exact :
h 0
z =g

foo0
[ wi)
X @ Z2'[-1] Y & X ZaY X[ &2

Par I'axiome TR2, le triangle suivant est exact :

g—h[—u ,O 2{ (—f /0 ) (—g 0/)
Z[—I]@Y’[—l_z[_” i @ Z'[-1] B /R

ZaY'
\- . 01 . .
Par I'isomorphisme <1, 1, <1 O))’ le triangle suivant est exact
—h[-1] 0 2{ (—1 h’[—l]) (0 —g
—z[-1] ¢'[-1 -f 0 "=y
Zl-1eY'[-1 1 g ® Z'[—1] XY ZaY'

Comme —1xp € Aut(X[1]) (il s’admet lui méme comme inverse) on peut appliquer le lemme
2.7, on obtient que le triangle suivant est distingué

—z[—1] ¢[-1 R
Z[-1] @Y’[—lg 1 gl ])Z’[—l] My ZaY
En appliquant TR2, on obtient
—y -z ¢ e
Y ZaY' ( ) g s Y[

-1 : . . . .
Isomorphe, par (1, ( 0 (1)) , 1>, au triangle souhaité, qui est donc bien un triangle exact.
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B" = A : On considére I'isomorphisme de triangles

xox ) v\ X[]e 7 ~—x[]e X1
) | (oY)
X@X@ffﬁﬁﬂ c)XM@ZZ:r?fM@Xﬂ]
g z[1] W

La premiére ligne est exacte comme somme directe de (f,g,h) et (0,0, —1xp;), donc la
deuxiéme ligne également, on a donc le diagramme commutatif suivant

X@X’@ﬂ/@){’ 9 9) Z @ X[1] & X'[1]
)
XX — Y’ X1 &z X[1] & X'[1]
T

dont les lignes sont exactes (la premiére ligne est la somme directe (f,g,h) @ (1x/,0,0). On
peut donc appliquer I'axiome B, pour obtenir (y a) : Y & X’ — Y’ donnant un morphisme
de triangles, et rendant le triangle suivant exact :
( S0
[

oy () e

Yox " Lzeoy " “LXx]es—Y[1]o X1

Comme (y a) donne un morphisme de triangles, on obtient

b)) =t =0 1

Donc a = f d’ou le résultat.
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B = C : Fixons (f, g, h) distingué, on a par hypothése que le diagramme commutatif suivant

(= ¢

Y ZaoyY' —— |
| oo |
Y 7 = X[l - Y[1]

est a lignes exactes, par 'axiome B on obtient un morphisme —h’ : Z’ — X[1] donnant un
morphisme de triangles et rendant le triangle suivant exact :

S BT )

VAR X[1] ZlleY'[1]
On note que comme —h’ donne un morphisme de triangles, on a 6 = f[1]h' et h = h'z, par
isomorphisme et TR2, on obtient que le triangle suivant est exact

L) )

On peut appliquer le lemme pour obtenir que le triangle suivant est distingué

ZaY'

(h 1)

X ZaY' Zo 7

X1

X Yoy S Mxq

on pose alors f' = yf et on obtient le diagramme voulu.

Dans le cas ot nous aurions fixé (f’, ¢’, k'), on sait par TR1 qu’il existe un triangle distingué
(f,g,h), le premier cas nous donne alors (f’, ¢, h’) satisfaisant la conclusion de l’axiome
C. En appliquant TR3, et le lemme des 3 pour les pré-triangles, on obtient x € Aut(X)
tel que [z,1,1] : (f',¢', k') — (f', ¢, 1) est un isomorphisme de triangles. On pose alors
(f,g,h) comme Iimage de (f,g,h) par [z, 1,1]. On obtient le diagramme commutatif a
lignes exactes :

x Loy 2oz hoxq
S I
x Loy 2oz x|
| k]
x oy oy Poxq
I
x Loy S Mox
Donc le morphisme [1,y, 2] : (f,g,h) — (f',¢',h') donne le résultat.
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C = B : Soit un diagramme tel que donné dans B, par TR1 on a un triangle distingué
Y a b
Y—7 Y’(—)C—C>Y[1]

En fixant (f, g, h) on applique C pour avoir

Xty 2oz hox
-
V! e O X1

avec ¢ = f[l1]d. Par TR3, on peut choisir  : C' — Z’ donnant un morphisme de triangles
[1,1,0]: (f',b,d) = (f',¢', k'), isomorphisme par le lemme des 3, de plus on a

b=y Oa=z 0t =f[1]do"" = f1]N

Donc le diagramme suivant est un isomorphisme de triangles :

(e b) c

Y ——<ZaY C Y 1]
L b
7 oY 7'
e Crad el

Yy

Donc la seconde ligne est un triangle exact comme souhaité.
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B < D : Supposons avoir B et trois triangles exacts liés comme dans I’axiome D’. On applique
B au diagramme

Pour obtenir un morphisme de triangles (1, u,u’) et un triangle exact

u/ / ,
A= W9, Ty

On applique alors B au diagramme

)

(W' g)

Y ZaY 7z My
| e |
Y ——Y ——— W —— V][l

On obtient [1, (0 1),v'] un morphisme de triangle et un triangle exact

Ry — —g[1]w
Z Y’<0—19>>Z’ VR G ( ugfﬁw >Z[1] & Y'[l]

Par TR2, et I'isomorphisme (1, <O 1) , (0 1)), on obtient un triangle exact

1 0)\1 0
W[—1]<—>;ZUU[][:1]1]>Y’@Z—><;} £> Y’@Z’<—>_U )y

Par le lemme et TR2, on déduit que le triangle suivant est exact

/ /

ey A /|

! /

avec w' = —g[1]Jw, isomorphe au triangle Z g Z[1] par (—1,1,1), et on

a xv' = f[1]1, donc 'axiome D comme souhaité.
L’implication D = B est immédiate.
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C = FE : Soit un triangle
U u/ gl
YA LZ® Y(—>>Z’—6>Y[1]

On peut appliquer C' pour obtenir un diagramme commutatif & lignes exactes :

| | T T
/Y, /Z, /X[l]
! g h

avec 6 = f[1]h. De plus on peut fixer (f,g,h) ou (f',¢',h’). De méme, en appliquant Iiso-
morphisme <1, < 0 1) ,1>, le triangle suivant est exact

)

on peut lui appliquer C pour obtenir le diagramme commutatif & lignes exactes :

(¢ —u)

Y Y'& Z A

w1y ey

| N

W[-1] Z A W
—w'[—1] —u’ —v'

avec 0 = wv', de plus, on peut fixer (u,v,w) ou (v/,v',w’) d’ou E. L'implication £ = C est
immédiate.

A présent que nous avons montré que nos différents axiomes additionels sont équivalents,
nous pouvons affirmer que la définition suivante est consistante :

Définition 2.8. Une catégorie pré-triangulée T est dite triangulée si elle respecte 'un des
axiomes A,B,B”,C,D ou E.

Proposition 2.18. Si la catégorie T est triangulée, alors la catégorie TP, munie des tri-
angles distingués définis dans la proposition[2.9, est aussi une catégorie triangulée. Autrement
dit, la définition de catégorie triangulée est auto-duale.

Démonstration. On sait déja que T est pré-triangulée, il suffit donc de montrer que 7T
suit 'axiome B. On considére donc un diagramme a lignes exactes dans T :

72y tox "z
| |
7z Loy I x oy
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qui donne dans 7 un diagramme

21X x Ly L
| P
21 =X ——Y ——~ 7

On applique I'axiome B’ dans T pour obtenir z : X’ — X tel que

()
Xy Dy g

X']

est un triangle exact, par TR2, le triangle suivant est exact

%)

Y1), Y' & X v =),
par 'isomorphisme <1, -1, (_01 é)), le triangle
x

Y1) 2 (f'> Ve YLy

est distingué dans 7, donc induit dans 7° un triangle distingué
/)

v AV oy &) e 1]y

Ce qui est exactement le résultat voulu. O

A partir d’ici, on considére que T est une catégorie triangulée.

Lemme 2.19. (Lemme de Scindage)
Soit X —?

(i) f est un monomorphisme scindé.

y 4.z " X[1] wun triangle distingué dans T, on a équivalence entre

(ii) g est un épimorphisme scindé.
(iii) h = 0.
(v) Y ~X&Z.

Démonstration. (i) = (iii) : D’apreés [2], corollaire 3.5, on peut choisir un triangle exact de
la forme

XLy Loy 0 xq

Par TR3 et le lemme des 3 pour les pré-triangles, on a un isomorphisme ¢ : 7' — Z
donnant une morphisme de triangles [1, 1, ¢]. Par [2] proposition 3.4, le morphisme ¢’ est un
épimorphisme scindé, on note « sa section. On a alors

gap™t = pgap™t =1y
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donc g est un épimorphisme scindé, la preuve de (i) = (7i7) est duale.
(131) = (i) et (i7) est l'intitulé de |2] proposition 3.4.
(1ii) = (iv) Si h = 0, alors le diagramme

X—?X@Yw—)Z_o)X[l]

Xt oy 7 %X

est un diagramme commutatif & lignes exactes auquel on applique TR3 et le lemme des 3
pour les pré-triangles.
(iv) = (i4i) Le diagramme commutatif suivant donne le résultat :

Xt oy 7 % x

| |

X—+X®Y 2 —=X[]
0

Nous avons parlé d’une notion de pullback homotopique et de puhsout homotopique, ces
constructions nous seront utiles pour imiter les structures présentes en catégorie exactes.
Une structure beaucoup plus fondamentale est celle de noyau et de conoyau : les conflations
présentes dans les catégories exactes sont par définition des couples noyau-conoyau, on re-
cherche donc un homologue de ces notions dans le cas des catégories triangulées.

A priori, les noyaux-conoyaux n’existent pas dans une catégorie triangulée, néanmoins, tout
morphisme se plonge dans un triangle exact, et donc posséde un morphisme annulateur : on
a vu que les triangles exacts sont en particulier des triangles de composée nulle.

Définition 2.9. Soit f: X — Y un morphisme dans T

e On dit que g : Y — Z est un conoyau homotopique de [ si il existe un triangle exact

de la forme

X !

Yy s 7 s X1

e On dit que g : Z — Y est un noyau homotopique de f si il existe un triangle exact

de la forme

79 x Loy g

La structure triangulée que nous avons donné sur 7° donne que ces définitions sont duales
I'une de 'autre (comme 'étaient d’ailleurs les notions de pullback faible et de pushout faible).
Les axiomes TR1 et TR2 donnent 'existence des noyaux et conoyaux homotopiques, le propo-
sition suivante donne que ces objets sont respectivement des noyaux et conoyaux faibles (dans
le méme sens que pour les pushouts/pullbacks : on a une factorisation de tout morphisme
annulateur, mais celle-ci n’est pas unique).
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Ty 9.7t X[1] un triangle exact dans T,

Proposition 2.20. Soit X
o Si f' Y =Y est un morphisme tel que gf' = 0, il existe un morphisme ¢ : Y — X
tel que ' = fo.
e Sig Y =YY" est un morphisme tel que ¢'f = 0, il existe un morphisme vy : Z — YY"
tel que ¢' = 1g.
La situation peut étre résumée dans le diagramme commutatif suivant, dont la ligne centrale
est le triangle exact de départ :

Y/

Hcp/ - 0
/ f
¥

x-Jtoy oz hoxp

/
l, /
g /
\ =

Y 4

Démonstration. Dans le premier cas, on a un diagramme commutatif

y' Ly 0 Y'[1]
]
X —=Y —=2Z—=X[1]

dont les lignes sont des triangles exacts, on le compléte par TR3 en un morphisme de triangles,
d’oul le résultat. On raisonne de méme dans le second cas. O

2.3 Sous-catégorie stable par extension d’une catégorie
triangulée

Nous savons que les catégories exactes peuvent-étre définies comme des sous catégories stables
par extension d’une catégorie abélienne. On souhaite utiliser la méme construction sur une
catégorie triangulée pour comparer les résultats obtenus, on fixe donc 7 une catégorie trian-
gulée, et C une sous-catégorie pleine stable par extension de T, c’est-a-dire que pour tout
triangle distingué

X f

Yy 27 X1

dans T, si X,Y € C, alors c’est aussi le cas de Y.

Commengons par noter que 'on ne sait rien de 'objet X[1], il n’y a donc pas de raison de
pouvoir transporter la structure triangulée de 7 sur C : on ne peut méme pas transporter
I'information du foncteur de translation. Comme on souhaite imiter la construction des ca-
tégories exactes, on souhaite prendre comme ’conflations’ les suites de morphismes dans C
induites par les triangles distingués (comme les conflations classiques sont induites par les
suites exactes courtes).

Cependant, cette construction ne donnera certainement pas une structure de catégorie exacte :
les triangles distingués ne donnent pas des couples noyau-conoyau, mais des couples noyau-
conoyau homotopiques, c¢’est ici que nos constructions homotopiques vont servir.
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Par abus de langage, on appellera donc

e Conflation (f,g) dans C une suite de morphismes composables X <y 9l 7 telle
Ly %oz X[1] dans T.

e Inflation dans C un morphisme f tel qu'il existe une conflation (f,g)

qu’il existe un triangle distingué X

e Déflation dans C un morphisme g tel qu’il existe une conflation (f, g).

La construction qui s’ensuit est fortement calquée sur le cas des catégories exactes classiques,
telles que nous I'avons développée dans [2| & partir de I'exposition de [1].

Lemme 2.21. La catégorie C est additive.

Démonstration. Soient X,Y € C, on a C(X,Y) = T(X,Y) car C est une sous-catégorie
pleine, donc C(X,Y’) est bien un Z-module, et la composition est bien Z-bilinéaire car il
s’agit de la composition de T .

Ensuite, on sait que X —= X 0 X[1] et O Yy 2y 0 sont des tri-
angles distingués dans 7, donc leur somme directe

b ., 00

XoY Yy —2— X[1]

X

est un triangle distingué dans 7, comme C est stable par extension, on obtient X &Y € C,
et X @Y satisfait la propriété universelle du biproduit dans C car il la satisfait dans 7. O

Comme toujours, on souhaite examiner la structure héritée sur C?, qui est une sous-catégorie
pleine stable par extension de la catégorie triangulée TP, il se trouve que les structures sont
simplement duales :

Proposition 2.22. Soit T une catégorie triangulée, et C une sous-catégorie pleine stable par
extension de T, on a équivalence entre :

(i) (f,g) est une conflation dans C.
(ii) (g, f) est une conflation dans C°P.

Démonstration. Premiérement, (f,g) est une conflation dans C si et seulement si (—f, —g)

en est une, en effet, si
f

X Yy -7l X[
est un triangle dans 7 donnant la conflation, 'isomorphisme (—1,1, —1) donne un triangle
distingué

X—f

Yy —% 7 s X1

donc (—f, —g) est bien une conflation.

Ensuite, (g, f) est une conflation dans C si et seulement si il existe un triangle distingué
(g, f,h) dans TP, si et seulement si il existe un triangle distingué (h, f,g) dans T, si et
seulement si il existe un triangle (—f, —g, —h[1]) dans T, si et seulement si (—f, —g) est une
conflation dans C, d’ou le résultat. O
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Proposition 2.23. Les inflations et les déflations sont stables par composition.

Démonstration. Soient X<~V et Y~V deux inflations, on considére (f,g,h) et
(u,v,w) des triangles exacts correspondants dans 7. Le morphisme uf peut étre complété
dans T par un triangle distingué, la question étant si ce triangle peut-étre choisi dans C. On
a obtenu un diagramme dans 7 :

x- Loy 2 gz o oxp
/ /

X —=V' —— 27— X[I
Y// Y//
Y1 i Z[1]

Comme Z et Z” sont des objets de C par hypothése sur f et u, le triangle

’ ! /

7 =7 —2=Y" 2= 7Z[1]

a son extension Z’ dans C, donc le triangle X L Yy (e [1] induit une confla-
tion (uf,¢’) dans C, d’ou le résultat : d’aprés la proposition précédente, les inflations de C
sont, exactement les déflations de C. [

Proposition 2.24. Dans C, le pushout homotopique d’un diagramme vyl -y loygz

existe et est de la forme V'~ Z' <= Z | le pullback homotopique d’un diagramme Y' —~ 7' <2 Z

existe et est de la forme Y’ v 2~ Z . On peut résumer la situation par les diagrammes

yelez e VI-ivZz

|

Y Y
Y/Q - - Z/ Y/AI‘Z/
g

g
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Démonstration. 11 suffit de montrer le second point, dual du premier. Soit donc dans C un
diagramme de la forme

Z
Y — Zl !
g/
Dans T, il existe un pullback homotopique
vy -2z
|
yl lz
Y
Y —= 7'
g/

et donc un triangle
< )
Yy

exact dans 7. On peut alors utiliser 'axiome C', en fixant le triangle (f’, ¢, ') qui donne la
conflation (f’,¢'), on obtient :

(= 9

Y Z®Y' 7 —2 vl

x ! Iz ox
| P
X ! Y/ ! Z/ ! X[l]

f g h

Et comme (f,g,h) est un triangle distingué, avec X € C et Z € C,on conclut Y € C et le
résultat. u

Nous avons montré les équivalents homotopiques des axiomes des catégories exactes, a présent
nous allons pouvoir redérouler le raisonnement donné dans 2] pour atteindre un équivalent
du théoréme de triangulation des catégories de Frobenius.

Définition 2.10. Un objet P € C est dit T-projectif si pour toute déflation ¥ —~Z et
morphisme P J.z il existe un morphisme P —2>Y tel que gp=f.
Un objet I € C est dit T -injectif si pour toute inflation Xty et morphisme X —~1T ,

il existe un morphisme Y T tel que ¥ f = g.
La situation peut étre résumée dans des diagrammes commutatifs,

Y ez et X Ioy

Al T 7
AN 7/
AN f gl /

Jp N P B

mais comme dans le cas des catégorie exactes, ces diagrammes ne traduisent pas des propriétés
universelles : les morphismes ¢ et ¢ ne sont pas uniques.
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Lemme 2.25. Soient P,I € C, on a les paires d’équivalences suivantes :
(ai) P est un objet T -projectif.
(aii) Toute déflation Y
(bi) I est un objet T -injectif.

(bii) Toute inflation I—— X est un monomorphisme scindé.

P est un épimorphisme scindé.

Démonstration. On montre la premiére équivalence, duale de la seconde :

(i) = (ii) : Soit Y —~ P une déflation, en considérant le morphisme 1p : P — P, on
obtient par définition un morphisme ¢ : P — Y tel que gy = 1p, ¢ est donc une section de
g.

(77) = (i) : Soit un diagramme de la forme

P
|+
A

Y—;
on peut considérer son pullback homotopique

y' 9. p

!

|+
par hypotheése, ¢’ admet une section «, le morphisme ya donne le résultat. O

Lemme 2.26. Si X, Y € C sont des objets T -projectifs (resp. T -injectifs), alors c’est aussi
le cas de X @Y.

Démonstration. Par somme directe de triangles exacts, on a (tx,7my) et (ty,mx) sont des
conflations.

Soit une déflation B X @Y , on a par composition des déflations wxg et my g, qui sont
des épimorphismes scindés par hypothése, donc admettent des sections x et y, on obtient que

XpY (ey) B est une section de g, d’otu le résultat par le lemme précédent, on raisonne de

maniére duale pour les objets injectifs. O]

9

Définition 2.11. On dit que C admet suffisamment de T -projectifs si pour tous Z € C,
il existe une déflation P Z ou P est un objet T-projectif.

On dit que C admet suffisamment de T -injectifs si pour tous Z € C, il existe une inflation
X1 ou I est un objet T-injectif.

On dira enfin que C est une catégorie de Frobenius faible si elle admet suffisamment de
T-projectifs et de T-injectifs, et si ceux-ci coincident.

Nous supposons désormais que C est une catégorie de Frobenius faible.

Pour XY € C, on pose P(X,Y) (resp. I(X,Y)) le sous-ensemble de C(X,Y") des morphismes
qui se factorisent sur un objet 7-projectif (resp. T-injectif) : un morphisme f: X — Y est
un élément de P(X,Y) si et seulement si il existe un objet 7-projectif P, ainsi que des
morphismes f; : X — Pet fo : P — Y tels que f = fof; (et de maniére similaire pour
I(X,Y)).
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Lemme 2.27. Pour tout couple d’objets X,Y € C, les ensembles P(X,Y) et I(X,Y) sont
des sous-groupes de C(X,Y).

Démonstration. Comme C est une catégorie de Frobenius faible, il existe des objets T-
projectifs dans C, donc 0 = 00 € P(X,Y).

Ensuite, si f = fof; € P(X,Y), alors —f = —fof; et donc —f € P(X,Y).

Enfin, soient f,g € P(X,Y) on a des diagrammes

Y et X g Y

NN

On en déduit le diagramme commutatif

f+g Yy
(1) 4;

91 P@PI

X

X

et P @ P’ est projectif par le lemme [2.26 m

Définition 2.12. Si C une sous-catégorie pleine stable par extension d’une catégorie trian-
gulée T, on pose C la catégorie projectivement stable de C, qui posséde les mémes objets
que C, et dont les morphismes sont donnés par

C(X,Y):=CX.Y) [p(x v

on pose alors f la classe de f : X — Y, la composition et les identités sont définies de maniére
évidente.
On peut de méme définir C la catégorie injectivement stable, ou les espaces de morphismes

sont données par le quotient C(X,Y) /_](X7 Y)-
Dans le cas ou C est une catégorie de Frobenius faible, les deux définitions coincident et on
appelle simplement C la catégorie stable de C.

Comme on se place dans le cas d’une catégorie de Frobenius faible, tout ce qu’on dira dans la
suite & propos d’objets injectifs peut-étre remplacé par des objets projectifs, et inversement.

Lemme 2.28. Soient X,Y € C, si il existe deux projectifs I et I' tels que X & P ~Y & P’
dans C. Alors X ~Y dans C.

Démonstration. Par hypothése on a

J

o B\ (o B\  [(da+py &B+F0)  [(1x O

v o) \y 6) \Aa+dy ApB+66) \0 1p
Donc 1x — o/a = 'y se factorise sur 'injectif P, donc Ty = o/a, de méme Ty = aa’ d’ou
X et Y sont isomorphes dans C. O]

/ /
(‘;‘ 5>:X@P—>Y@P’ et (‘;‘ ?,):Y@P’—U(@P

tels que
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Comme cas particulier de lemme précédent, pour tout projectif P € C, on a X ® P ~ X dans
C, comme txmx + tpmp = lxap, on a que le diagramme

lxgp—txmx

XOP X@oP
P
commute, donc tx : X — X @ P est un isomorphisme dans C, d’inverse 7y.

Lemme 2.29. (Schanuel)

Soient XL -T2y et Xi\ [’—gl*\Y deuz conflations, avec I et I' deux injectifs.
Alors Y & 1 ~Y' ® I, en particulier Y ~Y' dans C.

Démonstration. On part d’'un diagramme dans C de la forme

x o 9y
f/

[/
g’ L

Y/

On peut utiliser un pushout homotopique pour obtenir

x o 9y

1k

I'——=A
o

/

g

Y/

et un triangle distingué X —=1& ' —= A—— X[1] dans 7.
Comme (f,g) et (f',g’") sont des conflations, on en tire (f,g,h) et (f',¢,h') deux triangles
exacts dans T, et donc un diagramme

yi- 2Ly L ey
| v
y[—17 2L
y
N
y
X[1]
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On applique 'axiome E qui donne un diagramme dans 7T :

| [ N G Ay e
| b b
Y[—l] f h‘[_l} ]/ —(,0/ A _w
q v
Y’ Y’
h w’
x[1-L X
On conclut donc un diagramme dans C :
xcel o g 9oy
rol
refoq- Yoy
o
YI Y/
Comme [ et I’ sont injectifs, ¢ et ¢’ sont des inflations, elles sont scindées, donc A ~ I HY’ ~
I’ ®Y par le lemme d’ou le résultat. O

Bien-stir cet exposé avait pour but de nous amener au résultat que la catégorie C est tri-
angulée, de la méme maniére que la catégorie stable d’'une catégorie de Frobenius (au sens
classique) est triangulée. Nous voulons donc construire dans un premier temps le foncteur (1)
de suspension sur la catégorie C, et ensuite fixer une classe de triangles distingués (et bien-str
montrer que cette classe fait de C une catégorie triangulée), la construction du foncteur (1) est
fortement similaire & celle du cas classique, elle est calquée sur I'exposé de [7], la triangulation
de C en revanche repose sur des arguments légérement différents (la preuve du cas classique
repose fortement sur les propriétés des noyaux-conoyaux et I'unicité des morphismes donnés
par propriété universelle auxquels nous n’avons pas accés ici), la deuxiéme partie repose donc
sur des arguments issus de 9] (section 4), qui montre un résultat de triangulation similaire
dans un cadre plus général que le notre.

Nous construisons (1) : C — C notre foncteur de translation, on commence par construire un
foncteur C — C et nous montrons que ce foncteur envoie les éléments de I(X,Y) sur 0 pour
tous X,Y € C, ce foncteur induira alors un foncteur (1) : C — C.

Soit X € C, comme C admet suffissamment de T-injectifs, il existe un objet injectif 7(X) et
une inflation ¢ty : X~ (X)), autrement dit, il existe dans 7 un triangle exact

X 2 1) 2 xSy
Pour tout objet X € C, on choisit un tel triangle, nous allons alors poser X’ := X (1), ils
nous reste a régler le cas des morphismes : soit f : X — Y, on a un diagramme commutatif

X 2% 1(X) 5 X (1) 2 X[

lf g

Y 1(Y)




Comme ¢x est une inflation, et ¢y f : X — I(Y) a pour codomaine un objet 7T -injectif, il
existe un morphisme (non unique) f': I[(X) — I(Y) faisant commuter le diagramme suivant :

X 25 1(X) = x (1) 22 X1

T

Y I(Y) ——Y{1) —— Y]]

Ly hY

Yy
Par TR3, nous pouvons compléter ce diagramme en un morphisme de triangles :

X 5 (X)) = x (1) 22 X1

RN

Y — 1Y) = Y (1) —— V[1
Nous souhaitons poser f(1) := f”, mais il n’y a pas unicité du morphisme f” & priori, en

fait, on n’a pas unicité de f” dans C, on aura unicité de f” dans C : soit en effet un autre
diagramme commutatif

hy

,on a hy(¢”" — f") = flllhx — f[1]Jhx = 0, comme 7y est un noyau faible de hy, on obtient
un morphisme 0 : X (1) — I(Y) tel que ¢" — f” = 7y 0, donc ¢" — f” se factorise sur I'injectif
I(Y), et donc ¢ — f” = 0, d’ott 'unicité de f” dans C. On peut donc poser f(1) := f” on a
construit (1) : C — C (il est clair qu’il s’agit bien d'un foncteur covariant).

Montrons que ce foncteur induit un foncteur C — C : soit f : X — Y se factorisant sur un
injectif I, on obtient deux triangles commutatifs :

Xty ot x) Ly

LA

I (1)

avec f” = f(1), W = h(1), et ¢" = g(1), pour conclure que f” se factorise sur un injectif,
il nous suffit de montrer que I(1) est un objet T-injectif, par hypothése, on a dans C une
conflation

I~ 1(1) 1(1)

comme [ est un injectif, le lemme de scindage nous donne que I(I) ~ I & I(1), donc I(1) est

injectif : toute inflation I(1)“— Z donne une inflation 7@ (1) — Y, qui est alors scindée.

Donc I(1) est injectif et f(1) = 0, donc le foncteur (1) induit bien un endofoncteur C — C.
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Proposition 2.30. Le foncteur (1) : C — C que nous avons construit est une autovalence.

Démonstration. L’application induite par (1) sur les morphismes est clairement Z-linéaire.
On construit explicitement le quasi-inverse (—1) de (1) : notre construction de ce dernier ne
faisait appel qu'aux objets T-injectifs, en effectuant un raisonnement similaire sur les objets
T-projectifs, on obtient des diagrammes de la forme

X(—1) X p(x) -2 x

]

Y(-1)—— P(Y) ——Y

Py

iy

et donc un foncteur (—1) : C — C, et dans le cas de Frobenius faible, un foncteur C — C.
On consideére la conflation

X (D) ——I(X{-1)) —X{-1)(1)
Par le lemme de Schanuel, on a un diagramme commutatif

X (D) I(X{-1)) —= X {=1)(1)

N

X(-1)e—P(X)—X
oil TTx est un isomorphisme dans C.
Soit f : X — Y un morphisme, on obtient deux diagrammes commutatifs

LX(—1) TX(—1)

X (=D NX(1) T X (1)) et X (=D (1) TS X (- 1)(1)

H wa x l L "y L(,, iy

X(-1)X - px)—2 . x Y (— )X (—1)) Y (—1)(1)
oo | lw P
Y- - piy)—2 .y Y (—1) P(Y) Y

Ces deux diagrammes donnent deux morphismes fnx et ny(”f)” qui sont donnés & partir
de "f : X{—1) — Y(—1), donc ils sont égaux dans C, donc 7j donne bien un isomorphisme
naturel dans C entre (—1)(1) et 1z, on construit de méme un isomorphisme (1)(—1) — 15
qui donne le résultat. O

Nous pouvons & présent fixer la classe des triangles exacts dans C, mais avant, notons que
nous avons fait un choix de conflation pour construire notre foncteur (1), on peut se demander
quelles sont les éventuelles interactions entre un choix et un autre, soit donc pour X € C un
autre choix de triangle exact dans 7 :

X2 ) 2 x {1 -2 X[

ou I'(X) est toujours un objet T-injectif. Le lemme de Schanuel nous donne pour tout X € C
un diagramme commutatif
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X 5 1(X) = X (1) 2 X1

|

X ——= I'(X) = X{1} 55— X1]

X

pPx

Ou 77y est un isomorphisme dans C, nous allons alors montrer :

Proposition 2.31. La classe des morphismes fx donne un isomorphisme naturel dans C
entre les foncteurs (1) et {1}.

Démonstration. Nous avons déja montré que les 77y sont des isomorphismes, il reste a vérifier
que 7 est bien une transformation naturelle, pour f € C(X,Y), on a un diagramme dans 7T
dont les faces sont commutatives

X 2 I(X) s X(1) hx X[1]
/ T % r % f” / ity
X X I(X) X X {1} X[
f & ¢ \ e
Y — 1Y) — Y (1) —— Y[1]
N
Y r'y) v{1} Y]

Il nous faut montrer que la troisiéme face intérieure de ce diagramme est commutative dans
C:
X{1}<"—X(1)

¢// L lfl/

Y{1} <—Y(1)

On a d’apres le diagramme ci dessus

Oy¢"nx = f[1]0xnx
= fll]hx
= hy f"
— Qynyf//

Donc le morphisme 7y f” — ¢"nx est annulateur de y et donc se factorise sur son noyau
faible : I'objet T-injectif I'(Y), il s’agit donc du morphisme nul dans C d’ou le résultat. [

A présent, il nous reste a fixer la classe des triangles distingués : Soit f : X — Y un
morphisme dans C. On a un diagramme

X2 1(X)

|

Y
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Dont on peut considérer un pushout homotopique

X2 (X))

/| |-

Y(T Y/

on a donc dans 7 un triangle exact
(5)
f

avec (Ljf) = fcarl (X) est un objet T-injectif, on donc peut choisir un représentant de f

qui soit une inflation dans C, on peut donc supposer que f est une inflation, il existe donc
un diagramme commutatif dont les lignes sont des triangles exacts

Yy —2 o X[1]

Xt oy 7z ox[
)Hc (X)) — X(l}h—X>XH[1]

avec Z € C, comme [(X) est un objet T-injectif, il existe un morphisme y : Y — I(X)
faisant commuter le diagramme

Ty 4 7zt x|
| - f(j); - X<1>h—X>XH[11

Nous pouvons appliquer I'axiome B dans 7 pour compléter ce diagramme par un pushout
homotopique :

(plus précisément, un triangle sera dit standard si les morphismes qui le composent admettent
des représentants dans C qui s’incluent dans un diagramme tels que nous l’avons construit).

Théoréme 2.1. La catégorie C, munie du foncteur (1) et de la classe des triangles isomorphes
dans C a un triangle standard forme une catégorie triangulée.
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Démonstration. Par définition, la classe des triangles exacts dans C est stable par isomor-
phisme de triangles, on vérifie ensuite les axiomes un par un :

TRO : On montre que le triangle (1x,0,0) est exact, on aura le résultat par TR2 et 'isomor-
phisme [1, —1,1] (nous n’utiliserons donc pas TR0 dans sa forme initiale pour montrer TR2
bien-str). On a dans 7 un diagramme commutatif & lignes exactes :

XXX 0 X[1]
.
X o 1(X) = X (1) 5 — X[1]

qui donne bien un carré homotopique car le triangle X — I(X) /> X (1) Ixx [1] est

exact dans 7. Donc (1,0, 0) est bien un triangle standard dans C.

TR1 : Soit f : X — Y un morphisme dans C, on a construit un triangle standard (?, g,h)
dans notre définition des triangles standards.

TR2 : Par définition, il suffit de régler le cas des triangles standards, soit donc dans 7 un
diagramme

Xt oy 7z oy
k]
X — I(X) == X (1) — X[1]

Tel que le carré central soit un carré homotopique, on peut construire un diagramme com-
mutatif dans 7 donnant un triangle standard :

Y Z & I(X) (W _mx) Xy Iy
| po ]
Y i I(Y) =Y (1) ——— Y1

On a donc
(W dmy) = (myp 7yq)

et a'wmx = myq, de plus,
(r 9) (_yg> = —pg+ay =ty

= f=-pgf+quf =0+ qx

en effet gf = 0 car (f,g,h') est un triangle exact, et yf = tx par définition de y, donc q et
a’ g’incluent dans un diagramme commutatif

X 5 (X)) = x (1) 2 X1

) i

Y 1(Y)
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Et donc a/ = f(1). Par définition de (1), on a @/ = f(1), on a donc un triangle standard

YL 7@ I(X)

(» Q)X<1> 7

Y(1)

isomorphe (dans C) au triangle voulu.
TR3 : Comme précédemment, il suffit de réfler le cas des triangles standards, soit donc dans
C un diagramme commutatif de triangles standards

|

X' Y’ 4 X'[1]
Comme yf = f'z, yf — f'x se factorise sur un objet injectif I :

X yf_f,xy/

1A

I

Comme on peut supposer que f est une inflation, il existe t : ¥ — [ tel que tf = r, on
remplace donc y par y — st, qui appartient a la méme classe dans C, on obtient

fly=st)— flo=fy—fst—fz=0

Donc on peut supposer que le diagramme commute dans 7, on peut appliquer TR3 dans T
pour obtenir un morphisme z : Z — Z'.
Par construction du foncteur (1), on a un diagramme commutatif

X 25 (X)) = X (1) X X1

kR

X' [(X') — X'(1) —— X"[1]

'Y hx/

T/

Par construction des triangles standards dans C, on a des diagrammes commutatifs de tri-
angles exacts dans T

XxJ oy 0 g hoxp] et x Ly P X
! ! / /
X — 1(X) == X(1) 5= X[1] X = 1H(XY) =7 X(1) == X1]
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On a donc

a[1) = hz = x[1)hxh = hyh'z
= hX/.T//]’L = hX/h/Z
= hx/(z"h —hW'z) =0

Donc le morphisme z”h — h'z se factorise sur le T-injectif 7(X') par propriété de noyau faible
de hys, donc 2"h = W'z et Z(1)h = h'Z, soit le résultat voulu, B
TR4 : On montre 'axiome B dans C, on part d’un diagramme dans C

on peut le compléter par B dans 7 pour obtenir un triangle distingué

. (—9 v) J oy (= ¢ PO

Y]

On sait par ailleurs que f(1) admet dans C un représentant o tels que hyp = f[1]hx (par
construction de (1)). On a alors

hyoh' = f[1hyh = f1N

Et donc un diagramme commutatif dans C

(=9 v) (= 9)

Y ZaY! Iy
| .
Y i I(Y) > V(1) — V1]

Ce diagramme se compléte par 'axiome B’ dans 7 en un morphisme de triangles tel que le
carré central soit homotopique, on a donc un triangle standard dans C'

V)

ce qui est bien le résultat recherché. n

(z 9) TR

Y zZaY'
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Troisiéme partie

Catégories extriangulées

La section précédente nous a permis de mettre en évidence un lien assez fort entre catégories
exactes et sous-catégorie pleine et stable par extension d’une catégorie triangulée. Ce lien
nous enjoint & rechercher une structure plus englobante qui contiendrait ces deux notions,
une telle structure est introduite dans [13] pour étudier les paires de cotorsion : les catégories
extriangulées. Nous redonnons ici les définitions et premiers résultats affiliés a ce concept,
afin de faire apparaitre le lien dont nous parlions plus haut.

L’idée derriére les catégories extriangulées est d’extraire la notion d’extension sur une catégo-
rie additive : on a vu dans la section 1.3.1 que ’on pouvait formuler une notion d’extension sur
une catégorie exacte, on peut d’ailleurs construire dans certain cas un foncteur Ext ! comme
pour les catégories abéliennes (construction donnée dans [1]). Nous ne I’avons pas mentionné,
mais il est aussi possible de munir une catégorie triangulée d’un foncteur Ext* = T(—, ?[1])
qui classifie lui aussi en un sens les extensions.

3.1 Définitions et vocabulaire

3.1.1 Extensions d’une catégorie additive
A partir d’ici, on considére C une catégorie additive, et
E:C?xC— b

un foncteur biadditif, ¢’est ce foncteur qui va ’imiter’ le foncteur Ext des cas précédents.

Définition 3.1. Soient X, Z € Cet § € E(Z, X), le triplet (X, 0, Z) est appelé une E— extension
(de Z par X), en I’absence d’ambiguité, on appellera simplement § une extension.

Par le théoréme , dans une catégorie abélienne, il y a une bijection entre Ext!(Z, X) et
les classes d’équivalences d’extensions de Z par X, donc notre définition prend du sens dans
ce contexte.

Soit (X, 4d,Y) une E-extension, comme E est un bifoncteur, pour f: X - X' et g: 2" — Z
des morphismes dans C, on a des E-extensions

E(Z, f)(0) e E(Z,X') et E(g,Y)(5) € E(Z', X)
On notera respectivement f,0 et ¢g* ces extensions. On a dans cette terminologie
E(g, /)(0) = fug®d = g" f.0 € E(Z', X")

car E est un bifoncteur.

Définition 3.2. Soient (X, 09, 7) et (X',d’, Z’) deux E-extensions. On appelle morphisme
de E-extensions de (X, 6, Z) dans (X', ', Z') un couple (f, g) € C(X,X")xC(Z, Z’) tel que

f.0 =g € B(Z,X")
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Lemme 3.1. Les E-extensions de C, munies des morphismes que nous venons de définir,
forment une catégorie (localement petite) que ’'on note E—ext(C).

Démonstration. On définit la composition des morphismes comme suit : soient
- (Xy,01,21), (Xa, 09, Z5), (X3, 03, Z3) des E-extensions.

- (fi,01) 1+ (X1,01,21) — (Xa,02,Z2) et (f2,92) 1 (X2,02, Z2) — (X3,03,Z3) des mor-
phismes de E-extensions.

On définit la composition par

(f2,92) o (f1,91) := (faf1, Gogn)

montrons que ’on définit bien ainsi un morphisme de [E-extensions : on a

(faf1)61 = E(Z1, faf1)(01)

Car [E est contravariant en sa premiére composante. Il est alors clair que la compositions est
associative, car issue de celle de C, et que 1(xsz7) = (1x,1z) donne bien les morphismes
identités. O

On remarque que par construction, I’ensemble E — ext(C)((X, d, Z), (X', ¢, Z")) est un sous-
ensemble de C(X, X") x C(Z, Z"). La biadditivité de E permet de dire plus :

Lemme 3.2. Pour (X,0,7) et (X',8,2") € E — ext(C), l’ensemble
E —ext(C)((X, 4, 2), (X', 0", Z"))

est un sous-groupe de C(X,X'") x C(Z,Z").

Démonstration. Soient (f,g) et (f’,¢') deux tels morphismes, on a

(f+ [ = foo + flo
=g+
donc (f+ f,g+¢) € E—ext(C)((X,6,2), (X', ¢, 2")), et
(=f)d=—f0 =—g"0' = (—g9)*0

donc (—f, —g) également, il est clair que c’est aussi le cas de (0,0). O
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Comme la composition de E — ext(C) est issue de celle de C, elle est clairement Z-linéaire, ce
qui fait de E — ext(C) une catégorie Z-linéaire.
Ensuite, étant données (X, d,7Z) et (X',¢',Z') des extensions, comme E est biadditif, on a
que E(X & X', Z & Z') réalise dans b le biproduit

EX,Z)sE(X,Z)eEX', Z)®E(X', Z')

on peut alors considérer (§,0,0,6") € E(X & X', Z @& Z’), on vérifie sans peine que ceci réalise
un biproduit dans E — ext(C) justement car E est additif. Enfin, I'extension (0,0,0) est un
objet 0 dans E — ext(C)P] d’ou :

Proposition 3.3. La catégorie E — ext(C) est additive.

On notera 6®¢’ le biproduit de deux extensions, on remarque que notre définition du biproduit
d’extensions fait que si (X, 0, Z) et (X’,d', Z") sont deux extensions, on a

040 =(Vx)(Az)* (0 @)

Ce qui n’est bien-siir pas sans rappeler la définition de la somme de Baer de la proposition

31

Lemme 3.4. Soit (X, 4, 7) une E-extension, on a
(a) Tout morphisme f : X — X' induit un morphisme de E-extensions

<f7 1Z) : (X757Z) - (X/,f*(S,Z)
(b) Tout morphisme g : Z' — Z induit un morphisme de E-extensions
(1X7g) : (X,(S, Z) - (X7g*57 Z/)

Démonstration. 11 suffit de tester la condition de commutativité, mais elle est claire par
définition :
[0 = 15.(f:9)

et de méme dans le second cas. O

On sait que dans les catégories abéliennes, les groupes Ext! déterminent les extensions de
suites exactes courtes @ équivalence pres, on développe donc une notion similaire d’équivalence

dans C.

Définition 3.3. Soient X, Z € C un couple d’objets. Deux suites de morphismes composables

xtoy 2oz o x Loy 2oz
seront dites équivalentes s’il existe un isomorphisme y : Y — Y’ faisant commuter le
diagramme
x-loy 2.7

)

! 9

On notera [ X Ty o Z ] la classe d’équivalence de la suite X Ty .z

2. cette derniére remarque est nécéssaire, étant donné que nous n’avons auparavant pas montré que les
biproduits finis vides existent
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Notation. Pour X, Z € C, on pose
0:=[X X7 2 7]

et

Loy = Xex Elyey 2L 20 1)

Xty —2-Zz)a[X
A présent, on cherche a reconstruire un résultat similaire au théoréme [L.1], on se donne donc
une correspondance s qui & une E-extension (X, d, Z) associe une classe d’équivalence de la
forme
Xty 2.7

Comme on souhaite faire le lien entre les E-extensions de C et des suites de morphismes
composables, on introduit une condition naturelle a cet égard :

Définition 3.4. Soit s une correspondance définie comme précédemment. On dit que s est
une réalisation de E si elle respecte la condition suivante :

Sid e E(Z,X) et d € E(Z, X') sont deux extensions, alors tout morphisme de E-extension
(z,2): (X,0,Y) — (X', 0", Y’) doit pouvoir se compléter dans C en un diagramme commutatif

xtoy 9.7

-]
—_— ,*>Z
i g

pour [X—f>Y—g>Z] =5(0) et [X%Y’LZ] =s5(¢').

Par définition de 1’équivalence des suites, cette condition ne dépend pas du choix de repré-
sentant. Dans cette situation, on dit que le triplet [z,y, z] réalise le morphisme (x,z) et

X Loy 2.7 réalise (X,9,2).
Afin d’avoir un comportement similaire & celui du Ext!, on doit ajouter une condition d’ad-

NIV RS

Définition 3.5. Une réalisation s de E est dite additive si on a
e [’extension scindée est envoyée sur la suite scindée :
s5(0) =0

pour 0 € Ext (Z, X).

e La réalisation commute au biproduit : pour (X, 6, Z) et (X', 0’, Z’) deux extensions, on
a
s(0® ) =5() Bs(d)
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Lemme 3.5. Si s est une réalisation additive de E, alors pour tous X, Z € C, si
x-toy f.z7
réalise lextension (X,0,7), alors
(a) g admet une section s.

(b) f admet une rétraction r.

(¢) Le morphisme (;) 'Y = X @ Z est un isomorphisme, d’inverse (f s).
Démonstration. Par hypothése, 'extensions (X, 0, Z) est réalisée par la suite
X XoZ-2Z

On a donc un diagramme commutatif

x> .y_9 .z
| o

qui donne immédiatement le résultat.

De plus, on remarque que pour f: X — Z, la suite

)

X—XoZ—7Z

réalise 1'extension (X, 0, 7).

Une fois passées ces premiéres définitions, nous allons pouvoir en venir a la définition de ca-
tégorie extriangulée, néanmoins nous donnons avant de poursuivre deux terminologies issues
des catégories exactes/triangulées afin de permettre l'expression de certain résultats en des

termes familiers :

Définition 3.6. Soit s une réalisation additive de [E.
e Une suite
f g
X—Y =7

sera appelée une conflation si elle réalise une extension § € E(Z, X).

e Un morphisme f : X — Y dans C sera appelé une infilation s’il existe une conflation

de la forme
xtl.y 2.z

e Un morphisme ¢g : Y — Z dans C sera appelé une déflation s’il existe une conflation

de la forme
x1l.y 2.7

e Le couple formé par une conflation et une extension qu’elle réalise sera appelé un E-

triangle, on notera
Xty toz. 0

un tel couple.

Dans la suite, on notera le plus souvent la notation en E-triangles, cette notation permettant
de spécifier ’extension réalisée par une conflation. Bien-str cette notation a pour but d’imiter
le cas triangulé, dans lequel les extensions sont bien des morphismes 6 € T (Z, X[1]).
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3.1.2 Catégories pré-extriangulées

Dans la suite, on reprend C une catégorie additive, munie d’un foncteur biadditif E et d'une
réalisation additive s.

Définition 3.7. Soient deux E-triangles

xtoy 2.z.0, o x Loy Sop 0,
si (z,y) : (X,0,7) — (X',8,Z") est un morphisme de E-extensions réalisé par un triplet
[z,y, 2], on dit que le triplet [z,y, z| est un morphisme de E-triangles. On représentera
un tel morphisme par un diagramme 'commutatif’

x-tloy 9. 7.0,

N

X —Y —7 >
f/ g/ 6/

Définition 3.8. Soit C une catégorie additive. On dit qu’'un triplet (C,E,s) forme une ca-
tégorie pré-extriangulée si il vérifie les axiomes suivants :

(ET1) E: C% x C — b est un foncteur biadditif.

(ET2) s est une réalisation additive de E.

(ET3) Tout diagramme commutatif de E-triangles

x_Jt .oy 9. 5 5.

-
X oV s 7
f/ g/ 5/
Peut étre complété en un morphisme de E-triangles [z, y, z].
(ET3)°? Tout diagramme commutatif de E-triangles

X'ngZ§>

Pl
X —Y —7 >
f/ g/ 5/

Peut étre complété en un morphisme de E-triangles [z, y, z]|.

On choisit ici une approche inspirée davantage de [14] que de [13] en séparant le quatriéme
axiome (ET4) a venir des trois premiers, en effet les catégories pré-extriangulées possédent
déja un certain nombres de propriétés qui nous seront utiles. De plus, comme pour les caté-
gories triangulées, on aura un certain choix d’axiomes équivalents pour (ET4).

Notons cependant que contrairement au cas triangulé, I'axiome (ET3) n’est pas équivalent a
(ET3)°P par les autres axiomes : on a besoin de l'imposer par ailleurs pour que la définition
de catégorie pré-extriangulée soit autoduale.

Toujours dans 'optique que le foncteur E imite le foncteur Ext?!, on cherche & reproduire
un résultat important lié a ce foncteur, a savoir qu’il induit des suites exactes longues a
partir de suites exactes courtes (conflations), c’est ce que donne le lemme dans le cas
abélien (similaire au cas exact), et le caractére (co)homologique du foncteur 7(—,7) dans le
cas triangulé (cf , proposition 3.10).
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Pour
X L Y L Z ...... 6>

un E-triangle, et M € C, on souhaite avoir des suites exactes longues

(7, M) —2c(v, M) —c(x, M) 2L B (2, M) £ B (Y, M) L~ E(X, M)

et

C(M, X)—L e, v)—L-c(M, 2) L R(M, X) L B(M,Y) S~ E(M, Z)

Nous allons définir les morphismes de connection (6%)y; et (04)y & l'aide du lemme de
Yoneda (cf [2], lemme 1.3) : tout élément § € E(Z, X) induit des transformation naturelles

64 :C(—,2) = E(—,X) et 67 :C(X,-)=E(Z,—)
Pour M € C, ces transformations naturelles sont données par

(0px)v: CIM,Z) — E(M,X) ¢ (0% C(X, M) —— E(Z,M)
© — o) © ® — V0

En labsence de confusion, on notera 6% et d4 a la place de (6%)y et (64) -

Lemme 3.6. Si (C,E,s) est une catégorie pré-extriangulé, alors pour tout E-triangle

f

Xty 9.7 90,

on a
(a) gf =0
(b) fo=d*f=0
(c) 976 = 049 =0
Démonstration.  (a) Par (ET2), la conflation
X—>X—=0
réalise 0 € E(0, X), on applique (ET3) au diagramme

pour obtenir un morphisme de E-triangles (1x, f,0), en particulier on conclut que
gf = 0 par commutativiteé.

(b) On applique (ET3) a

pour obtenir (f,0) : (X,d,Z) — (Y,0,0) un morphisme de E-extensions, d’ou en
particulier f,0 =00 =0

(c¢) Dual du point précédent.
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Proposition 3.7. Soit (C,E,s) un triplet satisfaisant (ET1) et (ET2). On a équivalence
entre

(i) (C,E,s) respecte (ET3) et (ET3)P.

(ii) Pour tout M € C, tout E-triangle

x oy 9. gy 0.

induit deux suites exactes longues

(6%)ar

(2, M) —2=c(v, M) —L-c(x, M) L B (7, M) —C B(Y, M)
C(M, X)—L e, v)—Te (M, 2) L B(M, X)L B(M,Y)

Remarque. On n’a pas tout a fait la suite exacte attendue : il en manque le dernier terme,
qui sera donné par I’adjonction de (ET4) dans la suite.

Démonstration. (=) On ne montre le résultat que pour la premiére suite, le cas de la seconde
suite se traitant de fagon duale. Soit M € C, par le lemme [3.6] la composition de deux
morphismes successif de la suite est nulle, il nous reste seulement les inclusions réciproques
a montrer. R

Exactitude en C(Y, M) : Soit y € C(Y, M) un morphisme tel que f(y) = yf = 0. On applique
(ET3) a

b
Oﬁ-Mﬁ-M ........... >

pour obtenir z : Z — M tel que zg =y = g(z).

Exactitude en C(X, M) : Soit  : X — M tel que (6%)y(z) = 2,6 = 0. On a donc (z,0) :
0 — 0 est un morphisme de E-extensions. Comme s réalise E, il existe y : Y — M tel que
[x,y, 0] réalise ce morphisme. En particulier on a un diagramme commutatif

~

donc = = yf = f(y).
Exactitude en E(Z, M) : Soit 6§ € E(Z, M) une extension telle que E(g, M)(0) = g*0 = 0. On

réalise ces deux extensions par des triangles

M-_* N7 9. o M "ep_°c.yv 9%

Le morphisme d’extensions (1,7, ¢) : g*0 — 0 est réalisé par un certain triplet [1,, €/, g] avec
un diagramme commutatif



La premiére ligne est scindée par hypothése, donc e admet une section s par le lemme (3.5
En appliquand (ET3) a

on trouve x : X — M qui donne un morphisme (z,1z) : 6 — 6 donc § = z,§ = 6" x.

(<) On montre (ET3), on montrera (ET3)° par dualité. Soit un diagramme dans C

XéYLZ .... 6)

Pk

X/ﬁyléz, ........... >
' g 5

Par exactitude de la suite

@) :
C(Z,7) LRz, X)Lz, Y
et ’égalité
f»i(x*é) =y [0 =0

issue du lemme [3.5] il existe 2’ € C(Z, Z') tel que 2.6 = 2*§', donc (z, 2’) est un morphisme
de E-extensions, qui admet une réalisation [z, ', 2’]. Alors, par exactitude de

C(Z.y") —L-c(v,y") —L-c(x, v
et I’égalité
(v=o)f = f'z =2 =0

il existe ¢: Z — Y’ tel que
/

Cg=yYy—y
on pose alors z = 2’/ + ¢’¢ qui donne
zg=2g+d'cg
/! / /!
=9y +t9y—gy
=4qy
et
2*5/22/*5/+C*g/*5/zx*5

d’out le résultat voulu. O
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Corollaire 3.8. Soit (C,E,s) une catégorie pré-extriangulée, et un E-triangle

x .y 9. 7.5,

Alors [ est un noyau faible de g et g est un conoyau faible de f, au sens de la proposition

Démonstration. Soit ¢ : M — Y tel que gp = 0, par exactitude de la suite
C(M, X)—L=c(M,Y)—2~c(M, 2)

on a que ¢ se factorise sur f. On raisonne de maniére duale pour le second point. O

Corollaire 3.9. (Lemme de Scindage)
Si (C,E,s) est pré-extriangulée, et

xSty 9. 7.5,
lx ly lz
X/ —_— YI —_— Z/ ........... >
/ g/ pY

est un morphisme de E-triangles. On a équivalence entre
(i) x se factorise sur f.
(ii) z se factorise sur g'.
(i17) x.0 = z*§ = 0.
En particulier, si [z,y,z] = [1x,1y,1z] et § = &', on retrouve le lemme|[3.5

Démonstration. Par définition de 67, on a
0%, () = 2.0
donc (i) < (7ii) découle de 'exactitude de

P

(Y, X") =X, X") - B(Z,X7)

on peut montrer (ii) < (iii) de maniére duale. O

Corollaire 3.10. (Lemme des 3)
Soient (C,EE,s) est une catégorie pré-extriangulée et un morphisme de E-triangles

Alors si deuz des trois morphismes x,y,z sont des isomorphismes, il en va de méme du
troisieme.

90



Démonstration. Dans le cas ou z, z sont des isomorphismes, par la proposition [3.7, on a des
diagrammes commutatifs a lignes exactes dans 2Ab :

cY, X) e, y)—Lc(v,z) LRy, X)

f bk

C(Y, X) —=C(Y", V") —=C(Y", 7') =BV, X')
7 g v/

/! é\/ / f/'\l / (6/#)}’ /
C(Z,Y)-L=c(v,Y)L=C(XY)LE(Z,Y)

s A T
C(Z,Y) —=C(Y,Y) —=C(X,Y) = E(Y", X')

qui montrent respectivement que y a un inverse a gauche, et a droite.
Le cas o z et y sont des isomorphismes se régle grace au diagramme commutatif suivant

C(M, X)— (M, Y) (M, 7) LR (M, X) L E(M, V)

o R

C(M, X') —=C(M,Y") —=C(M, Z') 5= B(M, X') — = B(M.Y")

Le lemme des 5 appliqué dans 2(b donne que z est toujours un isomorphisme, en particulier
pour M = Z’, on obtient que z admet un inverse a droite, on peut de méme montrer que z
admet un inverse & gauche. On raisonne de maniére duale pour le dernier cas. O

Proposition 3.11. Si (C,E,s) est une catégorie pré-extriangulée et

XLYLZ ...... 5>

est un E-triangle, alors tout couple d’isomorphismes v : X — X' et z : Z — Z' induit un
E-triangle

-1 1 *
' Iy Eg el

Démonstration. Posons
f/

s(2,2°0) = [ X' Loyt L )

Comme
(27" (2.270) = (27 1) 2% 2.0 = 1.6

On obtient que (z,z7') : § — x,2*d est un morphisme d’extensions, donc réalisé par un
certain [z,y,271], y est alors un isomorphisme par le corollaire précédent. On a alors un
diagramme commutatif

X’EY

| Ly 1

X' — Y —= 7'
Donc bien le résultat annoncé par définition de l’équivalence des conflations. O
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Corollaire 3.12. Si (C,E,s) est une catégorie pré-extriangulée, et

X oy 9.7 .8,

est un B-triangle, alors pour tout §' € E(Z, X) on a équivalence entre
(i) 5(6) = 5(9)
(i)
)
)

/

= x,0 pour un certain x € Aut (X) tel que fx = f.
(idi

/

)
§' = 2*0 pour un certain z € Aut (Z) tel que zg = g.
(iv) & = z*x.§ pour un certain couple x,z € Aut (X) x Aut (Z) tel que fx = f et zg = g.

Démonstration. Les implications (ii) = (iv) et (iii) = (iv) sont immédiates (en rajoutant
des identitées).
(1v) = (i) est conséquence directe de la proposition précédente.

(i) = (ii) Si s(8") = s(6) = [ X — =Y —~ Z ], on applique (ET3) &

pour obtenir z : X — X donnant un morphisme de E-extensions (z,1). Par le corollaire 3.10]
x est un isomorphisme et on a le résultat par le corollaire précédent, la derniére implication
(1) = (4i7) se montre symétriquement. O

Lemme 3.13. Soient (C,E,s) une catégorie pré-extriangulée, (X,0,7) et (X',0',7") deux
E-extensions de C et

xtoy 9t g a4 x Loy S p

deuz suites de morphismes composables dans C. On a alors équivalence entre

/

(i) s(0) = [X Loy 2o Z]ets(d) = [ X Loy Lo 7).
(@) sGad) = XoXx L yaov L 70 7]

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est immédiate par définition d’une réalisation addi-
tive. Pour montrer (i) = (¢), considérons trois E-triangles

!
X 2> M s

XoxLlyay £ 70 7 9%
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a b

Comme s est une réalisation additive, il existe ¢ = (c d) - Mae M — YaY un

. . . a
isomorphisme d’inverse ) = (c’

/ /

d/

) faisant commuter le diagramme

XoX 22 o Py oy

| e

XX — oF Y@Y’—>Y@Y’

On a donc les relations

- staoa) = (42 )= (1 })

@ - gog) (gi 5@) (

o
1
—_
>~<
@
<
|
VR
o5
—_
~ O
Il
N

ca' +dc b + dd

Iy 0\ [da+bc db+Vd
- \da+dc b+dd

aa +bcd ab + bd’)

Et deux diagrammes commutatifs

XMz ot x oy g

ek

X—=Y—~Z X Y 7

Il nous suffit pour conclure de montrer que a et d sont des isomorphismes, par les relations
(5) et (6) il nous suffit pour cela de montrer que b’ =0, ¢b’ =0, b'c =0 et b = 0.

On remarque que par le corollaire , f@® f et g® g forment un couple noyau/conoyau
faible, on en déduit rapidement que c’est également le cas de (f, g) et (f',¢').

Par (1), on a ba/ = 0 donc b se factorise comme v,0’, et §'¢’ = 0 par (4), donc ¢ se
factorise comme o'7,. Donc b = v 5'a’v, = 0.

Par (1), on a ca = 0 donc ¢ se factorise comme 733, et S0 = 0 par (4), donc ¥ se factorise
comme a-y,. Donc cb' = y38ay4 = 0.

Par (3), on a b'f’ = 0 donc V' se factorise comme v5¢', et ¢'c = 0 par (2), donc ¢ se
factorise comme f’~g. Donc b/'c = v59' f'v6 = 0.

Par (3), on a ¢ f = 0 donc ¢ se factorise comme 77g, et gb = 0 par (2), donc b se factorise
comme fvg. Donc b = v7gfvs = 0.

D’ou le résultat. [
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3.2 Catégories extriangulées, définition et premiéres pro-
priétés
3.2.1 Définitions

Comme dans le cas des catégories triangulées, on passe des catégorie pré-extriangulées aux
catégories extriangulées par I’adjonction d’un couple d’axiomes supplémentaire, duaux 'un de
l'autre. Dans 13| ce couple est une adaptation au cas extriangulé de I’axiome de 'octahédre,
ici nous donnons un autre couple possible, adapté des axiomes B et B’ de [8] que nous avons
donné dans la section 2.2.

A partir d’ici, on pose (C,E, s) une catégorie pré-extriangulée. Comme dans le cas triangulé,
nous utiliserons une notion de carré homotopique :

Définition 3.9. On dit qu'un carré commutatif dans C

est un carré homotopique si il existe un E-triangle de la forme
-9
Y

On dit alors que (g,Y,y) est un pullback homotopique de (¢, 7', z), et que (¢', Z', z) est
un pushout homotopique de (g,Y,y).

Y ZaY' ¢ 9) A I

Remarque. Par le corollaire , les pullbacks/pushout homotopiques sont des pullbacks/pushouts
faibles car les inflations et déflations forment des couples noyau faible conoyau faible. Les
axiomes (ET3) et (ET3) et le lemme des 3 (corollaire(3.10]), on a unicité des pushouts/pullbacks

homotopiques, mais & isomorphisme non canonique pres.

Pour des raisons de lisibilité, on nomme nos axiomes de maniére similaire & leurs analogues
dans [8]. Commencons par justifier ’absence des autres axiomes de [§8] : 'axiome A repose sur
la notion de cone d’un morphisme de triangles, dont la définition ne s’adapte pas clairement au
cas extriangulé. Les axiomes C et E peuvent s’énoncer dans le cas extriangulé, mais la preuve
de I'implication C' = B reposant sur I'axiome (TR1) des catégories pré-triangulées, ne peut
s’adapter directement au cas extriangulé, on verra que 1’on conserve cependant I'implication
réciproque.

Les axiomes B et B, comme dans le cas triangulé, peuvent s’interpréter comme affirmant
'existence de pushout (resp. de pullbacks) homotopiques sur les inflations (resp. les défla-
tions), on note la similarité de cette affirmation avec les axiomes des catégories exactes.
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Axiome B. Les inflations sont stables par composition. Soient un E-triangle donné par

f

x oy 9. 7 0,

etz : Z' — Z un morphisme dans C, on a un morphisme de E-extensions (1x,z) : (X, 2%6,7") —
(X,0,7), qui doit étre réalisé par un triplet [1x,y, z| donnant un E-triangle

)

Axiome B. Les déflations sont stables par composition. Soient un E-triangle donné par

Y ZoY' = 4)

X%YLZ ...... §>

et x : X — X' un morphisme dans C, on a un morphisme de E-extensions (x,1z) :
(X,0,2) — (X', 2.6, Z), qui doit étre réalisé par un triplet [x,y,1z] donnant un E-triangle

)

Axiome D. Un diagramme commutatif de E-triangles de la forme

X

Y@X’—><y I yr 08

X J.oy 9.7 9%,

X—/>Y/
-
w
&
Y

tel que
- (Ix,u): (X,0,2) — (X,0",Z") est un morphisme de E-triangles, i.e u*§" = 6.
- (f,0)(X,0",Z2") — (Y, 0, W) est un morphisme de triangles, i.e f.0" = v"™*¢'.
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Axiome D°. Un diagramme commutatif de E-triangles de la forme

f/ g/ 5/
v v
W==Ww
8" 0
v v

tel que
- (g, 1w) : (Y, 0", W) — (Z,6,W) est un morphisme de E-extensions, i.e g.0" = 4.
- (f,0) (X0, 2") — (Y, 0", W) est un morphisme de E-extensions, i.e f.0' = v™*d".

Remarque. La notation des E-triangles que nous utilisons est arbitraire et introduite pour
rappeler la situation des catégories triangulées, c¢’est ce qui fait que le diagramme de départ
de D semble manquer de symétrie par rapport a celui de D (on peut résoudre ce petit
probléme en supprimant les fleches représentant les extensions, ou en les placant "avant’ les
conflations).

3.2.1.1 Implication (B,B”) = (D,D)

Lemme 3.14. Un diagramme de E-triangles de la forme

X%YLZ .... 6)

|

X—)-Y/—>Z’ ........... >
f g 5

Peut étre complété en un morphisme de triangles [1x,y, z] tel que l'on ait le E-triangle suivant

/)
Y—y>Z eY’

D

fxd!
>
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Démonstration. On peut compléter le diagramme précédent en un morphisme de E-triangles
[1x,y, 2] par (ET3), par 'axiome B, le morphisme de E-extensions (1, 2’) admet un repré-
sentant [1,7/, 2'] tel que le triangle suivant soit distingué

yl
Y—570Y

(" 9

La condition de commutativité du diagramme nous donne yf = ¢'f donc y — v = g pour
un certain ¢ : Z — Y’ on a donc un isomorphisme

-9
( y/ ) Z/ g/
Y —>73Y (—2
1 0
—p 1
Y ——=73Y —=Z
(—9) (= ¢)
Y
en posant z = 2’ + ¢'p donc la deuxiéme ligne forme également une conflation, d’ou le
résultat. [

f*(S’
>

Z

Considérons a présent un diagramme dans C de la forme

x_ oy 9.7 .5,
X—,>Y/
"
w
6/

Par hypothése, le morphisme [/ = uf est une inflation, on peut d’ors et déja considérer la

complétion

X#YL—Z .... 6)

X —_— Y/ —_— Z/ ........... >
f’ l g/ 5"

v

w

T
v

On applique le lemme précéddent au diagramme

x_ Jt.oy_ 9. 7. 8. -

|k

X — V' — 7 .
! gl 5//
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Pour obtenir un morphisme de E-triangles, et un E-triangle

) ww

Y=L ZaY’ g T
On applique alors le lemme précédent au diagramme
()
u U/ g/ "
Y—>Z@y/< )Z’ ..... o
| ey
Y u Y’ v W s >

Pour obtenir un morphisme v' : Z’ — W un E-triangle

_u/ _g/
[0 )

ZaY' Z'eY’

Par 'isomorphisme (((1) é) , ((1) (1)> ,1), on a un E-triangle

[ [4)

(v v)

(v v)

Y'®

0

1 0
0 —u

/ 4 *5/ . . ,
Donc Z %= 7' -2~ W -7 est un E-triangle par le lemme [3.13] soit le résultat voulu.
On raisonne de maniére duale pour montrer D,

Donc, par I'isomorphisme (1, (gl, 1> ,—1), on obtient un E-triangle

0 ’
oy, )
Y Z Y'eZ w) 1974 N .
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3.2.1.2 Implication (D,D?) = (B,B%)

Proposition 3.15. Soient Z € C, §; € E(Z,X,) et 0o € E(Z,X,) deux extensions. Un
diagramme de la forme
Xo

avec (my).01 + (m2).dy = 0.
Démonstration. Par additivité de s, on a

561®6) = [ X190 X% LY, e, 22 74 7]

On pose 1 := A% (0, @ 09) et
s(1) = [ X1 @ Xp —> M > 7]
En posant m; := 7y, : X; @ Xy — X, p satisfait

(T1)spt = 01 et (Ta)upt = 02

D’ott un diagramme
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Que 'on compléte par D en un diagramme

X M Yy
k jgé
Z Z
" (m2)p
v v

avec f50; = 0. Comme s((m2).p) = s(d2), il existe yo : Yo — Y un isomorphisme faisant
commuter le diagramme

Xy v, 2.7

|

XYy —7
En posant e; = y, ¢/, on a

s(30) = [ X, " M- Y |

par la proposition d’ol un diagramme commutatif

Xi—m> M ———Y, TN
k lgz
z z
“ £
v Y

avec

9501 = Y505 (T1)«pt
= 5 (1495 11
= s (1)« (t1)b1
= 3/2‘91

donc [ X; MY, ], qui représente y30;, représente aussi g;0;. On peut raisonner de
méme a partir de Xo — X7 & Xy — X7 pour obtenir

Xo—r>M —/—Y, TN
k jgl
z z
Iz 6y
v i

100



Et comme
eamy = exjiy = fimie = fi
€1My = GleQ = f27T2L2 = fg
g2e1 =k = g3

le diagramme annoncé est commutatif, et

(m1)+01 + (M2)sd2 = Ju((21)+01 + (12)02)
= Ju((tam1)s + (t2m2)s) (12)
= Jxft
=0
Par le lemme [3.6] ]

De maniére duale, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.16. Soient X € C, 0, € E(Z1,X) et §y € E(Zy, X) deux extensions. Un
diagramme de la forme

se compléte en un diagramme commutatif de E-triangles

X f; }/1 L Zl ..... 61>
ﬁj o

e M A
gzl ma2
2 (f1)«02

v

avec (my)*01 + (me)*dy = 0.

Considérons a présent un morphisme de E-extensions
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Par la proposition [3.16[ on a un diagramme commutatif

xSy =

|

Y%Y@Z/?Z, ........... >

Ly / 0
gj j(g h')
Z Z
5 L6
Y 7

Par I’égalité précédente, on a
(0 2)6+ (g W)'o=(9 2+h)5=0
Par exactitude de la suite
c(2,Y)2=c(2, 2) -~ E(Z', X)

il existe a : Z' — Y tel que ga = z + b/, on obtient un diagramme commutatif

()

(»
Y Z'eY Z
-1 0
a 1
Y’ p Z'eY Z
—g (= 9)
ag' + h
On obtient le résultat en posant y := «ag’ + h. La stabilité des inflations par composition

découle directement de D, on raisonne de maniére duale pour B.

Comme dans le cas d’une catégorie pré-triangulée, nous pouvons a présent poser la définition

suivante

Définition 3.10. Soit (C,E,s) une catégorie pré-triangulée, on dit que C est extriangulée

si elle respecte I'un des couples d’axiomes (B,B°) ou (D,D).

Remarque. Certains arguments utilisés dans I’équivalence des deux couples sont dérivés de [@],
qui donne une généralisation du concept de catégorie extriangulée. Les axiomes qui y sont

utilisés redonnent notre couple (B,B°) quand on spécialise n = 1.
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3.2.2 Propriétés élémentaires des catégories extriangulées
A partir d’ici, on considére (C,E,s) une catégorie extriangulée.

Proposition 3.17. Soit (C,E,s) une catégorie pré-extriangulée et M € C, on a alors
(a) SiC respecte D, alors tout E-triangle

XLYL-Z ........... >

induit une suite exacte de groupes abéliens
E(M, X)—L~E(M,Y) -2~E(M, 2)
(b) SiC respecte D°P, alors tout E-triangle

x Sy 9.7 8.

induit une suite exacte de groupes abéliens
E(Z, M) —L~E(Y, M) L ~E(M, 2)

Démonstration. On montre le point (a), le second étant dual. Comme E est un bifoncteur,
le lemme 3.6 donne

E(M,g)oE(M, f)=0

Soit 6 € E(M,Y) réalisée par Y —— N —2> M Y.~ Par Paxiome D, on a un diagramme
commutatif

Xx—toy-2.oz7. 0

XéNﬁ-E ~~~~~~~~~~~~ >

h h' 0’
b e
M==M
0 g«0
Y Y

Donc si g.0 = 0, alors e admet une section s : M — E, en posant p := s*¢’, on obtient

E(f, M)(p) = f.s'0 =s"f.0/ =s"e' =10

O
Corollaire 3.18. Si (C,E,s) est une catégorie extriangulée, tout E-triangle
x oy 9. 7.0,
et objet M € C induisent des suites exactes longues
-~ n # * *
c(z, M) —2=c(y, M) —L~c(x, M) X B (2, M) L E(y, M) L~ E(X, M)
et
C(M, X)L =cm,y) 2=, 2) LM, X)L E(M,Y) L~ E(M, 2)
Démonstration. Combinaison des propositions [3.7] et O
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Lemme 3.19. Dans une catégorie extriangulée, un E-triangle de la forme
—f
x

ou f est une inflation peut se relever en un morphisme de triangles

M)y .......... € -

X YoX

tel que € = ¢"*0.

Démonstration. Par hypothése, on a un E-triangle

et un diagramme commutatif

)

X Y X' Y/ .
| oo
X 7 Y - 7 R
Par le lemme [3.14], il existe un morphisme A : Y’ — Z donnant un E-triangle
-y —f AW
1 0 (h g) x
Y X +— Y'Y — Lo 7ol e

I’isomorphisme (—13/ _01> <(1) (1)> Y'Y — Y @Y’ donne la réalisation
b /)
0 f 0 —h
vox 2y gy O
On obtient donc par le lemme le diagramme voulu.

De maniére duale, on peut montrer

Lemme 3.20. Dans une catégorie extriangulée, un E-triangle de la forme

) ¢ 9)

ot g est une déflation, peut se relever en un morphisme de E-triangles

Y ZaY'

tel que € = f.,4.
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Lemme 3.21. Tout diagramme commutatif de E-triangles de la forme

w
J3
v
Peut étre complété en un diagramme
X L Y L— Z ...... 6 1>

v v

Tel que u*dy = 6y et (f,v') : (X,02,2") — (Y, 83, Y") soit un morphisme d’extensz’onsﬂ

Démonstration. On peut appliquer 'axiome D au diagramme dépourvu de ¢’ pour obtenir

avec uyd” = 61 et (f,v9) morphisme de E-extensions. Par (ET3) et le lemme des 3 (corollaire
3.10]), on a un isomorphisme de E-triangles

x Loy o, g0

H H lso

en particulier §" = ¢*d;. On pose ' = puy et v/ = vy~ qui donne bien le résultat (les
vérifications de commutativité sont immédiates). O

3. Contrairement au cas de 'axiome D, nous avons fixé J, et une conflation associée
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Remarque. Comme d’ordinaire, le résultat dual existe également.

Proposition 3.22. Tout diagramme commutatif de E-triangles de la forme

tel que x,01 = 0o, fiud = 03 et y*0 + ¢"*61 = 0.

Démonstration. On applique I'axiome D au diagramme

Pour obtenir



avec g,03 = v, b = 01 et ¢*03 = f.u. Par le lemme [3.6] on a
V= g.03 = giy*ég =0

Donc l'extension (Z,v,Y") est scindée, on a un isomorphisme canonique G ~ Z @ Y"” donc

En particulier, on a

ayy _ (9 o g
(a2y>—(0) et (¢ —ar)y=9g—g=0

donc ay se factorise comme ay = 1y et ¢’ — a; se factorise comme zy/'.
On pose 2/ = (_1‘2) Y — Za®Y”, on applique le résultat dual du lemme au diagramme

XI Y//

b |

XV 2 Y

pour obtenir

tel que 0 = 2" u et x,u = (1 2)*03. On obtient ainsi le diagramme commutatif annoncé.
Vérifions les égalités d’extensions

Ty01 = Tulyll
=15(1 2)"03
= ((1 Z) O Lz)*(S'g,
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- Comme 7y~ est un épimorphisme, E(my~,Y’) est un monomorphisme, donc injectif, et
on a

Ty [l = w0 [
— fu(myn) s
= fe(l = 12(1 2))"p
= fup — f*(l Z)*(Sl
= felt
= Ty 03

donc f.0 = d3 par invectivité de 73.,.

VE Y

B —zy’ g/ *

(7)) »
aq *

- (y> g

=a*u=20
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3.3 Lien avec les catégories exactes et triangulées

Une fois passées ces premiéres définitions, nous pouvons nous pencher sur notre objectif
initial, qui était de formaliser le lien entre les catégories exactes et stables par extensions
d’une catégorie triangulée.

3.3.1 Cas particuliers de catégories extriangulées

Nous commengons par voir comment les catégories que nous considérons peuvent se voir
comme des catégories extriangulées, examinons dans un premier temps le cas d’une catégorie
exacte (C,S).

Il apparait pour traiter ce cas une condition de petitesse : le premier pas pour construire une
catégorie extriangulée est de définir le bifonteur d’extension [E, celui-ci devant étre a valeur
dans Ab. Ce foncteur est bien-stir le foncteur Ext !, que 'on peut définir par la somme de Baer
quand C est essentiellement petite, ou comme foncteur dérivé quand C admet suffisamment
de projectifs ou d’injectifslﬂ On se place donc dans un cas ou il existe un foncteur Ext?! :
C xC — b qui classifie les extensions de conflations (les morphismes de la forme Ext !(Z, z)
et Ext !(z, X) sont définis par le corollaire , on admet que le groupe Ext *(Z, X) classifie
les extensions au sens de la définition , on pose la réalisation s de Ext!(Z, X) comme la
réciproque de cette classification.

Proposition 3.23. La catégorie C, munie du foncteur Ext! et de la réalisation s forme une
catégorie extriangulée.

Démonstration. Par définition, s est clairement une réalisation additive de Ext!, soit un
diagramme commutatif de conflations

X——~Y "7

-
X/Cél Y/ A] Z/

on obtient z : Z — Z' par propriété universelle de m = Coker ¢, par la proposition le
triplet [z, v, z] forme un morphisme de Ext !-triangles. L’axiome D découle immédiatement

du corollaire [1.29 O

Une catégorie exacte peut donc se voir (& une condition de petitesse prés) comme une ca-
tégorie extriangulée, dont les conflations sont des couples noyau/conoyau. Cependant, on a
également une réciproque a cette derniére remarque :

Théoréme 3.1. Soit (C,E,s) une catégorie extriangulée, dans laquelle toute inflation est un
monomorphisme et toute déflation est un épimorphisme.

On note S la classe des conflations données par les E-triangles de C. Alors la catégorie (C,S)
est exacte.

4. Nous n’avons détaillé ces constructions que dans le cas abélien, elles se transposent naturellement au
cas exact, on pourra consulter 1| pour plus de détails.
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Démonstration. On vérifie directement les axiomes de [1]. Considérons dans C une conflation

_f>y_g>Z

X
Par le corollaire , le couple (f, g) est un couple noyau faible /conoyau faible : si ¢ : Y — 2
est tel que f = 0 alors ¢ se factorise sur g, mais comme g est un épimorphisme, cette
factorisation est unique, d’ou g réalise le conoyau de f, de méme f est un noyau de g et les
conflations de C sont des couples noyau/conoyau.
Pour la stabilité par isomorphisme, soit un diagramme commutatif dans C

x_ Jt .oy 9. 7.5,

X’ — Y’ — A
! g

ou x,y, z sont des isomorphismes. Par la proposition [3.11| on a un E-triangle

fa~!

X/ Y Z9 Z’ ................. >

Or, le diagramme suivant

x Iy

.

X’—>Y’—>Z’
f!

étant commutatif, la derniére ligne réalise également (271)*x.d, il s’agit donc d’une conflation.
Soit x € C,ona 0 € E(X,0) et 0 € E(0, X), donc 1y est a la fois une inflation et une déflation.
Les inflations et déflations sont stables par composition d’aprés les axiomes B et B,
Considérons ensuite un diagramme dans C

x—t.y
1

ou f est une inflation, d’apres 'axiome B, on obtient un morphisme de E-triangles

Xty -2.o7.0
!
Y Ly
et une conflation
T y f
X—s>YapX u Y’

par le premier point de la démonstration, cette conflation traduit un pushout, et [’ est
une inflation par le diagramme précédent. Un raisonne de maniére duale pour l'existence de
pullbacks de déflations. O
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Comme promis au début de cette partie, la structure de catégories extriangulée englobe
également celle de catégorie triangulée, cette fois-ci sans restriction ensembliste : On se donne
une catégorie C additive, et munie d’une autovalence additive [1] : C — C. On définit le

bifoncteur
Ext!:C%? x C — Ab

comme Ext!(Z, X) = C(Z, X[1]), il s’agit bien d’un bifoncteur additif par définition. Nous
allons montrer que la donnée d’une triangulation de (C, [1]) équivaut a celle d’une extriangu-
lation de (C,Ext!).

Lemme 3.24. Si (C,Ext',s) est extriangulée, alors pour tout X € C, Uextension 1xp) €
C(X[1], X[1]) = Ext (X [1], X) est réalisée par

Démonstration. Posons

un Ext !-triangle. On a pour M € C une suite exacte

e, v

g (1X[1])#

COM, X) —— (M, v) —Z—c (M, X[1)) 2% e oar, x 1))

Pour M =Y, on obtient
((Axp)#)(9(ly)) =g =0
De méme, f[1] =0 et f =0, donc la suite
C(M, X)—=C(M,Y) —"~C(M, X[1])

est exacte pour tout M, et Y = 0. O

Théoréme 3.2. Avec les notations précédentes, on a

(a) SiC est triangulée, pour h € Ext(Z, X), on consideére un triangle exact

f

X Yy -7 s X1

on pose s(h) == [X—f>Y—g>Z}.
Le triplet (C,Ext!,s) forme alors une catégorie extriangulée.

(b) Réciproquement, si (C,Ext! s) forme une catégorie extriangulée. On définit les tri-
angles exacts comme les Ext '-triangles. Ceci donne une triangulation de C.
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Démonstration. (a) Commengons par montrer que s(h) ne dépend pas du choix de triangle

(b)

exact : un autre triangle serait donné par

x Loy Loz s x

isomorphe au premier par (TR3) et le lemme des 3.
Montrons que s est une réalisation de Ext !, soient h et h’' deux extensions, avec

T

X =Y —> 7 — = X'[1]

un morphisme d’extensions, on doit avoir

x.h =20 < Ext'(Z,2)(h) = Ext ' (2, X')(R)
& C(Z, z[1])(h) = C(z, X")()
& z[l]h=h'z
La donnée d'un morphisme de Ext '-extensions est donc équivalente a celle d'un dia-

gramme commutatif de triangles exacts, que 'on peut compléter par I'axiome (TR3).
On a ensuite par (TR1) et le 2.6/ un triangle exact

X2 Xz 72 X[

donc 5(0) = 0, le lemme [2.6| donne également que s est additive. Les axiomes (ET3) et
(ET3)°P découlent directement de (TR3) et (TR2).

On montre enfin les axiomes B et B, les inflations sont clairement stables par compo-
sition, soit ensuite un diagramme

I’axiome B pour les catégories triangulées nous donne exactement le résultat recherché,
on raisonne de maniére duale pour montrer B°.

La stabilité des triangles exacts par isomorphisme se prouve comme dans le théoréme
.1 Comme s est une réalisation additive, on a un triangle exact

0 X2 x 0

d’ott (TRO). Soit ensuite f : X — Y un morphisme dans C, comme Y = Y[—1][1], f est
une extension, qui admet une réalisation

Y[-1] M—s=X

on aura donc (TR1) d’aprés (TR2).
Montrons (TR2), soit




Lxn

un Ext !-triangle. Par la proposition [3.16| appliquée & X ——0——= X[1] X[1],

on obtient un diagramme

x_t vy 9 g
T M—Z >
X[l X[l]
1 )
P v

tel que e*h + €*1xp) = de + € = 0. La deuxiéme ligne étant un Ext '-triangle, e est un
isomorphisme, la condition précédente devient alors e’e™! = —h. On a alors

s(fl1) = ¥ L= 2 - X1

et donc un triangle exact

d’ou (TR2), et (TR1).
Les axiomes (TR3) et D découlent immédiatement de leurs équivalents extriangulés.
O

3.3.2 Condition de Frobenius et catégorie stable d’une catégorie
extriangulée

Nous allons & présent conclure en appliquant le résultat précédent aux catégories extriangulées
de Frobenius, pour atteindre la généralisation souhaitée du théoréme 2.1 et du théoréme 4
de [2].

Remarque. On rappelle qu'une sous-catégorie pleine D de C est dite stable par extensions

si pour toute conflation dans C

f

X1y Y%.7

si X et Z sont dans C, c’est aussi le cas de Y. Cette condition permet clairement de res-
treindre [E et s & D pour en faire une catégorie extriangulée. En particulier, les catégories
que nous avons étudié dans la section 2.3 sont extriangulée, comme sous-catégories stables
par extensions de catégories triangulées, donc extriangulées.

Nous pouvons a présent retracer dans le cadre extriangulé le raisonnement que nous avons

suivi dans la section 2.3. Nous reprenons a la définition d’objets injectifs et projectifs.

Définition 3.11. Un objet P € C est dit projectif si pour toute déflation Y —2~ 7 et
morphisme P L.z il existe un morphisme P —2>Y tel que gp=f.
Un objet I € C est dit #njectif si pour toute inflation X <y et morphisme X —2~17

il existe un morphisme Y T tel que Y f =g.
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La situation peut étre résumée dans des diagrammes commutatifs,

Y ez et xIoy
» s
AN 7
3%0\\Tf gl,,/EIl/)
P I

mais comme dans les cas étudiés précedemment, ces diagrammes ne traduisent pas des pro-
priétés universelles : les morphismes ¢ et 1) ne sont pas uniques.

Lemme 3.25. Soient P,I € C, on a les triplets d’équivalences suivants :
(ai) P est un objet projectif.
(aii) Toute déflation Y
(aiii) Pour tout X € C, on a E(P,X) =0.
(bi) I est un objet injectif.
(bii) Toute inflation I—— X est un monomorphisme scindé.
(biii) Pour tout X € C, on a E(X,I) = 0.

P est un épimorphisme scindé.

Démonstration. On montre la premiére équivalence, duale de la seconde :
(ai) = (aii) : Soit Y P une déflation, en considérant le morphisme 1p : P — P, on
obtient par définition un morphisme ¢ : P — Y tel que gy = 1p, ¢ est donc une section de

g.
(aii) = (ai) : Soit un diagramme de la forme

P
|+
Z
on peut considérer son pullback homotopique (axiom B)
—P
—7

par hypotheése, ¢’ admet une section «, le morphisme ya donne le résultat.
(aii) = (aiii) soit § € E(P, X), réalisé par une conflation

Y —

/

<<—<

XY —~P

la déflation est scindée par hypotheése, donc § = 0 car s est une réalisation additive.

(aiii) = (aii) soit une déflation Y P, elle fait partie d’une conflation, qui réalise une
extension, nulle par hypothése, donc g est scindée par le lemme [3.5] O

Lemme 3.26. Si X, Y € C sont des objets projectifs (resp. injectifs), alors c’est aussi le cas
de X ®Y.
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Démonstration. Par somme directe de E-triangles, on a des conflations

XX Xy 25y e V-2 Xy X

g

Soit une déflation B X @Y , on a par composition des déflations wxg et my g, qui sont
des épimorphismes scindés par hypothése, donc admettent des sections x et y, on obtient que

XpY (ey) B est une section de g, d’otu le résultat par le lemme précédent, on raisonne de
maniére duale pour les objets injectifs. O]

Définition 3.12. On dit que C admet suffisamment de projectifs si pour tous Z € C, il
existe une déflation P Z ou P est un objet projectif.

On dit que C admet suffisamment d’injectifs si pour tous Z € C, il existe une inflation
X———= 1T ou [ est un objet injectif.

On dira enfin que C est une catégorie de Frobenius si elle admet suffisamment de projectifs
et d’injectifs, et si ceux-ci coincident.

On note P(C) et Z(C) les sous-catégories pleines formées des objets projectifs (resp. injectifs)
de C, ce sont des sous-catégories additives.

Lemme 3.27. Soit
x oy 9. 7.9,
un E-triangle, i : X — I un morphismes avec I un objet injectif. On a alors un triangle

0, 0

X YoI ALY . -

Démonstration. Par 'axiome B, on a un triangle

()

X 4LVYal—4sD.blx

Le dual de la proposition [3.22] nous donne un diagramme

tel que m*d = v. Comme [ est injectif, on a # = 0, donc un isomorphisme n : Z ® I — D tel
que nty = e et mn = wz. On a donc un morphisme de E-triangles

({) nfld n*v
X—>Y®[—>Z@I ........... >
!

Y A -

X



et donc
’/TZn_lCZLy = YTy ly

et donc est de la forme (i i) O

Dans la partie précédente, nous avons construit le quotient d’une catégorie de Frobenius
faible par ses objets injectifs et projectifs. Plus généralement si Z C C est une sous-catégorie
pleine additive de C, on peut considérer I(X,Y’) le sous-ensemble de C(X,Y’) formé des
morphismes se factorisant sur un objet de Z, la preuve du lemme donne que I(X,Y) est
un sous-groupe de C(X,Y’), nous pouvons donc former le quotient C/Z de la méme maniére

Théoréme 3.3. Soit T C C une sous-catégorie pleine stable par isomorphisme, telle que
ZCPlC)NIEC).

Le quotient C/Z posséde une structure triangulée, induite par celle de C.

Démonstration. On pose C := C/Z. Le lemme précédent donne E(Z,C) = 0 = E(C,Z), on
peut donc définir

E:C”xC— b
en choisissant des représentants des classes de morphismes, le foncteur ainsi obtenu nous
donne (ET1).
Pour (ET2), soit 6 € E(Z, X) = E(Z, X), posons

5(6) = 5(0) = [ X —=V -2~ 7]

avec 5(0) = [ X Ty Sz ], montrons que § est une réalisation additive de E. Soit
(7,2) : (X,0,7) — (X',0',Z") un morphisme de E—extensions. Par définition, sa donnée est
équivalente a celle de (x,z) morphisme de E-extensions, celui-ci est réalisé dans C par un
triplet [z, vy, 2], donc [T, 7, Z| réalise (T,Z), et § est additive car s lest.

Pour montrer (ET3), soit dans C un diagramme

par hypothése i f — f'x est nul dans C, donc il se factorise comme ji ot 7 : X—letj: I =Y
avec ¢ € Z. En appliquant le lemme précédent, on a un isomorphisme de E-triangles

X I Y

X Yol Z®I A

H lﬂ—y jﬂ'z

X — Y - /A -
f g 5
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(il s’agit d’un isomorphisme en adaptant le lemme [2.28)). Par ailleurs, par (ET3) dans C, on

a un morphisme de E-triangles
1 x ok 738

X—>Y@]_>Z@] ........... >

- e |

X——=Y —— 7 >
f g §

Les deux diagrammes précédents donnent un morphisme de E-extensions
(T, 777 1) 10— &

tel que 7z ! o g = ¢’y. On montre enfin (ET4) de la méme maniére, en prenant l'image de
(ET4) dans C, (ET3)? et (ET4)°? se montrent de maniére duale. O

Nous allons maintenant voir que dans le cas spécifique ot C est une catégorie extriangulée de
Frobenius, que I'on quotiente par la catégorie de ses injectifs, I'extriangulation donnée dans le
théoréme précédent est en fait une triangulation : c’est la généralisation que ’on recherchait.
Nous supposons désormais que C est une catégorie de Frobenius faible. On a P(C) =Z(C) =
P(C)NZ(C), il s’agit d'une sous-catégorie additive, stable par isomorphisme, on peut définir
C := C/P(C) la catégorie stable de C, qui est extriangulée naturellement par le théoréme
précédent.

Nous voulons donc construire dans un premier temps le foncteur (1) de suspension sur la
catégorie C, nous allons ensuite utiliser le théoréme en prouvant que le foncteur d’exten-
sion E est naturellement isomorphe au foncteur C(—, 7(1)).

La construction du foncteur (1) est identique a celle de la section 2.2, nous la reformulons ici
dans le contexte extriangulé :

On commence par construire un foncteur C — C et nous montrons que ce foncteur envoie
les éléments de (X,Y) sur 0 pour tous X,Y € C, ce foncteur induira alors un foncteur
(1y:C = C.

Soit X € C, comme C admet suffisamment d’injectifs, il existe un objet injectif I(X) et une
inflation ¢y : X———I(X) , autrement dit, il existe dans C un E-triangle

X 2 1(X) T xr

Pour tout objet X € C, on choisit un tel E-triangle, nous allons alors poser X' := X (1), ils
nous reste a régler le cas des morphismes : soit f: X — Y, on a un diagramme commutatif

X&[(X)& (1) X

|

Y —— I(V) > Y (1) o>

Ty EY

Comme ¢x est une inflation, et ¢y f : X — I(Y') a pour codomaine un objet injectif, il existe
un morphisme (non unique) f': I(X) — I(Y) faisant commuter le diagramme suivant :



Par (ET3), nous pouvons compléter ce diagramme en un morphisme de E-triangles :

X —% 1(X) 25 X(1) oxX o

Pk

Y — = I(Y) ==Y (1) o

Ly Y

Nous souhaitons poser f(1) := f”, mais il n’y a pas unicité du morphisme f” & priori, en
fait, on n’a pas unicité de f” dans C, on aura unicité de f” dans C : soit en effet un autre
morphisme de E-triangles

on a

99”*5Y _ f*5X _ f”*(sY
donc (¢” — f")*8y = 0, par le lemme de scindage (corollaire [3.9), ¢” — f” se factorise sur 7y,
donc sur un objet injectif, donc ¢” — f = 0, d’ott I'unicité de f” dans C. On peut donc poser
F({1) := f” on a construit (1) : C — C (il est clair qu'il s’agit bien d’un foncteur covariant).
Montrons que ce foncteur induit un foncteur C — C : soit f : X — Y se factorisant sur un
injectif I, on obtient deux triangles commutatifs :

XToy et x-Lova)

1A

I 1(1)

avec f” = f(1), B = h(1), et ¢" = g(1), pour conclure que f” se factorise sur un injectif, il
nous suffit de montrer que /(1) est un objet injectif, par hypothése, on a dans C une conflation

I (1) = 1(1)

comme [ est un injectif, le lemme de scindage nous donne que I(I) ~ I & I(1), donc (1) est
injectif : toute inflation I(1)“— Z donne une inflation 7@ (1) — Y, qui est alors scindée.

Donc I(1) est injectif et f(1) = 0, donc le foncteur (1) induit bien un endofoncteur C — C.

Proposition 3.28. Le foncteur (1) : C — C que nous avons construit est une autovalence.

Démonstration. L’application induite par (1) sur les morphismes est clairement Z-linéaire.
On construit explicitement le quasi-inverse (—1) de (1) : notre construction de ce dernier ne
faisait appel qu’aux objets injectifs, en effectuant un raisonnement similaire sur les objets
projectifs, on obtient des diagrammes de la forme




et donc un foncteur (—1) : C — C, et sous la condition de Frobenius, un foncteur C — C.
On considére la conflation

X (=)= I(X(-1)) —X{=1)(1)
Par la proposition [3.16] on a un diagramme commutatif

X(=1)——=I(X{-1)) —= X {=1)(1)

N

X(-1)—~P(X) —~ X

oll 7x est un isomorphisme dans C.
Soit f : X — Y un morphisme, on obtient deux diagrammes commutatifs

X (DD (1) X (-1 (1) et X(—1) T (x

(—
T T
|

X)X ~pXx)—E X V(-1 I(X

S o

V(1) ~Ppy)—2 Y V(- 1) - py)—2 Y

Ces deux diagrammes donnent deux morphismes fnx et ny(”f)” qui sont donnés & partir
de ”f : X(—1) = Y(—1), donc ils sont égaux dans C, donc 7 donne bien un isomorphisme
naturel dans C entre (—1)(1) et 1z, on construit de méme un isomorphisme (1)(—1) — 1z
qui donne le résultat. O

Il nous reste & montrer I'isomorphisme naturel
E(-,?) = C(—. (1)
Soient X,Y € C, on a une suite exacte

((6x)#)z

X

C(Z,1(X))

C(Z, X(1))

E(Z, X)

E(Z,1(X))

Par le lemme [3.25| on a E(Z,I(X)) = 0, donc ((0x)#)z : C(Z,X(1)) — E(Z,X) est un
épimorphisme, le noyau de ce morphisme est I'image de C(Z, wx), c’est a dire les morphismes
Z — X (1) qui se factorisent sur I(X).

Lemme 3.29. Soient X,Z € C, les morphismes Z — X se factorisant sur 1(X) sont
exactement ceux se factorisant sur un objet injectif quelconque.

Démonstration. Comme I(X) est un objet injectif, I'implication directe est évidente, réci-
proquement, soit I un objet injectif, f : Z — I et ¢ : I — X, on veut montrer que ¢gf se
factorise sur 7(X). Comme I(X) est projectif, le morphisme g se factorise sur la déflation
I(X) — X (1), donc g et gf se factorisent sur I(X). O

Ce lemme et le premier théoréme d’isomorphisme pour les groupes abéliens nous donne donc
un isomorphisme

oxz:C(Z,X{(1)) = E(Z X)=E(Z X)
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qui & f associe f*dx. Il nous reste a vérifier la naturalité de w_o, solent X,Y, 7,7 € C,
2:7'— Zet f: X =Y, on doit montrer la commutativité du diagramme

c(z, x (1)) 2 ez vy
@X,Zj l%ﬁy,zl
E(ZX) 5= E(Z.Y)

soit v : Z — X (1), on a

ev.z(C (2, f(1) (7) = vz (F(1)77)
= 2 (f(1)) by
- Z*’y*f*(;X

= 2" fupx,z(7)

soit exactement la commutativité voulue. Par le théoréeme [3.2 on obtient donc

Théoréme 3.4. La structure extriangulée de la catégorie stable d’une catégorie extriangulée
de Frobenius est une structure triangulée.
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