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Introduction, prérequis et notations

La théorie des distributions dans sa forme moderne apparait dans la premiére moitié du
vingtiéme siécle par les travaux de Laurent Schwartz (travaux qui lui vaudront la meédaille
Fields en 1950). Une idée fondatrice de ce concept consiste a ne plus étudier des fonctions en
tant que telles, mais a les voir comme agissant sur un espace, celui des applications infiniment
dérivables & support compact sur R? (on parlera de fonctions test, ou de fonctions d’essai).
Ce formalisme s’étend a des objets qui ne sont pas des fonctions & proprement parler, ainsi
la masse de DiracE] n’est pas une fonction, c’est par contre une distribution. On peut ainsi
effectuer de nombreuses opérations sur les distributions (dérivation, convolution) par dualité.

La grande souplesse des distribution provient en bonne partie de la rigidité de ’espace
des fonctions tests, pendant inévitable a la définition des distributions. Les fonctions tests
forment un espace vectoriel, que nous devons munir d’une topologie, pour pouvoir définir les
distributions comme des formes linéaires continues, la notion d’espace vectoriel normé sera
insuffisante pour bien rendre compte des propriétés que nous voulons mettre en avant, aussi
nous intéressons nous en premier lieu & la notion d’espace de Fréchet.

Une fois introduites les premiéres notions de distributions, nous abordons quelques points
de théorie de Fourier des distributions, qui nécéssiterons d’introduire la classe de Schwartz,
espace mieux adapté que les fonctions test ’classiques’. Enfin, nous terminons par une étude
rapide de quelques opérateurs différentiels classiques, les distributions ayant historiquement
été introduites pour traiter des équations aux dérivées partielles, elles constituent une suite
logique a notre exposition.

Ce travail ayant été en bonne partie effectué dans des circonstances tout-a-fait singuliéres
et inédites, je tient tout particuliérement & remercier M. Olivier Goubet, pour avoir accepté
de diriger ce mémoire, pour lui avoir donné son but, ainsi que pour sa disponibilité et pour
les références remarquables qu’il m’a fourni. Je tiens également a remercier mon frére Arthur
et sa compagne, pour leur attention, leur hospitalité et pour les fructueuses discussions que
j’ai eu le plaisir d’avoir, je remercie également ma meére, pour sa patience et son écoute.

Sans plus attendre, donnons quelques notations qui nous suivrons le long de ce travail :

- Pour toute fonction f: EF — K et C' C F on pose

1 flloo.c = sup|f(z)] € Ry
zeC

en particulier, si C' est un compact de E et si f est continue, ||f|| - est fini.

- La notation classique de norme sera principalement utilisée pour les fonctions, afin d’al-
léger les écritures, on notera donc |z| la norme euclidienne de € R,

- Pour n < m deux entiers, on notera [n,m] ={n,n+1,--- ,m}

1. Qui & une fonction ¢ associe sa valeur en un point choisi
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Premiére partie

Espaces de Fréchet

1.1 Motivation, premiéres définitions

La théorie des espaces vectoriels normés est largement étudiée et donne lieu a des résultats
assez remarquables, notamment sur les espaces de dimension infinie (espaces de fonctions
intégrables au sens de Lebesgue, espaces de Hilbert...).

Dans le cadre de la théorie des distributions, nous souhaitons nous intéresser a des espaces de
fonctions réguliéres, cependant il est difficile de munir ces espaces d'une norme convenable :

Exemple 1.1.1. Considérons l'espace E = C!([0,1]) des fonctions [0,1] — R contintiment
dérivables, il est clairement inclus dans C([0, 1]) (les fonctions continues).
On souhaite donc munir £ d’une norme rendant cette inclusion continue, or la norme naturelle
sur C([0, 1]) est la norme ||.|| _, qui en fait un espace de Banach, on pourrait donc également
munir F de cette norme. Cependant ’espace obtenu n’est pas complet, considérons en effet
la suite de fonctions

r T+ %

Ces fonctions sont toutes de classe C!, et convergent uniformément vers la fonction x +— /z,
qui n’est pas de classe C!, une solution efficace & ce probléme consiste & ’corriger’ la norme
pour prendre en compte la dérivée des f,,, on considére ainsi la norme

1fller = A lle + 11/ Ml

et 'on s’apercoit que la suite (f,) n’est pas convergente pour cette norme (elle n’est pas de
Cauchy). On obtient ainsi une inclusion continue de F dans C([0, 1]), avec une norme sur £
en faisant un espace de Banach.

Une astuce similaire donne une norme sur C™ ([0, 1]) donnée par la somme des normes infinies
des dérivées. Mais nous rencontrons un probléme quand nous considérons ’espace C*(|0, 1]),
notre astuce nous fait défaut, & moins de considérer des sommes infinies, & priori dangereuses
a manipuler. Une solution naturelle a ce probléme est la notion d’espace localement convexe
métrisable.

On considére & présent E un espace vectoriel sur K = R ou C.

Définition 1.1.2. On dit qu'une fonction P : F — R, est une semi-norme si
e Pourz € B, A € K, on a P(\z) = |A|P(x) (homogénéité).
e Pour z,y € F,ona P(x +y) < P(x) + P(y) (inégalité triangulaire)

Ainsi, une norme est exactement une semi norme telle que P(x) =0 =z =0

Définition 1.1.3. On considére une suite (F;);en une suite CroissanteE] de semi-normes sur
E, avec la propriété

() £7(0) = {0}

i€N
(i.e 0 est le seul élément nul sous chacune des semi-normes). L'espace £ muni d’une telle
suite est dit localement convexe métrisable.

2. Sii < j,alors Pi(z) < Pj(z) pour x € E



Proposition 1.1.4. Soient (E, (P))ien) un espace localement convexe métrisable, et (o )ien
une suite strictement positive sommable. L’application d : E X E — R définie par

d(z,y) = a;min (1, P(x — y))
j=0
définit une distance sur E.

Démonstration. Premiérement, d(z,y) est définie comme une série de terme général positif,
convergente car de terme général majoré par a;. Donc d est bien définie et & valeurs positives.
Soient ensuite z,y € E tels que d(x,y) = 0, on a alors

VieNPx—y)=0=>z—-—y=0

par la condition de la définition Ensuite, la symétrie de d découle immédiatement de
I’homogénéité des P;. Enfin, soient x,y,z € £, on a

d(xz,z) = Z a; min (1, Pi(x — 2))

=S aymin (1, P —y +y— 2))

7=0
< Z a;min (1, Pi(x — y)) + Z o;min (1, P(y — 2))
7=0 J=0

d’ou I'inégalité triangulaire pour d, qui forme donc bien une distance sur F. O

Remarque 1.1.5. C’est ici qu’intervient le terme 'métrisable’ dans la définition. On peut en
effet choisir de munir £ d’une famille de semi-norme indexée sur un ensemble ordonné filtrant
(deux éléments admettent un majorant commun), auquel cas il n’y a pas de notion claire de
distance. On ne s’intéressera dans cette section qu’au cas métrisable, (le seul recours au cas
général dont nous aurions besoin sera contourné, il concerne les espace de fonctions lisses a
support compact).

Remarque 1.1.6. La distance que nous avons donné & la proposition munit £ d’une
structure d’espace métrique, pour laquelle ’addition et la multiplication scalaire sont des
opérations continues (on dit que (F,d) est un espace vectoriel topologique).

Exemple 1.1.7. Un espace vectoriel normé est un cas trés particulier d’espace localement
convexe métrisable, ou toutes les semi-normes sont égales (et donc égales a la norme de
I'espace).

Ceci dit, la métrique que nous utilisons est plutot désagréable & manipuler (I'expression
des boules ouvertes par exemple est beaucoup moins maniable que dans le cas d’un espace
vectoriel normé classique), on souhaite donc exhiber des outils plus efficaces.



Lemme 1.1.8. Sous les hypothéses de la proposition 81 (xn)nen est une suite de E, on
a équivalence entre

(i) La suite (x,) converge vers x € E.

(ii) Pour tout i € N, la suite réelle (P;(x, — x)) converge vers 0.

Démonstration. (i) = (i1) Pour x,y € E et i € N, on a

1 1
min(F;(z —y),1) < —a;min(L, Bi(z —y)) < —d(z,y)
i Q;
En particulier, si d(z,,z) tend vers 0, il en va de méme de min(P;(z, — x), 1), ce qui n’est
possible que si P;(x,,x) converge vers 0.
(77) = (i) On voit la distance d(z,,z) comme une intégrale d’une suite de ’fonctions’ :

d(xp, x Zazmm (1, P(x Zun

Or, on a par hypothése que pour tout i € N, lim,,_,, u,(i) = 0, et par ailleurs, |u,(i)| < a;
qui est une suite sommable. On conclut alors par convergence dominée. O

Lemme 1.1.9. Sotent E un K-espace vectoriel, et P une semi-norme sur E. On appelle
semi-boule centrée en x € E et de rayon € 'ensemble

Bp(z,e[={ye E| P(x —y) < ¢}

Sous les hypotheses de la proposition[1.1.4], une partie V de E est un voisinage de x € E si
et seulement si V' contient une semi-boule centrée en x.

Démonstration. Si V' est voisinage de x, in existe une boule (pour d) centrée en = de rayon &
contenue dans V. Quitte a réduire &, on peut supposer que €/a; < 1, auquel cas d(x,y) < e
entraine Fj(v —y) < 1et P(z —y) < £, ainsi, V contient la semi boule Bp, (z,e/ay].

Réciproquement, le lemme précédent nous apprend en particulier que les semi-normes sont
continues pour la topologie induite par d (caractérisation séquentielle de la continuité). En
particulier, les semi-boules ouvertes sont des ouverts d’otu le résultat. O]

A présent, nous souhaitons avoir une notion adéquate de morphisme entre espaces localement
convexe métrisable, on souhaite naturellement se tourner vers les applications linéaires conti-
nues, et si possible retrouver une caractérisation de la continuité (presque) aussi agréable que
pour le cas des espaces vectoriels normeés :

Proposition 1.1.10. Soient (E, (P;)ien), (F, (Qk)ren) deuz espaces localement convezes mé-
trisables, (a;)ien el (Bk)ken deux suites strictement positives sommables. On obtient ainsi
deux distances d et §, respectivement sur E et F.

Pour L : E — F une application linéaire, on a équivalence entre

(i) L est continue.
(i) L est continue en 0.
(i11) Pour tout k € N, il existe C > 0 et i € N tels que

Vo € B, Qr(f(x)) < CP(x)



Démonstration. L’équivalence entre (i) et (ii) est bien connue et vaut dés que E et F' sont
des espaces vectoriels topologiques.

Montrons (7ii) = (i) : soit (x,)nen une suite de E qui converge vers 0, et soit k& € N, par
hypothése, on a

donc la suite (Qx(f(x,))) converge vers 0 quel que soit k € N, on conclut par le lemme [I.1.8]
Réciproquement, si f est continue en 0, 'image réciproque de la semi-boule By, (0, 1] est un
voisinage ouvert de 0, donc contenir une semi-boule de la forme Bp, (0, [, on a donc

Fi(z) <e= Qr(f(z)) <1

d’ou, par homogénéité, Qi (f(z)) < 2P;(z) pour z € E, soit le résultat voulu. O

Corollaire 1.1.11. Soit (E,(F;)ien) un espace localement convexe métrisable, deux suites
(v)ien €t (Bi)ien strictement positives et sommables induisent des distances uniformément
équivalentes sur E.

Ainsi, la seule donnée des semi-normes (P;)ien suffit a caractériser la métrique de E.

Corollaire 1.1.12. Soient E un K-espace vectoriel, (P;)ien et (Qr)ren deus suites de semi-
normes qui munissent E de deux structures d’espaces localement convexe métrisables. Ces
deuz structures sont isométriques si et seulement si

(VEeN,3C >0,i e N| Q< CP) et (VieN,3C">0,keN| P, <C'Qy)

A présent, comme dans le cas des espaces vectoriels normés, on s’intéresse au cas particulier
des espaces complets.

Remarque 1.1.13. Soit (F, (P;);en) un espace localement convexe métrisable, une suite (z,,)nen
de E est de Cauchy si et seulement si, pour tout i € N, la suite (P;(z,))nen est de Cauchy.

Définition 1.1.14. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe métrisable
complet pour sa distance.

Théoréme 1.1.15. Soient (E, (P;)ien) un espace de Fréchet, (F,(Qk)ren) un espace locale-
ment convexre métrisable, et L, : E — F une suite d’applications linéaires continues de E
dans F. Si la suite (L,) converge simplement vers une fonction L, alors

(a) La famille (Ly,)nen est équicontinue :
VEeN,3C > 0,i e N | Vne Nz € E,Qr(L,(x)) < CP(x)

(b) Pour tout compact K C E, la convergence de la suite (L) vers L est uniforme sur
K :
Vk e N, lim ||Qx(Ly, — L)|| . x =0
n—00 ’

Démonstration.

Lemme 1.1.16. Soit C' C E un sous ensemble convere symétrique (stable par opposé). Si C
est d’intérieur non vide, alors C' est un voisinage de 0.



Démonstration. Par hypothése, il existe x € C dont C est voisinage, donc C' contient une
semi-boule de la forme Bp,(z, €[, par symétrie, C' contient alors Bp, (—z,[. Par convexité, C
contient Bp, (0, e[ et est donc un voisinage de 0. O

(a) Soit k € N, on pose pour p € N

Cp={x € E|VneN,Q(Ln(z)) <p} =[] fo ' (Bq.(0,p])

neN

les C,, sont des fermés de E, de plus pour x € E, la suite (L, (x))nen est bornée pour @ car
convergente, les C, recouvrent donc F.

Comme E est un espace métrique complet, le théoréme de Baire nous apprend que les C),
ne peuvent tous étre d’intérieur vide. ensuite, les C}, sont symétriques par linéarité des L,, et
homogénéité de () : il existe donc par le lemme un p € N tel que C), soit un voisinage de 0.
Ainsi, il existe p € N tel que C), contienne une semi-boule centrée en 0 : il existe ¢ € N et
e > 0 tels que

Pi(z) < £ = ¥n € N, Q(Ln()) < p

par homogénéité, on a alors
Vn € N, Qi(Ln(z)) < ZPi(2)

ce qui est bien 1'équicontinuité de la famille (L, ),en.

(b) C’est un fait général sur les familles équicontinues de fonctions définies sur un compact :
soient € > 0 et k € N, il existe C' > 0 et i € N tels que 'on ait (a).

On recouvre K par un nombre fini de semi-boules pour P; de rayon £/3C. En notant g, les
centres de ces boules, on a

g

Va € K,3g: | n € N, QulLa(x) = Lu(9)) < 5

et ceci reste valable pour L. Comme l'ensemble des g, est fini, il existe N € N tel que
pour n = N, Qr(L(gx) — Ln(gx)) < €/3C, on obtient alors le résultat souhaité par inégalité
triangulaire. O]

Théoréme 1.1.17. (Banach-Steinhaus)

Soient (E, (P;)ien) un espace de Fréchet, (F,(Qk)ren) un espace localement convexe métri-
sable, et L, : E — F une suite d’applications linéaires continues de E dans F.

Si (fn) converge simplement vers une fonction f, alors cette derniére est linéaire continue.
De plus si (x,)nen est une suite de E convergeant vers x € E, alors (f,(x,)) converge vers

()

Démonstration. On va largement utiliser le théoréme précédent. Le premier point découle
immeédiatement de I’équicontinuité de la famille (L,,),en : soit & € N, il existe C' > 0et i € N

tels que
Vn e Nz € EQr(L,(z)) < CPi(x)

En particulier, en laissant n tendre vers +o00, on obtient

Vo € E,Qr(L(z)) < CP(x)



d’ou la continuité de L,,.
Pour le second point, 'ensemble consitué des x,, et de leur limite z est un compact de E, on
a donc

lim  max Qr(Ln(y) — L(y)) =0

n—00 y&{zn,x}
Or, on a

Qr(fn(2n) = f(2)) < Qr(fulzn) — f(2n)) + Qi(f(xn) — f(2))

Les deux termes de cette somme tendent vers 0 quand n tend vers 400, d’ou le résultat. [J

Ce dernier résultat posséde un corollaire fort utile sur la continuité des applications bilinéaires
(nous l'utiliserons sur la convolution des distributions)

Corollaire 1.1.18. Soient E un espace de Fréchet, F' un espace localement convexe métri-
sable, D un espace vectoriel muni d’une notion de convergence. Si B : D x E — F est une
application bilinéaire telle que

- Poury € E et (z,)nen une suite de D convergeant vers x € D, on a lim, o, B(z,,y) =
B(z,y)
- Pour X € D el (yn)nen une suite de E convergeant vers y € E, on alim,_,., B(z,y,) =
B(z,y)
Alors B est séquentiellement continue : si (Tn)nen €t (Yn)nen Sont des suites de D et E
(respectivement) qui convergent vers x et y, alors (B(xpn,Yn))nen converge vers B(x,y).

Démonstration. Posons L, (y) := B(z,,y), les fonctions L, : F — F sont linéaires continues
par le second point, et elles convergent simplement vers la fonction L : y — B(z,y) par le
second point. Le résultat découle alors directement du théoréme précédent. O

1.2 Exemples d’espaces de Fréchet, inclusions

Comme promis, nous allons maintenant nous intéresser a la structure particuliére de certains
espaces fonctionnels.

1.2.1 Fonctions localement intégrables

Soit Q un ouvert de R?, on considére I’espace

1
Lloc

(Q) = {f Q= K | VK C Q compact, ||f,, < OO}

Cet espace est évidemment un K-espace vectoriel qui contient L'(€2), mais on ne peut pas le
munir d’emblée de la norme ||.||;, celle ci n’étant pas bien définie.

On rappelle que tout ouvert € de R? admet une suite erhaustive de compacts : une
famille (K;);en d’ensembles compacts inclus dans € avec

o Vie N K, C K,y
[} Q = UiEN KZ
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Soit (K;);en une suite exhaustive de compacts de €2, on pose

Pie) = [ 1fan =151,

Proposition 1.2.1. Les fonctions P, sont des semi-normes qui munissent L, .(Q) d’une
structure d’espace de Fréchet. De plus, deuzr choix de suites exhaustives de compacts pour )

donnent des métriques isomorphes.

Démonstration. Les fonctions P; clairement des semi-normes, la suite (P;);en est croissante
car la suite (K;);ey est croissante (pour l'inclusion). Ensuite, soit f € Li .(Q) telle que
P;(f) = 0 pour tout 7 € N, cela signifie que pour tout ¢« € N, on a fx, = 0 presque partout
dans K;. Comme I'union des K; recouvre {2, on a bien que f est presque partout nulle sur 2.
Pour montrer que (L}, ., (P;)ien) est de Fréchet, il reste & montrer qu'il est complet, soit donc
(fn)nen une suite de Cauchy de I, on a par définition que pour tout 7 € N, la suite (f,x, )nen
est de Cauchy dans L'(K;), ce dernier espace étant complet, on définit g; € L'(K;) comme
la limite de cette suite. Pour ¢ € N, la restriction de f, a K,;;; donne une suite convergente
vers gir1, donc gi11|x, = g; : on peut donc définir g : @ — K par gk, := ¢;. Par construction,
la fonction g est limite dans L}, (Q) de la suite (f,).

Soit & présent une seconde suite exhaustive de compacts (Lg)keny qui induit des semi-normes

(Qr)ken. Pour i € N, on a
Kz'C ULkC ULk-H
keN keN

(0]
De ce recouvrement ouvert, on peut extraire un sous-recouvrement fini, comme la suite Ly,
est croissante, on a alors

JkeN| K; C Ly

on a alors |||} g < [.[|; ,. Par symétrie des roles des (Ly) et des (K;), on obtient le résultat
voulu par le corollaire [1.1.12 O

Remarque 1.2.2. Pour cette topologie, I'injection naturelle L'(Q2) — L] () est continue. En

effet, la convergence en norme L' sur () entraine en particulier la convergence en norme L!
sur tous les sous-ensembles K.

Cependant, cette inclusion n’est pas un homéomorphisme sur son image : considérons par
exemple L; (R), pour la suite exhaustive de compacts K; = [—i, 1], la suite f, = Lj, 01
converge dans L'(R) pour la topologie de L}, (R), mais pas pour celle de L'(R) : la topologie

naturelle de L*(Q2) est plus fine que sa topologie comme sous-espace de L}, .(R).

De plus, la suite f, = 1;_,, est une suite de L'(R), qui converge dans L; (R) pour sa
topologie vers la fonction constante égale a 1. Cependant, cette fonction n’est pas intégrable
sur R, ainsi, L'(R) est un sous-espace non fermé de L; (R).

(Q) et L2 ().

Remarque 1.2.3. Un construction similaire peut s’appliquer aux espaces L2 e

loc
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1.2.2 Fonctions lisses sur un compact

Nous commengons par donner quelques rappels et notations :

- Le support de ¢ : R? — K est défini comme I'adhérence des points oil ¢ ne s’annule pas,
ou de maniére équivalente comme le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel ¢
est nulle.

- Pour ¢ une fonction de classe C*°, et o € N%, on pose
0% =0 --- 0%

- Pour a, 3 € N¢, on dit que 8 < a si 8; < a; pour tout i € [1,d]. Pour f,g: R — K
infiniment dérivables et a € N%, on a

o _
0*(fg) =) ( ﬁ) 0" fo*Pg
B<a
Ou (g) = (gi) (‘;Z) (formule de Leibniz).
A présent, on considére K C R? un compact, et D(K) I'ensemble des fonctions de classe C>
sur R, dont le support est inclus dans K. On munit cet espace de la famille de semi-normes
(P;);en définie par

|or|<i

Proposition 1.2.4. Les semi-normes (P;);en munissent D(K) d’une structure d’espace de
Fréchet, dans lequel la suite (¢, )nen converge vers ¢ si et seulement si

Va € N lim [|0%p, — 0%¢|l x =0
n— 00 ’
Autrement dit, si l’on a convergence uniforme de @, et de ses dérivées.

Démonstration. La linéarité de la dérivation et de la somme donnent directement que les
P; sont des semi-normes, de plus, si P;(¢) = 0, alors en particulier (pour o = 0), on a
el x =0, et donc ¢ = 0 sur K, donc ¢ est identiquement nulle. Ainsi, D(K) est muni d’une
structure d’espace localement convexe métrisable par les (F;);en, la condition de convergence
que nous avons donné découle immédiatement de la définition des P,

Soit enfin (¢, )nen une suite de Cauchy de D(K), alors pour tout v € N%, 1a suite (0%0, )nen
est uniformément de Cauchy sur K, et donc converge vers une certaine fonction v,. Or, on
sait que si (p,) converge uniformément vers vy, que ses dérivées partielles sont continues et
convergent uniformément, alors leurs limites sont les dérivées partielles de vy, en appliquant
ce résultat par réccurence, on obtient que 0“vy = v,, on a alors bien le résultat voulu. O

1.2.3 Fonctions lisses (4 support compact) sur un ouvert

Nous avons réglé le cas des fonctions lisses a support dans un compact fixé, nous nous
intéressons a présent , pour un ouvert 2 de R™, a l'espace £(2) (resp. D(?)) formeés des
fonctions Q — R™ de classe C* (resp. a support inclus dans ).
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Remarque 1.2.5. 1l ne faut surtout pas confondre £(Q2) avec D(€2), le second étant constitué
de fonctions de classe C*° sur R™ a support compact inclus dans ). Par exemple la fonction
constante égale & 1 sur  est un élément de £(Q) et pas de D(2). On a par contre une
inclusion évidente D(2) — £(£2), nous allons voir que ces deux espaces sont munis d’une
topologie de maniére assez différente.

A ce stade, il convient de justifier que D(€2) est non trivial :

Lemme 1.2.6. 5i Q C R est un ouvert non vide, alors l’espace D(Q) n’est pas réduit a {0}.

Démonstration. Considérons la fonction ® : ¢t +— T,o0e” '/t définie sur R, il s’agit d’une
fonction croissante, positive, de classe C*™ par une récurrence immeédiate.
Si zg € Q et r > 0 sont tels que B(xg,r] C 2, alors on pose

Vo € Q, p(z) = (r* — ||z — o)

On obtient une fonction infiniment dérivable dont le support est la boule B(z, 7] C €, ce qui
termine la preuve. O

Corollaire 1.2.7. (Fonctions plateau)
Soient Q0 C R un ouvert, et K C Q0 un compact de R?. Il existe 0 € D(Q) telle que

0<0<L1 et =1 sur un voisinage de K

On dit que 0 est une fonction plateau pour K (dans ).

En pratique, on considérera par défaut qu'une fonction plateau est a support compact. Re-
venons en a la topologie, on considére & nouveau une suite exhaustive de compacts (K;);en
pour 2, et on pose

Vo € £(Q), Pip) = > [0k

laf<i

Proposition 1.2.8. L’espace E(XY), muni des semi-normes (P;);en forme un espace de Fré-
chet. La convergence de (pn)nen vers ¢ est équivalente a la convergence uniforme de o, et
de ses dérivées vers celles de ¢ sur chacun des K; (et plus largement sur chaque compact de

Q).

Démonstration. Soit ¢ € £(12) telle que Pi(¢) = 0, on a en particulier [|p||, 5, = 0 et ¢ est
nulle sur K, si ceci est vrai pour tout ¢ € N, alors ¢ est identiquement nulle.

Ensuite, si (¢ )nen est une suite de Cauchy de £(2), alors elle est uniformément de Cauchy
(ainsi que ses dérivées) sur tout compact de €2, ainsi, on a convergence de (p,) (et de ses
dérivées) vers une fonction gy sur le compact K C Q, l'argument de recollement de la
proposition permet alors de conclure. O

A nouveau, on pourrait choisir de munir D(Q2) de la topologie induite par celle de £(),

mais & nouveau cela pose probléme : la structure obtenue sur D(2) n’est pas une structure
d’espace de Fréchet car celui-ci n’est pas fermé dans £(12)

13



Exemple 1.2.9. Sur Q = R, on considére ¢ une fonction lisse positive (non triviale) a
support dans [0, 1]. Quitte a la normaliser, on peut la supposer d’intégrale 1. On pose alors

La suite (¢,,,) est une suite de Cauchy de £(£2), en effet, pour m > n, on a

i=n-+1

Comme on munit R” de la suite de compact donnée par K}, := [—k, k], la suite (¢,,,) restreinte
a K, est constante & partir du rang k + 1, donc

Pk(l/}m - 1/)n) - Z H(wm - wn)(a)Hoo,Kk =0

a<i

Cependant, la limite de la suite (¢,,) n’est clairement pas a support compact, alors que chacun
des termes de la suite 'est.

On veut donc trouver une 'meilleure’ topologie sur D(€2), on sait déja (par définition) que
D(Q) est réunion des D(K) pour K C Q compact. Pour K € €, on note tx : D(K) — D(Q)
Iinclusion canonique, il s’agit d’une application linéaire, et pour la ’rendre continue’, on
munit D(Q2) de la topologie finale associée a ces injections.

Proposition 1.2.10. Pour K C K’ deux compacts inclus dans 2, on a une inclusion linéaire
continue ti i : D(K) — D(K'). Ainsi, la famille (D(K))kcq forme un ensemble ordonné
filtrant & droite : deux éléments admettent un majorant.

Démonstration. Les txr g sont clairement linéaires, montrons qu’ils sont continus : Soit
(¢n)nen une suite de D(K), convergeant vers ¢ € D(K), comme les ¢, ainsi que ¢ sont
a support dans K, on a

¥i € N, Pxc(on—9) = Y 1000 = O)llooe = D 110700 = O)llo.icr = Prrcr (0 — ¢)

|| < || <

Ainsi, la suite (¢,,) converge également vers ¢ dans D(K'), d’ott la continuité de tx k.

Ensuite, pour deux compacts K et K’ inclus dans € (sans forcément d’inclusion entre I'un
et lautre), 'ensemble K" := K U K’ est encore un compact inclus dans €2, donc D(K) et
D(K') sont tous deux inclus dans D(K"), d’oi le résultat. O

Proposition 1.2.11. Muni de la topologie finale associée auz vk, 'espace D(S)) est la limite
inductive des D(K) comme espace vectoriel topologique : pour tout espace vectoriel topologique
E, muni d’une famille ix d’applications linéaires continues D(K) — E qui commute auz
L i, alors il existe une unique application linéaire continue 6 : D(Q2) — E telle que

VK C Q) compact ,0ug = i
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Démonstration. Par définition, on remarque dans un premier temps que les injection tx
commutent aux (g .

On raisonne ensuite par analyse synthése, si 6 respecte la factorisation souhaitée, on a en
particulier que Op(x) = i) (par définition). Pour ¢ € D(Q2), on a ¢ € D(Supp ¢) et donc on
doit définir 0(¢) comme igypp (), si ceci a du sens, alors 6 est unique. Nous devons donc
montrer que cette définition est univoque : soient deux compacts K, K’ tels que D(K) et
D(K') contiennent ¢, on a

ir () = ixuk © Lok’ k() = ikurr © tkukt k(@) = ik ()

donc 0(p) est bien défini. Ensuite, 6 est clairement linéaire, et continue par propriété de la
topologie finale : o 1x = i est continue pour tout compact K C €. O]

Corollaire 1.2.12. La topologie de D(Q2) est plus fine que sa topologie induite par E(£2)
(autrement dit, l'injection D(QQ) — E(Q) est continue).

Démonstration. Comme lespace £(2) contient en particulier les D(K) pour K C ) com-
pact, la proposition précédente nous donne I'existence et 'unicité d’une application linéaire
continue D(2) — £(2) qui commute aux injection tx i, or la seule application respectant
cette condition de commutativité est 'injection canonique D(2) — £(2), qui doit donc étre
continue. [l

Remarque 1.2.13. On peut montrer que la topologie de D(f2) est strictement plus fine que sa
topologie induite par £(£2), en effet, D(£2) n’est pas métrisable.

Proposition 1.2.14. Soit (¢n)neny une suite de D(QY), elle converge vers ¢ € D(Q) si et
seulement si on a les deux propriétés suivantes

(a) 1l existe N € N tel que pour n > N, on ait Supp p, C Supp ¢ (propriété du support
captif).
(b) On a convergence uniforme de p, et de ses dérivées vers ¢ sur Supp ¢.

Démonstration. Rappelons que dans le cas non métrisable, la convergence ne caractérise pas
toujours la topologie, mais la topologie caractérise toujours la convergence (par définition).

Si (n)nen converge vers ¢, soit U un voisinage de ¢ dans D(Supp ¢), il s’agit également
d’un voisinage de ¢ dans D(Q2) (par définition de la topologie finale). Ainsi, il existe N € N
tel que p,, € U pour n > N, en particulier, on a ¢,, € D(Supp ¢) et Supp ¢, C Supp ¢, d’ott
(a). On peut ainsi voir ¢, comme une suite de D(K), qui converge dans D(K) (car celui-ci
a la méme topologie que sa topologie induite par D(S2)), d’ou (b).

Réciproquement, si on a (a) et (b), on peut voir (,,) comme une suite de D(Supp ¢) (quitte &

la tronquer), avec convergence vers ¢ dans D(Supp ¢), on conclut par continuité de I'injection
m

LSupp ¢-

Remarque 1.2.15. On déduit immédiatement de cette proposition que la limite d’une suite de
D(Q), si elle existe, est unique.
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Deuxiéme partie

Distributions, rappels et compléments

Nous avons jusqu’a présent défini certaines topologies sur des espaces de fonctions réguliéres,
la théorie des distributions consiste a s’intéresser aux duaux topologiques de tels espaces.

2.1 Notions de distributions, premiers exemples

Une idée clef derriére la notion de distribution est de lire une fonction dans un sens nouveau :
en les faisant agir sur les espaces de fonctions réguliéres. Le lemme suivant nous permet d’af-
firmer qu’une fonction est entiérement déterminée par son action sur les espaces de fonctions
tests.

Lemme 2.1.1. (Lemme fondamental du calcul des variations)
Soient Q@ C R? un ouvert, et f € L} (Q) telle que

loc

Vo € D(Q), /Q u(z)p(z)de =0

alors u = 0 presque partout sur 2.

Démonstration. On commence par considérer le cas Q = R? et f € L*(€), on considére p,
une suite régularisante a support compact, on a toujours

(f *p)(z) = g fW)pe(x —y)dy =0

Donc f = lim._,o f * p. = 0 (la limite est prise dans L!(R?)).

A présent, dans le cas général, soit K C € un compact, et 1 une fonction plateau pour K
a support dans K’ un autre compact de 2, on a fi € LY(Q), et méme fip € L*(R?) en la
prolongeant par 0. Pour ¢ € D(R?), on a 1o € D(Q), et

0= [ s@@pends = [ (Fep)pa

donc f est identiquement nulle sur R?, et f = 0 sur K, ceci étant vrai pour tout compact
K de €, on a bien le résultat voulu. O

Nous pouvons a présent présenter la notion de distribution :
Définition 2.1.2. Soient Q C R? un ouvert. On note D'(2) le dual topologique de I'espace

D(Q) (pour la topologie définie a la partie précédente), ses éléments sont appelés distribu-
tions.

16



Proposition 2.1.3. Soit T : D(2) — K une forme linéaire. On a équivalence entre
(i) T est une distribution.

(ii) Pour tout compact K C , il existe Cx > 0 et px € N tels que, pour tout ¢ € D(Q)
a support dans K, on ait

(To) | < Ok D 10l i

aeN?
lo|<pr

De plus, on dit que T est une distribution d’ordre p € N si on peut choisir px pour avoir

sup Pk =P
KcQ
Kcompact

Démonstration. Cette proposition exprime simplement le fait que 7' : D(Q2) — K est continue
si et seulement si sa restriction aux D(K) est continue, ce que 1'on teste avec le critére de la
proposition [1.1.10 O

Remarque 2.1.4. 11 existe des distributions d’ordre infini (autrement dit telles que, pour un
compact K C  bien choisi, py doive-t-étre choisi plus grand que tout n € N).

Pour munir D'(2) d’une topologie, on s’intéresse aux applications

evy,: D'() — K
r v Ty

On souhaite que ces applications soient continues, on munit donc D’(€2) de la topologie initiale
associée a ces évaluations. Ainsi, une base des ouverts de D'(2) est formée des intersections
finies d’ensembles de la forme ev;l(U) ot U C K est un ouvert.

Proposition 2.1.5. Soient Q C R? un ouvert, (T),)nen une suite de D'(Q) et T € D' (). On
a équivalence entre :

(i) La suite (T,,) converge vers T € D'(2)
(i1) Pour tout ¢ € D(Q), la suite numérique ((T,,,¢))nen converge vers (T, @).

Démonstration. (i) = (ii) Si (1},)nen converge vers T', alors pour ¢ € D(), la suite (ev,(7,))
converge vers ev,(1), ce qui est exactement (ii).

(it) = (i) Soit U C D'(2) un ouvert contenant 7', il existe (¢;)icpix) une famille de D(12),
ainsi que (U;)ieqi &) une famille d’ouverts de K telle que

Par hypothése sur (7,,), on a
Vi e [[1,/{3]],3]\71 e N | n>=N; = (Tn,go,> e U;
On pose N = max(N;), pour n > N, on a alors

Vi € [1, K], ev,,(Ty) € Ui & T, € [ )evy (Uh)

=1

on a donc T,, € U pour n > N, ce qui prouve la convergence de (7,,) vers T O

17



Remarque 2.1.6. On a unicité de la limite dans D’'(2). En effet, si (7),)nen converge vers T
et S, on a

(T, ) = lim (T, 0) = (S, )

n—o0

pour tout ¢ € D(RY), donc S =T.

Remarque 2.1.7. La méme méthode nous permettra de munir d’autres espaces de distributions
(sur d’autres espaces de fonctions réguliéres comme S(R?)) d’une topologie.

Exemple 2.1.8. Soit (),) une approximation de I'unité, pour ¢ € D(R?), on a

(Xn, ) = /Rd Xn(7)p(7)dz = X0 * $(0)

Ceci converge vers ¢(0) = ¢(0), done (xn)nen converge vers &y dans D'(R9).

Proposition 2.1.9. Soient (T),)nen €t (©n)nen, deux suites respectivement de D'(S2) et de
D(Q), convergeant respectivement vers T € D'(Q) et ¢ € D(Q).
Alors la suite ({T,,, on))nen converge vers (T, @).

Démonstration. Par définition de la convergence des fonctions test, la suite (¢,) converge
vers ¢ dans un certain D(K), on K C € est un compact. On considére 'application

DK)xD(Q) — K
(¥,9) — (S,1)

Comme D(K) est un espace de Fréchet, on peut appliquer le corollaire |1.1.18 qui donne le
résultat. O]

Nous pouvons a présent expliciter en quoi les distributions fournissent une ’généralisation’
au concept classique de fonction :

Proposition 2.1.10. Soient Q C R un ouvert et f € L} (Q) un ouvert, on pose

loc
Tphi= [ @paids= [ fwplaar

On obtient ainsi une injection continue L}, .(Q) — D'(Q).

Démonstration. L’application Ty : D(§2) — R est clairement une forme linéaire, ensuite, pour
K C Q un compact, et ¢ € D(K), on a

Ty, 0)| < /K Flleldd < £l g Il

Donc T} est une distribution, d’ordre 0, sur 2. De plus, 'application 7" est injective d’aprés
le lemme fondamental du calcul des variations (lemme [2.1.1)). Pour vérifier la continuité de
I'injection T, il suffit de tester la continuité des applications

ev¢oT:fr—><Tf,g0>:/Qf<pd)\
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cette application est linéaire, et on a, pour K C 2 un compact contenant Supp ¢

Ty )| < /K FlleldA < 11 ol

on a bien la continuité de ev, o T" par la proposition (1.1.10} O

loc
des opérations habituellement réservées a des classes particuliéres de fonctions (dérivation,

transformée de Fourier...).

En pratique, on identifiera f et Ty pour f € L}, (). Cette définition permettra de définir

Remarque 2.1.11. Par ailleurs, on a LY (Q) C L;,.(2), donc toute fonction L7 () induit une

- 17" loc loc
distribution (d’ordre 0), et cette correspondance est injective (et continue).

Ceci dit, toute les distributions ne sont pas des fonctions : considérons la forme linéaire
D(Q) — K (pour z € Q) définie par
(00, ) = ()

comme @ est une fonction continue, ceci est bien défini, et, comme |p(z)| < ||¢||, . définit
bien une distribution sur €2, c’est la masse de Dirac en x € ).

De plus, toutes les fonctions usuelles ne sont pas localement intégrables, si 'on prend par
exemple la fonction f : x — 27! définie sur R*, il est bien connu que f n’est pas intégrable
sur 0,1 : si Q© C R est un ouvert contenant 0, on ne définit pas une distribution en écrivant

x
)= [ 2
Q T
On peut contourner ce probléme par un passage a la limite : soit € > 0, la fonction
fer R — R
v o— T e (2)
est localement intégrable, on a donc des distribution 7. € D(R) définies par

(T, ) ::/|> @dx

X

Lemme 2.1.12. Pour tout ¢ € D(R), la limite

1 )
<Vp;,gp> = lim (T, ¢)

n—oo
existe, et définit une distribution d’ordre inférieur a 1, appelée valeur principale de 1/zx.

Démonstration. Soit ¢ € D(R) et M > 0 tel que Supp ¢ C [-M,M]. Si 0 < e < M, par
imparité de la fonction f, on a

/{|z|>5} @dm - /_]; @dﬂﬁL/eM @dw
:/_EM(M+/MM®

_ /“Aj p(x) i p(0) , / p(x) —:cso(O)dx
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Or, grace au théoréme des accroissements finis, on a

‘ < sup  |¢(2)] done lim Mdm =0

z€[—M,M] e—=0t J_. X

d’on u
lim de — / Md
e—0t {|z|>€} T M xT

Ce qui montre que la limite existe, avec de plus

o)

X

< 2M ||90/||oo,[—M,M]

O

On a donc pu construire une distribution analogue a ce que serait T, on a méme, si ) C R?
est un ouvert ne contenant pas 0 et ¢ € D(1Q),

<Vpé, <P> = (Tf,¢)

2.2 Quelques opérations élémentaires sur les distributions

Comme les distributions 'généralisent’ la notion usuelle de fonctions, on cherche a étendre
aux distributions des opérations usuelles sur les fonctions, la méthode usuelle pour ce faire
consiste & analyser la situation d’une distribution associée a une fonction réguliére.

2.2.1 Multiplication par une fonction lisse

Sige L. (), fe&) et peD),ona

loc

/ﬂ(f(x)g(%))SO(SIf)dSC=/Qf(ﬂc)(g(:lf)so(af))dﬂj

Ce qui justifie la définition suivante

Définition 2.2.1. Soient Q@ C R? un ouvert, f € £(Q) et T € D'(Q), on définit le produit
de f et T par
Vo € D(Q), (fT,p) = (T, fp)

Nous devons vérifier que T définit bien une distribution : soit ¢ € D(£2), par hypothése sur
T, pour K C 2 un compact, on a

[{T.0) = (T fo) | < Ck Y 10°(f)llooic

aeN?
la|<px

La formule de Leibniz donne alors le résultat voulu (et si 7" est d’ordre p, alors fT est d’ordre
au plus p). La multiplication par une fonction lisse définit donc une application continue de
D'(Q2) dans lui-méme.
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Exemple 2.2.2. On cherche a calculer le produit de Vp% par la fonction x — z. Pour

¢ € D(R), on a
< : > < : >
IVPp—, @ ) =\ VP, T¥
T i

—€ +o0
= lim / dejL / &(x)dx
e—=0 [ €T c €T

Donc xvp% =1

Proposition 2.2.3. Soient (f,)nen une suite de E(Q) convergeant vers f, et (T),)nen une
suite de D'(§2) convergeant vers T € D'(Q). La suite (f, 1)) nen converge dans D'(2) vers fT.

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout ¢ € D(Q), la suite ((T,,, fnp) )nen converge
vers (T, fp), ce qui découle de la propriété [2.1.8] ]

2.2.2 Translations et dilatations

Les translations et dilatations seront importantes pour la convolution et la transformation
de Fourier, pour f:R% = K, A € R* et a € R%, on définit

Tof (@) == f(x —a) et D\f(z) = f(Az)
Si f € L1(R?), par changement de variable, on obtient, pour ¢ € D(R?),

| nt@etas = [ fa-a@is= [ j@eatais = [ e

1 _ _
[ prt@retonte = [ oae@e = [ e (o) Wtde = [ f@pyptads
Rd Rd Rd Rd
D’ou la définition suivante
Définition 2.2.4. Soit T € D'(RY), a € R? et X\ € R*, on définit 7,7 et D,\T par

Vo € DRY), (1,7, ) = (T, 7_0p) et (DyT, ) ::\)\]’d<T,D§<p>

Exemple 2.2.5. Pour a € R? et p € D(RY), on a
<Ta§07 90> = <607 Tfagp> = T,a90<0) = 90(0,)

donc 7,09 = .

Exemple 2.2.6. Pour a € R%, A\ € R* et p € D(R?), on a

(Dadine) = W (3. Dyo) = W% (5)

donc Dyd, = |A|"%d2. En particulier, la suite n?D,d, converge dans D'(R?) vers d.
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2.2.3 Dérivation

Le premier exemple concerne la dérivation d’une distribution en une variable : soit 2 =la, b[C
R un intervalle ouvert, et f € L} () une fonction de classe C*. On a, pour ¢ € D(Q)

loc

/ F@)ele)de = [f@)e()] - / f () () = / F(@)(—p(a))d

Le cas d’un ouvert Q C RY plus général se régle en utilisant la formule de Stokes, que nous
ne développons pas ici. On obtient ainsi la définition suivante :

Définition 2.2.7. Soit Q C R un ouvert, o € N? un multi-indice, pour 7' € D'(Q2), on pose
Vo € D(Q), (0°T, ) := (—=1)“(T, 9 p)

On définit ainsi une distribution. Si 7" est d’ordre fini égal a p, alors 9*T" est d’ordre au plus
p+ |al.

Soit ¢ € D(2) a support dans K C 2 un compact, on a

(0T o) | = [(T,0%) | < Cic Y [[0° 0|
BeNd
1BI<pKr

ce qui donne immédiatement le résultat annoncé.

La premiére chose que 'on peut remarquer concernant cette définition est que toute dis-
tribution est dérivable infiniment, ce qui change radicalement du cas classique! De plus,
la dérivation des distributions forme une application continue, en effet, pour ¢ € D(Q) et
a €N ona

ev, 0 0% = EV(_1)lalgag
cette fonction est donc continue, par définition de la topologie initiale, opérateur 0% est
continu sur D’'()).
Ensuite si 'on a affaire & une fonction suffisamment réguliére, ces deux définitions de dérivée
‘coincident’ dans le sens suivant :

Proposition 2.2.8. Soient Q2 C R? un ouvert et f : Q — K une fonction de classe C™ ot
m > 1, alors f € L} (Q) et pour o € N? tel que |a| < m, on a

loc

Taaf — aan

Proposition 2.2.9. (Formule de Leibniz dans D'(2))
Soient T € D'(Q) et f € C(Q), pour « € N%, on a

* () =Y (g) 88 f9°-PT
o
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Démonstration. On montre la formule par récurrence sur |af : si |a] = 1, alors 0% = 0; pour
un i € [1,n], on a alors, pour ¢ €

(O fT + fOT, ) = (T,0i fo) — (T, 0: fo + fOi0) = — (fT,0ip) = (0s(fT), ¢)

Dont 0, fT + fO,T = 0;(fT) dans D'(2) comme annoncé. Si |a| = n+ 1, on choisit i € [1,n]
tel que o; # 0, on a alors, en posant o/ = o — ¢;

O*(fT) = 8 0;(fT) = 0* (8;fT + f6,T)

= (%) 0%, f0 T+ ) (O’é) 0% f0~ o, T

B! p<a’
&'\ 58 pgel—s+ &'\ 58 pgo—s
= o7 fOPTAT 4 ( )8 0 °T
2 (5 e g (5)o
_ Z (Oé - ei) aﬁfaoz—ﬂT + Z (05 - ez’) aﬂf@a—ﬁT
e;<BLa ﬂ G B<a—e; /B
= (O‘) 0% fooPT
B<a ﬁ
Comme annoncé (par la formule de Pascal). O

Exemple 2.2.10. Nous allons regarder en particulier le cas de la dimension 1. On se place
dans D'(R) et l'on considére la fonction f : z +— |z|. Cette fonction est continue, donc
localement intégrable et définit bien une distribution. Pour ¢ € D(R) a support dans K, on
a

(T3 ) = — {Ja], /() = — / 2]/ (2)d

- / v (z)dr — /R ) z' () dx

—lop@)’ [ plade~ lop@li™+ [ ()

_ / (~Ts- () + 1g, (2))p(z)da

La dérivée au sens des distributions de « ~— |z| est donc la fonction 1, — Tg«. Ceci dit,
remarquons que cette définition vaut a égalité presque partout prés.

Exemple 2.2.11. On peut aussi facilement considérer un cas ot la dérivée d’une fonction au
sens des distributions n’est pas elle-méme une fonction : Considérons la fonction de Heaviside
H = 1g+ et calculons sa dérivée distributionnelle : pour ¢ € D(R), on a

(Th ) = — (Tar. ) = — / " Y(@)da

= — [p(2)]g™
= »(0) = (0o, ¢)

Ainsi, on peut réaliser o, comme la dérivée de la fonction H.
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L’apparition de mesures de Dirac dans les dérivées distributionnelles est un phénoméne gé-
néral, résumé dans la formule des sauts

Proposition 2.2.12. (Formule des sauts)
Soit f :a,b]— K une fonction de classe C' par morceauz, et sia = ag < a; < - < a, <
an+1 = b est une subdivision adaptée o f, la dérivée distributionnelle de [ est donnée par

fr={fr+ Z [f(af) = f(a;)] b,

ou {f'} désigne la fonction continue par morceauz dérivée de f au sens classique.

Démonstration. Soit ¢ € D(]a,b[), on a
b
() == [ fa)da)da
== [ s
i=0 /i

=Y et - [ T @)

%

n

=Y ftetela) ~ faplan) =Y [ @i

d’ou le résultat voulu. O

Cette nouvelle notion de dérivation ouvre la porte a la notion d’équation différentielle sur
les distributions, la plus grande souplesse de ces derniéres permettra plus souvent d’avoir
des résultat d’existence, que I’on pourra ensuite utiliser sur des équations différentielles clas-
siques. Nous pouvons donc donner un premier résultat sur les équations différentielles de
distributions :

Lemme 2.2.13. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ € D(R) est telle que [ p(z)dx = 0.
(i) 1l existe une unique ® € D(R) telle que p = P'.

Démonstration. (i) = (i) Si ¢ = @ pour un & € D(R), alors ¢ € D(R) car Supp ¢ C

Supp @, et on a
/gp(x)dm = / ' (z)dz =0
R R
car ¢ est a support compact.

(1) = (ii) Soient a, b, c,d tels que Supp ¢ C [c,d] Cla,b]. Pour x € R, on pose

alors ® € C*(R) avec & = ¢. De plus, Supp ¢ C [¢,d], en effet, pour x < ¢, on a ¢(x) =
fax @(t)dt =0 car QDH—OQC[ - 0, et de méme @Hd,-i-oo[ = 0. ]
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Théoréme 2.2.14. (Dérivation et constantes)
Soit I un intervalle ouvert de R et T € D'(I). Si T' =0, alors T est la distribution associée
@ une fonction constante (presque partout).

Démonstration. Soit ¢ € D(I), on considére une fonction test 7 € D(I) telle que [, n(t)dt = 1
et on pose

Vo € Lu() i= plo) ~ (o) [ ol

I
on a € D(I) et [,4(t)dt =0, par le lemme précédent,il existe ® € D(I) telle que ¢ = .
On a alors

Vo eI, o(z) = @' (z) + n(x) /w(t)dt

1

et donc
(T = (T.0) + [ o0t @) = [ ooyt ()
I I
Donc T est la distribution constante égale a (T, 7). O

Corollaire 2.2.15. (Primitive d’une distribution)

Soit I C R un intervalle ouvert. Toute distribution T° € D'(I) posséde une primitive dans
D'(I) : il existe S € D'(I) telle que S" =T dans D'(I). De plus, deux primitives de T différent
par une constante.

Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théoréme précédent. Comme @ est
unique, on définit bien une forme linéaire S en posant

(S,9) = —(T,®)

On obtient immédiatement que S est une distribution. Afin de prouver que S’ = T, considé-
rons f € D(I) :
<S/7f> - _<Saf,> - <T7F>

ot F est le seul élément de D(1) vérifiant
Fo)= /@)~ 0(a) [ f(odevoe
I

comme [, f'(t)dt =0, on conclut que F' = f et donc

(S f) =(T. [)Vf € D(I)

ceci montre que S est bien une primitive de T'. Enfin, si S; et S5 sont deux primitives de T,
alors (57 — S2)" = 0 d’ou le résultat par le théoréme précédent. ]
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2.3 Support d’une distribution, distributions & support
compact

La notion de support d’une fonction est bien connue et nous a déja été notoirement utile dans
la définition des distributions. Nous voulons étendre cette notion au cas d’une distribution.
Le support d’une fonction peut étre défini comme ’adhérence de ’ensemble de ses points de
non annulation, mais cette définition se généralise mal au cas d’une distributions (celles-ci ne
peuvent pas directement étre évaluée sur des points), on lui préfére donc la définition duale :
le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel la fonction est identiquement nulle.

Nous commencons par un résultat trés pratique sur les duaux des espaces vectoriels topolo-
giques, qui nous resservira souvent.

Proposition 2.3.1. Soient E, F deux espaces vectoriels topologiques, et f : E — F une
application linéaire continue. Alors application induite

tf. 1 — F
T — Tof

est une application continue (E' et F' sont munie de la topologie faible* (topologie initiale
associée auzx applications d’évaluations)).

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour z € E, Papplication ev, o’ f est continue. Soit
donc x € E, on a, pour S € I’

(eve 0" f)(S) = (S0 fra)p = (S, [(2))p = evp)(S)

ainsi, ev, o' f = evy(,) est continue, d’ot le résultat. m

Une premiére application de ce résultat consiste a dire que, pour w C 2 deux ouverts de
R?, on a une injection continue, D(w) — D(Q), qui induit donc une surjection continue

D'(2) - D(w) (qui correspond simplement a la restriction), on note T}, la restriction de
T €D () aDw).

Définition 2.3.2. Soient Q C R? un ouvert, et 7" € D’'(2). 1l existe un plus grand ouvert w
de Q tel que T}, = 0 € D'(w). On appelle support de T le complémentaire de cet ouvert.

Démonstration. Pour montrer qu'un tel ouvert existe, on considére I’ensemble
U={U cC Qouvert | Tjy =0}

et on pose w = Jy, U, on doit montrer que w € U. Soit ¢ € D(w), le support K de ¢
est recouvert par les ouverts U, on extrait d’un tel recouvrement un sous-recouvrement fini
(Ui)iepi ig- Pour i € [1, k], il existe K; C U; un compact tel que Ule K; recouvre K. On peut
considérer une fonction plateau 0; pour K; a support dans U;. On pose également 6, une
fonction strictement positive, nulle au voisinage de K et telle que Zé:o 0;(z) soit toujours
non nulle sur w, on pose enfin

PR 1C))
v =S @
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de sorte que Zf:o Yi(x) = 1 sur w, on a alors

(T, ) = Z (T, i) = Z (T,;0) =0

=0 J=1

]

Ainsi, le support de T est un fermé de € tel que, si ¢ € D(Q) est nulle au voisinage de F,
(T, @) =0, c’est le plus petit fermé avec cette propriété.

Remarque 2.3.3. Bien-str et a nouveau, une fonction continue posséde le méme support que
sa distribution associée.

Remarque 2.3.4. Si Supp T' = K, alors ¢ = 0 seulement ne suffit pas a avoir (T, ) = 0,
par exemple on voit facilement que Supp &) = {0}, mais ¢ peut-étre nulle en 0 sans que sa
dérivée le soit.

Exemple 2.3.5. Si T € D'(Q) et f € £(), alors Supp (f7") C Supp f N Supp 7, en effet,
pour ¢ € D(Q) avec

@ = Supp ¢ N (Supp f N Supp T') = (Supp v N Supp f) N Supp T

comme Supp (fy) C Supp f N Supp ¢, on trouve bien que (f7T,p) = 0.

Comme pour les fonctions, on peut s’intéresser au cas des distributions dont le support est
compact.

Proposition 2.3.6. On note £'(Q) Uespace des distributions dont le support est un compact
de €.

(a) Toute distribution T € E'(Y) est d’ordre fini.

(b) Plus précisément, si p désigne l'ordre de T € £'(QY), pour tout voisinage compact K de
Supp T, il existe C > 0 telle que

Vo € D(Q), [(T,0) | < C D 110°¢lloo 1

|l <p

Démonstration. Soit K un voisinage de Supp 7', et ¢ une fonction plateau pour Supp T a
support dans K, pour ¢ € D(), la fonction p(1 — ¢) est nulle au voisinage de Supp T, et
on a donc (T, ) = (T, ¢p). Appelons p le plus petit entier tel qu’il existe C; > 0 avec

Vi € D(K), [(T,0) | < C1 D 10°¢] o i
|| <p
d’ou
Vo € D(Q), |(T,p)] < C Z 10°(9) | o5

|l <p

d’ot le résultat par la formule de Leibniz. La minimalité de p donne bien qu’il s’agit de 'ordre
de T. N
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Proposition 2.3.7. Soit T € £'(Q) d’ordre p. Pour toute fonction ¢ € D(Q) nulle sur
Supp T ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur & p. On a (T,p) =0

Démonstration. Ce résultat permet de raffiner la remarque [2.3.4

On notera K le support de T et K, I'ensemble des points a une distance de K inférieure a p.
On considére x une fonction lisse positive d’intégrale 1 et a support dans B(0, 1], ainsi que
(xe) = e ¢D1 la suite régularisante associée. Pour € > 0, on pose également g, := lg,., et
Ve 1= ge % X; La fonction 1. est une fonction plateau pour K. a support inclus dans Kj.,
avec

00eo) = [ anlo = 9oty

Par définition, on a 9%y (z) = e~471%1D1 (9%Y), donc ||0%x.||, = Cae™1 avec C, = ||0%x|,-
Soit maintenant ¢ € D(R?) nulle sur K ainsi que ses dérivées d’ordre < p, pour 2y € K et
B € N% on a, par développement de Taylor sur 9%

0 p(a) = Ola — 2ol ) < G117

pour |x — xy| < 3e. Comme K est compact, on peut choisir un nombre fini de points zy qui

nous donne
HaBSOHOQKSE < Cept1-18|

On a alors (T, p) = (T, ¢ — p1b.) + (T, p1b). Le premier terme est nul car ). = 1 au voisinage
de K, ainsi, (T, p) = (T, p1).) est majoré en module par la somme des normes infinies des
0“(p1b:) pour |a] < p, comme ces fonctions sont nulles hors de K., on a

10(t) e < <g) Certi-IBlc,_gelal+8

B<a

donc (T, p) < Ce et donc (T, ) = 0. O

Exemple 2.3.8. (Distributions & support ponctuel)
Soit T' € D(R?) une distribution dont le support est {0} et ¢ € D(R?). On note p son ordre,
pour ¢ € D(R?Y) une fonction valant 1 au voisinage de 0, on a

o) = 37 0O () + (1~ () 3 - 0p(0)a + ()]l

lal<p lal<p

Le second membre est nul au voisinage de 0, et le reste est nul en 0, ainsi que ses dérivées
d’ordre < p, la proposition précédente nous donne alors que

() = 32 076 (0) (T, " (a)

lor|<p

1 o : _ a lo" : :
en posant b, := — (T, 2%),,, on obtient 7' = Z|a‘<p(—1)| 6,05 Donc T est une combinaison
linéaire de dérivées de mesures de Dirac. De plus cette décomposition est unique, car les
dérivées de dp sont linéairement indépendantes entre elles (en testant contre des monomes
biens choisis).
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Bien-sir, la notation £'(€2) n’est pas innocente, et on peut se demander si définir £'(Q2)
comme le dual topologique de £(2) n’aurait pas été plus judicieux. Il se trouve que ces deux
définitions sont équivalentes (mis & part pour leurs topologies) :

On note F' le dual topologique de £(£2), on considére (K;);cn une suite exhaustive de compacts
pour Q. Si S : () — K est linéaire, on a S € F si et seulement si il existe K C  un
compact, p € N et C' > 0 tels que

Vo € E), S, 9)e| < D 10%0ll e

lor|<p

Pour S € F, on note f(S) la restriction de S & D(f2) (on a bien-sir f(S) € D'(2)). Si
¢ € D(Q) et nulle au voisinage de K, on a

[(S:@)e | <O

donc f(S) € £(R) est & support dans K.
Réciproquement, soit T' € £'(2), on veut induire T & £(Q2) (et ainsi construire la réciproque
de f). On note K le support de T et I'on considére # une fonction plateau pour K dans €,
on pose ainsi

VQP € g(Q)a <T7 @)5 = <T? 6@)
Comme 6y est a support compact, cette définition a un sens, nous montrons qu’elle ne dépend
pas de la fonction 6 choisie, si 6’ est un autre candidat, on a que (0 —6")¢ est nulle au voisinage
de K, d’ou (T, (0 — 0')¢) = 0 comme annoncé.
Ensuite, notre formule définit bien un élément de F' d’aprés la proposition on note g(T')
cet élément.

Proposition 2.3.9. Les applications linéaires f et g sont réciproques l'une de I’autre. Ainst,
E'(Q) s’identifie a F' comme K-espace vectoriel. De plus, f est continue.

Démonstration. A présent, pour S € F et o € £(2), on a

(9(f(9)),0)e = (f(5),00) = (5,00)¢

or, on a (0 — 1)y est nulle au voisinage de K, donc (S,0¢), = (S, ¢),, et donc go f = Idp.
On montre de méme que f o g = Ide/(q). Enfin, la fonction f est continue comme transposée
de l'injection D(Q2) — £(N). O

Remarque 2.3.10. Hélas, la fonction g peut ne pas étre continue : considérons par exemple
D(R), et les distributions 75, = L 1) + 6,, cette suite converge vers la distribution 7" = Ly
dans D(R), et toutes les distributions considérées sont a support compact. Considérons a
présent la fonction constante égale a 1 dans £(€2), on a

(T, 1)e=14+1=2 et (T,1),=1
donc ¢(T,) ne converge pas vers g(7') dans F.

Ainsi, la topologie de F est plus fine que celle de £'(€2) par continuité de f. On choisit de
noter ces deux espaces de la méme maniére, et on précisera la topologie utilisée selon les
cas (notons toutefois qu’'une suite de distributions & support compact qui converge pour la
topologie faible* converge pour la topologie induite par D'(€2)).
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2.4 Convolution

La convolution des fonctions est un outil largement étudié, et il est connu que la convolution
n’admet pas d’unité. Nous allons définir une notion de convolution sur les distributions, qui
aura de maniére supplémentaire une unité, ce qui donnera a terme des outils de résolution
d’équations différentielles.

2.4.1 Prérequis techniques

Nous commencons par quelques résultats utiles de commutativité, et nous introduisons la
notion de n-uplet convolutifs.

Théoréme 2.4.1. (Dérivation sous crochet)
Soient T € E'(RY) et p € E(RYT). Alors la fonction f:yw— (T, ¢(-,y)) définie sur R? est
de classe C*™ et on a

Vo€ NY, 0 f(z) = (T, Oe(-y))

Démonstration. Montrons déja que f est continue : si K est un voisinage compact de Supp 7',
et si (y;)jen est une suite de R? convergeant vers y, on a

[(y3) = F)l < C Y |07 (el yy) — ol )| .«
|B|<p

otl p désigne l'ordre de T'. Les dérivées de ¢ sont uniformément continues sur K x K; ou K,
est un voisinage compact de y dans R? (théoréme de Heine), d’oil la continuité de f.
Montrons maintenant ’existence des dérivées partielles de f en un point y fixé. On note
(€:)ieqi,ap la base canonique de R?, on a

F -+ hes) = () = (T, 0,:0(,9)) = (T (- 9)
en posant |
Un(z,y) = 3 (@, y + hei) — o(z,y)) — Oy 0(2, y)

la suite de fonction v, converge uniformément vers 0 sur K x K; quand h tend vers 0, ainsi
que ses dérivées, d’ou
ayjf = <T7 ayj(p('a y>>

en remplacant ¢ par J, ¢, on obtient que d,, f est continue. Donc f est de classe C!, et on
conclut par une récurrence immeédiate. O

Théoréme 2.4.2. (Intégration sous crochet)
Soient T € E'(RY), o € E(R¥Y) et Q un pavé compact de RY. On a alors

<T,/Q¢(wy)dy> Z/Q<T799(-,y)>dy
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Démonstration. Siqg=1et Q = [a,b], on pose

le théoréme précédent nous donne F'(y) = (T, ¢(,y)) et

F(b) -0 = / (T, o, y)) dy

ce qui clos la démonstration du cas ¢ = 1, et le cas général suit par récurrence immédiate (et
le théoréme de Fubini). O

Définition 2.4.3. Soient F, G deux parties fermées de R?, on dit que F et G sont convolutifs
si

VR >0,3p(R) [ V(z,y) € F x G, [z +y| < R= (|z| < p(R),|y| < p(R))

On dit de méme qu’une famille (F});ep 4 de parties fermées de R? est convolutive si, pour
tout J C [1,k] et R > 0, il existe p(R) > 0 tel que

V(x))jes € HE] ( ij

jeJ iceJ

<R=VjeJ |z < p(R))

Exemple 2.4.4. Si F C R? est un fermé, alors F' et R? sont convolutifs si et seulement si
F est borné. En effet, si ' et R? sont convolutifs, en considérant p(0), on a pour x € F que
|z — x| <0, et donc |z| < p(0) et donc F' est borné.
Réciproquement, si F' est borné par M, considérons R > 0, si x,y sont tels que |z + y| < R,
on a

[z +yl = |z| = [yl = [z] = M donc |z| <M+ R

et de méme |y| < M < M + R, on peut donc prendre p(R) = M + R.

Exemple 2.4.5. Si Fy,--- , F), est une famille convolutive, alors toute famille G,--- , G,
avec G; C F; pour i € [1,d] est encore convolutive (pour la méme fonction p).

Proposition 2.4.6. Si F,--- , F, sont des fermés de RY, tous compacts sauf au plus 1, alors
ils sont convolutifs.

De plus, adjoindre des compacts a une famille convolutive donne toujours une famille convo-
lutive.

Démonstration. L’exemple précédent montre qu’un compact et un fermé sont toujours convo-

lutifs, il suffit donc de montrer le second point. Soit Fj,---, F), une famille convolutive,
Ky, , K, des compacts. L’ensemble K, + --- + K, est borné par une constante M, il
suffit de considére p(R) + M pour conclure. O
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Proposition 2.4.7. Si (F,G) est un couple convolutif, alors F + G est un fermé de R?

Démonstration. Soit a, = x, + y, une suite convergente de F' + G. Comme (a,) converge,
elle est bornée par une constante R. Donc |x,| et |y,| sont bornées par p(R), quitte & extraire
deux fois, on obtient deux suites (Z,()) €t (Yo(n)), qui convergent vers = et y. On a donc
r+y=aetx e F,ye G car ceux-ci sont fermés, d’ou le résultat. O

Nous exposons a présent un argument technique qui nous servira réguliérement a étendre des
opérations de type convolution.

Théoréme 2.4.8. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de D'(R?), stables par multi-
plication par un élément de D(R?). Sia: (ANE'(RY)) x (BNE'(RY)) — E'(RY) est bilinéaire
et telle que

VT, S, Supp (a(T,S)) C Supp T + Supp S (2.1)

Alors a s’étend naturellement en une forme bilinéaire auz couples de A x B dont les supports

sont convolutifs. De plus, I"équation [2.1] reste vraie pour ce prolongement.

Démonstration. Commencons par construire le prolongement. Si (6,),en € D(R?) est une
suite de fonctions plateaux pour les boules B(0, n]. Pour ¢ € D(R?), on pose

(b(T,S),p) = lim (a(0,T,0,5), )

n—oo

la suite a droite étant carrément constante a partir d’un certain rang : soit R > 0 tel que
Supp ¢ C B(0, R], si n,m = p(R), on a

(b(0,T,0,S),0) — (b(0,T,0,5),p) = (b(6,T — 0,,T,0,5), ) + (b(0,,T,0,S — 0,,5), ¢)
Le premier terme du second membre est non nul seulement si
Supp b((0n — 0)T,6,S) N Supp ¢ # @

Ce qui entraine (Supp (0, — 6,,)T + Supp 6,,S) N Supp ¢ # &, autrement dit il existe un
x € Supp ¢ s’écrivant y+ z avec y € Supp (0, —0,,)T et z € Supp 6,,S, comme par hypothése
|z| < R, on obtient une contradiction avec |y|, |z| < p(R), on montre de méme que le second
terme est également nul.

Ensuite, si K C R? est un compact, et ¢ € D(K), on a (pour n assez grand)

(O(T,5), ) = (b(0.T,0,5), )

Ainsi, on obtient que b(T,S) est une distribution car b(6,,T,6,.S) en est une.
Enfin, concernant le support, si Supp ¢ et Supp 7"+ Supp S ne se rencontrent pas, alors
Supp ¢ ne rencontre pas Supp 6,1 + Supp 6,5, donc

(b(0,T,0,5),0) =0 et (b(T,S),p) =0

d’ou le résultat. O

Remarque 2.4.9. Bien-siir, la démonstration précédente montre également que la valeur de
b(T,S) ne dépend pas de la suite de fonctions plateau choisie.
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Exemple 2.4.10. Soient f,g € Li (R?) a support convolutif, la convolution de f et g peut

loc

étre définie comme extension du cas L} (R?) & support compact. Si f et g sont a support

loc
compact, on a

frgl@)=[| flyglx—y)dy

Rd
dans le cas général, on a donc

frg(x)=lim [ f(y)0n(y)g(z —y)bu(z —y)dy

n—o0 R4

2.4.2 Convolution d’une distribution et d’une fonction lisse

Nous pouvons a présent définir la convolution d’une distribution et d’une fonction. On com-
mence par définir la convolution dans le cas ou les deux membres sont a support compacts,
et ensuite 'étendre au cas ou les support sont convolutifs. Pour f € L'(RY) et o € D(RY),
on a

(fxp)(z) = Rdf(y)w(x—y)dy: Rdf(y)sb(y—x)dx: Rdf(y)f—w(y)dx: Rdf(y)fm(y)dfv

ce qui justifie la définition suivante.
Définition 2.4.11. Soient T' € £'(R?) et ¢ € D(R?), on définit, pour x € R?
(T @) (z) = (T, 72)

le produit de convolution de T et .

Proposition 2.4.12. Soient T € £'(R?) et p € D(RY), la convolution T * ¢ est un élément
de D(RY), et on a

(a) Vo € N O¥(T x p) =T * (0%p) = (0°T) * ¢

(b) Supp (T * ¢) C Supp T + Supp ¢

Démonstration. La régularité de T % ¢ provient immédiatement du théoréme de dérivation
sous crochet (car (z,y) — 7,©(y) est une application lisse sur R4t9), avec

ONT ) =T %0
d’our la premiére égalité. Ensuite, comme 0%¢(z —y) = (—1)'“‘8{}@(1‘ —y), on a
Tx0% =0T ¢

par définition de la dérivée distributionnelle, la propriété concernant les supports est quant
a elle évidente. O

Exemple 2.4.13. Soit ¢ € D(R?), on a

(00 * @) (x) = (0, Tp) = Topla) = (= a) = Tap()

donc 9, * ¢ = T,p, en particulier, dy * ¢ = @, on obtient bien un élément neutre pour la
convolution, ce qui se propagera aux distributions en général.
Pour o € N%, on a

((9%00) * ) (2) = (900, 7o) = (=1)*10*(7:0)(0) = 7,0%(12)(0) = I*¢(x)
d’ot (0%0 * ) = 0%p.
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Proposition 2.4.14. Pour T € £'(R?), et v, € D(RY), on a

(Tr@)xp =Tx(px9) et (Txp, ) =(T,@*)

Démonstration. Si @) est un pavé compact assez grand (contenant les sommes des support
des objets considérés), par intégration sous crochet on obtient

(T % (5 0))() = (T, 70+ ¥))
= (T(2), (9 ¥)( - 2))

(10 /w 7o)

_ /Q (T(x), 7o—ep(y)) ¥ (y)dy
_ / (T, 7y ) ¥ (y)dy
Q

- /Q (T % 9)(z — )b (y)dy
= (T *¢) * )(2)

Et de méme

]

Corollaire 2.4.15. Pour T € D'(RY) et ¢ € E(RY) dont les supports sont convolutifs. On
peut définir leur produit de convolution par le théoréme . Il s’agit d’un élément de £(R?)
a support dans Supp T+ Supp S.

Démonstration. Les conditions du théoréme sont remplies pour A = D'(RY) et B =
E(R?). La convolution de T et ¢ est bien de classe C* en considérant une fonction plateau
pour un compact assez grand.

Ensuite, si T, ¢, ¥ sont a support convolutifs, pour # une fonction plateau d’un compact assez
grand, on a

(Tx ) x b = ((0T) % (09)) * (0) et T x (@ * ) = (6T) * ((6p) * (6¢))

les membres respectifs de droite coincident par la proposition précédente, d’ou le résultat. [J
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On a vu que, pour T,p et 1 a support compact, on a (T x ¢) x 1) = T % (¢ x ). On
souhaite propager cette définition au cas général, ce pourquoi on aura besoin d’un résultat
de continuité.

Lemme 2.4.16. Soient T € D'(RY) et ¢ € E(RY), dont les supports respectifs sont inclus
dans un couple convolutif (F,G).

(a) Si (Ty)nen est une suite de D'(R?) convergeant vers T et dont les supports sont inclus
dans F, on a lim,_,o Ty, * ¢ = T * ¢ dans D'(R?)

(b) Si (on)nen est une suite de E(R?) convergeant vers o et dont les supports sont inclus
dans G, on a lim,_,o T * o, = T *  dans D'(R?)

Démonstration. (a) Soit ¢ € D'(R?), et R > 0 telle que Supp ¢ C B(0, R], en considérant
le couple convolutif (F,G), on peut considérer 6 une fonction plateau pour B(0, p(R)], qui
donne

(T, % p,b) = (0T, = Op, 1) = (0T, 00 x b)) = (T, 0(0p %))

Ceci converge vers (7T, (0 * V) = (0T % 0, 1)), et ceci est égal & (T, 1) car le choix de
6 ne dépend que du couple (F,G).
(b) On utilise le méme argument, avec

(T o, ) = (0T, 00, x ) — (0T, 00 % 9p) = (T * 0, 1))

[]

Proposition 2.4.17. Soient T € D'(RY) et p, v € E(R?) dont les supports forment un triplet
convolutif, on a

(T @) xtp =T (p*v)

Démonstration. Soient (0,,)nen une suite de fonctions plateaux, respectivement pour B(0, n].
En appliquant le lemme [2.4.16

(T« ) x1p = lUm (T * @) * 0,9
p—00
= lim lim (7" % 0,,9) * 0,0

P—00 M—+00

= lim lim lim (6,7 * 0,,) * 0,0

P—00 M—+00 N—+00

On peut alors appliquer ’associativité du cas ou les supports sont compacts pour obtenir

= lim lim lim 6,7 * (O * 0,2))

P—+00 M—+00 N—00

= lim lim T * (0,0 % 0,0))

P—00 M—+00

= li_>m Tx(@*x0,0) = (T *p)*1
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Remarque 2.4.18. Dans les cas (T, p) € D'(RY) x D(RY) ou (T,p) € E'(RY) x E(RY), la
convolution de T' et ¢ s’exprime & nouveau de la fagon suivante

(T'x p)(x) = (T, ap)

Comme dans le cas des fonctions classiques, la convolution donne un outil régularisant” qui
permet d’établir des résultats de densité :

Théoréme 2.4.19. Soient Q C R? un ouvert, et T € D'(Q). Il existe une suite (f,)nen de
D(Q) qui converge vers T dans D'(Q) : Uespace D(Q) est dense dans D'(QY) (pour la topologie
de ce dernier bien-sir).

Démonstration. On considére une suite exhaustive de compacts pour €2, (1, )n,en une suite
de fonctions plateaux pour ces compacts (respectivement), et (€,),en une suite décroissante
vers 0 telle que

1
ey < §d(Supp P, Q)

soient enfin (y.) une suite régularisante (une approximation de I'identité lisse). On pose

fn = (77DnT) * Xe(n)

Il s’agit pour tout n d’un élément de D(2), et pour ¢ € D(2), on a

par la proposition [2.4.14] La suite y. étant elle aussi une suite régularisante, la suite (x.(n)*®)
converge vers ¢ dans D(Q2). Pour n assez grand, on a

(T, Xetny * @) = (UnT, Xe(n) * #)

qui donne donc que (f,, p) converge vers (T, ) d’ou le résultat. O

Corollaire 2.4.20. Pour T € D'(R?), les réqularisées T x x. sont des fonctions lisses qui
convergent vers T' au sens des distributions.

Application 2.4.21. Si T € D'(RY) est telle que les dérivées partielles 9;T sont des fonctions
continues pour tout i € [1,d]. Alors T est en fait une fonction de classe C*.

Démonstration. Le résultat est clair en dimension 1 (& cause du théoréme fondamental de
I'analyse). En dimension supérieure, c’est un peu plus délicat. On considére (x.) une suite
régularisante. On pose f. = T'x x. € £(R?), la formule de Taylor avec reste intégral (a I'ordre
0) nous donne

) = F0) + Y / 0, f(tz)dt = £.(0) + g.(x)

Comme 0; f. = (0;T) * xe, ceci converge uniformément sur tout compact vert 9,7 (car il s’agit
d’une fonction continue), on obtient que g. converge uniformément sur tout compact vers

noel
g:x Z/ x0T (tx)dt
i=1 70
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A présent, si p € D(RY) est d’intégrale non nulle (par exemple une fonction plateau), on a

<faa <P> = fa(o) <1790> + <gaa ‘p>

Comme (f.,¢) et (g-,¢) convergent, respectivement vers (T, ¢) et (g,¢), la suite f.(0)
converge vers une constante. Ainsi, f. converge sur tout compact vers une fonction conti-
nue, qui est égale & T" d’ou le résultat. O

On peut a présent donner une caractérisation plus abstraite de la convolution : la convo-
lution contre une distribution fixée est un opérateur linéaire continu qui commute avec les
translations.

Proposition 2.4.22. Soit T € £'(R?), T induit un opérateur U : D(RY) — D(RY) envoyant
@ sur T % . L’opérateur U commute avec les translations et est continu (pour la topologie
induite sur D(RY) par E(R?)).

Démonstration. La commutation avec les translations est claire :

(U(rap) (@) = (T * 7ap)(x) = (T, TaTatp) = (T, TaT-ap) = (Ta(T * ¢)) ()

La continuité est un renforcement du point (b) dans le lemme [2.4.16 (on a montré une
convergence dans D’(R?), on veut ici une convergence dans £(R?)). On pose H un voisinage
compact de Supp T, et r son ordre. Soit K C R? un compact, x € K et a € N on a

0%(T = ) ()] = (T * 0°¢) ()|
= | (T, 7_,0%) |
<O |09y

|Bl<r

=C 3 a0l

|Bl<r

- C Z Haa—l—ﬁ)w“oo,m—&—H

|BI<r

<O N0l e

|Bl<r

Ainsi, on a

Z Haa<T* gp)”oo,K < C, Z ||87¢||m,K+H

lo|<p |v|<r+p

On a également une réciproque a ce résultat, qui donne une caractérisation

Proposition 2.4.23. Soit U : D(RY) — D(R?) un opérateur continu (toujours pour la topo-

logie induite par E(R?)) et qui commute avec les translation. Il existe une unique distribution
T € E'(R?) telle que
Vo € DRY) | U(p) =T x¢
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Démonstration. L’unicité découle de

U(p)(0) = (T'x ¢)(0) = (T’ #))

A présent, considérons la forme linéaire S définie par

(S,0) == U(p)(0) = (6o 0 U)(p)

Ainsi, S est une distribution & support compact, et on a

U(p)(a) = (1-aU())(0)
= U(7-a)(0)
= (5, T—ap)
= <S, Tac,b>
= (5*¢)(a)

d’otu le résultat. O
Avec une preuve similaire, on obtient

Proposition 2.4.24. Si U : D(RY) — E(RY) est linéaire continue (pour leurs topologie

respectives!) et commute avec les translations. Alors U est issue de la convolution par un
élément de D'(R?).

2.4.3 Convolution des distributions

A présent, on veut convoler des distributions & proprement parler. On va & nouveau com-
mencer par le cas ou tous les supports sont compacts, pour ensuite le généraliset au cas des
supports convolutifs.

On sait déja convoler deux distributions dans certains cas particulier (quand ce sont des fonc-
tions test par exemple) et on a associativité dans ces cas. On va 'partir’ de cette associativité
pour donner une définition générale.

Proposition-Définition 2.4.25. Pour T, S € £'(RY), il existe une unique distribution R €
E'(RY) telle que

Vo € D(RY), T* (S*x¢)=Rxg

On note T x S cette distribution, et on a
Supp (1'* S) C Supp T + Supp S

Démonstration. On connait déja le cas ot T' € &'(R?) et S € D(RY), ou T, S € L*(R?).
Soient U,V les opérateurs de convolution respectivement associés a T" et .S, on pose W =
UoV,on aque W : D(R?) — D(R?) et linéaire continu (pour la topologie de £(RY)) et
commute avec les translations, il existe donc par la proposition qu’il existe une unique
distribution S € &'(RY) telle que

Vo € D(RY), W(p)=Rxp=(UoV)(p)=Tx(Sxp)

ce qui donne bien le résultat. Il reste & montrer la propriété concernant les supports : soit
¢ € D(RY) et telle que
Supp ¢ N (Supp 7'+ Supp S) = &
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On a

(T'x S, ) = ((T'*S) x¢)(0) = (T * (S *¢))(0)
On sait que le support de cette fonction est inclus dans Supp T+ Supp S + Supp @, si 0 se
trouve dans ce dernier ensemble, on a 0 = x+y— z avec x € Supp T,y € Supp 5, z € Supp ¢,

donc z = x 4 y se trouve dans Supp T + Supp S ce qui contredit notre hypothése, d’ou le
résultat. O]

Corollaire 2.4.26. Soient T, S € D'(R%) dont les supports sont convolutifs. On peut étendre
la définition précédente de leur produit de convolution, avec la méme propriété d’inclusion

des supports (cf théoreme

A nouveau se pose la question de 'associativité de cette notion de convolution, pour obtenir
un tel résultat, on passera a nouveau par un résultat de continuité.

Proposition 2.4.27. Soient T, S € D'(RY), dont les supports respectifs sont inclus dans un
couple convolutif (F,G).

(a) Si (Ty)nen est une suite de D'(R?) convergeant vers T et dont les supports sont inclus
dans F, on alim, o T, * S =T x S dans D'(R?)

(b) Si (Sp)nen est une suite de D'(R?) convergeant vers S et dont les supports sont inclus
dans G, on alim, ..o T * S,, = T * S dans D'(R?)

Démonstration. Soit ¢ € D(R?), pour @ une fonction plateau pour un compact assez grand,
on a

(T % S, 0) = ((0T,,) % (65), 0) = (T, 0(65 * ¢))

Par hypothése, ceci converge vers <T, (65 * cp)>, ceci étant égal & (T x S, p) (en effet, comme
0 ne dépend que du support de T et S, on peut prendre le méme 6 pour T % S et T}, x S).
On utilise un argument symétrique pour le second cas. O

Proposition 2.4.28. (Associativité sous conditions) Soient T, S, R € D(R?) dont les sup-
ports forment un triplet convolutif. Les distributions

(TxS)*xR et Tx(S*R)

sont bien définies et égales.

Démonstration. D’abord si T, .S, R sont a support compact, U, V, W les opérateurs de convo-
lution associés sur D(R4). On a

(UoV)oW =Uo(VoW)
d’ou l'associativité par définition de la convolution.

Dans le cas général, on peut utiliser le méme argument qu’a la proposition [2.4.17 O

Remarque 2.4.29. Tl faut faire attention a bien avoir un triplet convolutif dans la proposition
précédente : tous les membres de 'égalité peuvent étre bien définis (si 'on a quatre couples
convolutifs) sans pour autant que l'on ait égalité. On verra un exemple de ce résultat en
2.4.37
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Proposition 2.4.30. (Commutativité)
Soient T, S € D'(R?) dont les supports sont convolutifs. On a

TxS=8%T

Démonstration. Par définition de la convolution, il suffit de montrer le résultat dans le cas
ou T et S sont a support compact, il suffit alors de montrer que 7' * (S % @) = S * (T * p)
pour tout ¢ € D(R?), autrement dit

Vi € D(RY), (T% (S * 9),9) = (S * (T * ¢), 9)

& (T * (S *¢)) *(0) = (S (T * p)) x$(0)
or, sachant que la convolution des fonctions est associative, en utilisant I’associativité, on
obtient

(T*(Sxp)x)=Tx((S*¢)*1)
=Tx (¢ (S*p))
)

D’ou le résultat. [

Proposition 2.4.31. Soient T et S des distributions dont une a support compact.
(a) On aVy € D(RY), (T xS, ) = (T,5 * p)
(b) OnadogxT =T, §gxT =7,T et (0%0) xT = 0°T
(¢) Pour dériver/translater un produit de convolution quelconque, il suffit de dériver/translater
un des facteurs.

Démonstration. (a) Comme deux des trois facteurs sont & support compact, on a associativité
et donc )

(T8, 0) = (T'x ) % p(0) =T % (S % 9)(0) = (T, 5 * o)
(b) On utilise les résultats de 'exemple [2.4.13|: pour ¢ € D(R?), on a

(60 *x T, 0) = (T,0_0 %) = (T, 7_ap) = (1T, ¢)

d’ou en particulier dy * 7" : la mesure de Dirac est bien un neutre pour la convolution des
distributions. Ensuite, pour a € N¢, on a

(000 % T), 0) = (=1)*UT, 860 x ¢) = (1) *UT, 8¢) = (9T, ¢)

(¢) Si T et S sont des distributions a support convolutif, alors rajouter un compact a
(Supp T,Supp S) donne un triplet convolutif, on a donc par associativité (et commutati-
vité)

da* (T*S)=(0,%T)*xS=Tx(%5)
donc 7,(T' % S) = (7,T) %S = T % (1,5) par le second point. De méme, on obtient 9*(T % .S) =
(0°T) % S =T % (0°S) = (0°T) * (0"S) ot v+ B = a. O
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Exemple 2.4.32. Comme promis, la proposition précédente nous permet de montrer que
sur R, on a
(1x0y)*x H=0xH=0 et 1x(0'«H)=1%xd=1

toutes les convolutions considérées sont bien définies car elles possédent toujours un facteur
a support compact. On n’a donc pas associativité dans le cas général.

Théoréme 2.4.33. (Continuité)
Soient F,G deuz fermés convolutifs de R, ainsi que (T},)nen, (Sn)nen deuz suites de distri-
butions, a support respectivement dans F' et G, qui convergent respectivement vers T et S.
Alors

lim T, % S, =T * S € D'(R)

n—oQ

Démonstration. On a déja montré le résultat dans le cas ou (7),) ou (S,,) est constante (c’est
le lemme . Nous allons pouvoir conclure grace au corollaire On se restreint au
cas F,G compact, (le cas général en découlant directement). On considére E l'espace des
distributions sur R? & support dans F. On montre que si K est un compact, 'application

ExD(K) — D(F+K)
(T,e) =  Txyp

est continue, si (7,,) — T dans E et (¢,) — ¢ dans D(K), on doit montrer que 9%(T * ¢)
converge uniformément vers 0%(7T x ) sur K. Si par 'absurde ceci est faux, il existe (z,) — =
dans F' + K telle que 0*(T,, * ¢,)(x,) ne converge pas vers 0%(T * @)(z), or, en posant
U+ & (2, —y), on a directement que (1),,) converge vers 1) dans D(L)on L = K+ F—K,
donc par la proposition 2.1.9] on a

UL, * o) (xn) = (0T, thn) — (0T, ¢0) = 0*(T x ) ()
d’ott une contradiction. Revenons au théoréme, on doit montrer que pour ¢ € D(R?), on a
(T, Spx 0) = (T % 0, 0) = (T % S, )

on vient de montrer que S, ¢ converge vers S ¢ dans D(L) ot L = Supp ¢ —G. A nouveau
par la proposition , le membre de gauche converge vers <T, S * g0> d’ou le résultat. [
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Troisiéme partie

Théorie de Fourier des distributions

3.1 Transformation de Fourier

3.1.1 Classe de Schwartz

Nous avons défini les distributions comme le dual topologique des espaces de fonctions test
D(Q2). Un outil remarquable pour la résolution d’équations aux dérivées partielles est 1’analyse
de Fourier, nous cherchons ainsi & étendre ces notions au monde des distributions : nous
voulons pouvoir définir la transformée de Fourier d’une distribution, comme D(2) C L!(R?),
on peut chercher a définir cette opération par dualité :

/Rd f)p(e)dr = /R /R e f(y)dyp () da

- / e~ f(y) () dudy
R4 JR4

= [0 [ ety
= /. F)e(y)dy

remarquons que nous avons appliqué le théoréme de Fubini, ce qui est ici valide car ¢ et f
sont intégrables sur R
On voudrait donc définir la transformée de Fourier d’une distribution par la formule

(T0) = (1.9)

Seulement nous rencontrons un probléme : U'espace D(§2) n’est pas en général stable par
transformation de Fourier, la formule (T, ) peut donc ne pas avoir de sens, pour pallier cette
lacune, on doit s’intéresser a un espace de fonctions réguliéres stables par transformation de
Fourier : la classe de Schwartz

Définition 3.1.1. Soit ¢ : R? — K, on dit que ¢ est & décroissance rapide si
Va € N (z = 2%p(7)) € L™(R?)

On apelle classe de Schwartz sur R? I'espace des fonctions lisses, & décroissance rapide
ainsi que leurs dérivées :

SMRY) i= {ip € CX(RY) | ¥a, § € N, 20|, < o0}

Nous munissons S(R?) d’une topologie avec la famille de semi normes

No(o) =D a0y
a,BeN?
leel,|BI<p

Par définition, on a ¢ € S(R?) si et seulement si A, (¢) < oo pour tout p € N.
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Proposition 3.1.2. La famille (N,),en munit S(R?) d’une structure d’espace de Fréchet,
pour laquelle (¢, )nen converge vers ¢ si et seulement si

d 71; anf _ —
Va, f € N, lim [|2°0%(0n — @)|| . =0
Démonstration. Comme Ny = |||, 1a suite (N,)yen donne une structure d’espace localement

convexe métrisable. Ensuite, si (¢, )nen est une suite de Cauchy de S(R?), alors pour «, 3 €
N9, la suite (2%0°p,)nen est uniformément de Cauchy sur R™ : elle converge uniformément
vers une fonction ¢, 3. La multiplication par une fonction polynomiale étant une application
continue, on a %Py 5 = P45, et on a déja vu que 9°pg = g s, on obtient ainsi que ¢ est
un élément de S(R?), qui est donc un espace de Fréchet. ]

L’espace S(RY) est stable par multiplication par une fonction polynomiale et par dérivation,
c’est plutodt évident mais ¢a nous sera utile.

Remarque 3.1.3. Si p € S(R?), alors pour tout «, 3 € N%, la fonction
z = 20 p(x)

est intégrable sur R?, en effet, la fonction z +— |z|¢T12%0%p(z) est bornée, on a donc

C

’x‘dJrl

2207 ()] <

comme 0% est lisse, il suffit de montrer que ||x°‘85goHl ROB(O[ est finie, or on a
a s 1 d—1 e 1

|z%0” p(z)|de < C Tradr = CA(S) —dr < oo
RANB(0,1] RANB(0,1] |z] 1 r

d’ou le résultat.

On pourra ainsi considérer la transformée de Fourier d’un élément de S(R?).

Concernant la stabilité de la classe de Schwartz, on remarque que la multiplication d’un
élément de S(RY) par un élément de £(R?) n’est pas toujours dans S(R?), en effet, sur R,
exp(—z?) € S(R) et exp(x?) € E(R) en donnent un contre exemple frappant, nous voulons
donc trouver un critére convenable.

Définition 3.1.4. Une fonction f : R? — K est dite & croissance lente s’il existe n € N
et C' > 0 tels que
Ve € RY |f(2)] < C(1+ |z|)"

Autrement dit, f est bornée en module par un certain polynome.

Remarque 3.1.5. 1l ne faut pas confondre la croissance lente et la décroissance rapide intro-
duite a la définition La premiére affirme que la croissance de f est controlée par un
polynome, tandis que la seconde affirme que f tend vers 0 plus vite que I'inverse de tout
polynome.

Lemme 3.1.6. Soit f € £(R?) est a croissance lente ainsi que ses dérivées, alors I'application

F: SRY) — S(RY
e  —  fe

est bien définie et continue.
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Démonstration. 1l est clair que Papplication F est au moins bien définie & valeurs dans &(R?),
nous allons montrer que pour tout p € N, il existe ¢ € N et C' > 0 tels que

Vo € S(RY), No(F(p)) < CNy ()

(cela suffira & conclure que F(y) appartient & S(R?), et que F est continue, par la proposition
1.1.10).
Soient o, 3 € N¢, et x € R%, on a

o (fo)a) = oo 3 (7)o e
V<8 v
<X (D)oo
v<B "
s (6> Ca—ry (L + |z])** |20 p(x)]
v<B "
< ClNQ(‘P)
ou C’ et ¢ ne dépendent que de « et de 3 (et de f bien-sir). ]

Proposition 3.1.7. La transformée de Fourier induit une bijection S(R?) — S(RY).

Démonstration. On commence par un rappel fondamental sur la transformée de Fourier, qui
justifie la définition de la classe de Schwartz

Lemme 3.1.8. Soit f € L'(R?), on a
(a) Si x.f € LY(R?) pour tout k € [1,d], la fonction f est de classe C' et les dérivées

o~

partielles de f sont données par OpF (f) = —iF (zif)
(b) Si f est de classe C', de limite nulle quand || tend vers +o0, el si les dérivées partielles
de f sont dans L*(RY), alors F(Opf) = i&kf.

Démonstration. (a) On voit fcomme une intégrale a parameétre, on a
- La fonction x ~ e~@% f(z) est intégrable pour tout £ € R?.
- La fonction & — 7@ f(x) admet une k-éme dérivée partielle continue (en ), avec

B (=9 f () = —izse==9 f(z)
- Par hypotheése, on a |J), (7@ f(z)) | < |z f(z)| € L' (RY).

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, J? admet une k-éme dérivée partielle
continue, avec la formule voulue.
(b) On utilise a la suite le théoréme de Fubini et une intégration par parties pour obtenir

FOun© = [ e 00 s(a)ds
= ei(@&e) [ omivnék g (1) daydi
[, ) [ emsostnn
:/ 6—1‘(:@,&) ([6mkékf<x>}+z+lgk/€mk&kf(l‘)dl‘k) i,
Rd—1 -

:/ e_i(ﬁk’g’“)iﬁk/e_ixkgkf(:v)da:kdfk
R~1 R
= & F (f)(2)
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C’est grace a ce lemme que nous pouvons montrer que S(R?) est stable par transformée de
Fourier : soit ¢ € S(R?), la fonction @ est lisse car, pour tout 5 € N¢ on a 2°p € S(R?) C
LY(RY) et donc

0°p = —iF(2°f)

existe. Ensuite, pour «, 3 € N, on a
|xaaﬁ | ’x Iﬁlj: } — | Ia\+|ﬁ|]: o ( ))|

Comme la fonction 0“ (xﬁgo) appartient a S(RY), cette derniére quantité est bornée par
|0 (2%p)]|,, ainsi, § € S(RY).

Réciproquement, si ¢ € S(R?), alors $ € S(R?) C L'(R?), par inversion de Fourier, on alors
Q= %}"(g?), ainsi, F : S(RY) — S(RY) est surjective, et son injectivité est un conséquence
générale de la formule d’inversion de Fourier. O]

Théoréme 3.1.9. La transformation de Fourier F : S(R?) — S(RY) est un homéomor-
phisme.

Démonstration. La majorité du travail a été effectuée dans la proposition précédente : on sait
que F induit une bijection de S(RY) dans elle méme. Comme F ! est donnée par (277#%.7:4,
il suffit de vérifier la continuité de F, en appliquant la condition de la proposition
Soient p € N et ¢ € S(R?), on considére a, 3 € N¢ avec |af,|8] < p. Comme la fonction
frze (1+]z2)"" est intégrable sur RY, on a

=072, < [[0*@")ell, < NI ([ + 1) 0 (29|,

d’on
Np(@) < |1 f1ly Npt2a(e)
O

Nous reviendrons sur la classe de Schwartz quand nous parlerons des liens entre convolution
et transformée de Fourier dans la section 3.3l

3.1.2 Distributions tempérées, transformation de Fourier

Maintenant que nous possédons un espace adéquat du point de vue de la transformée de
Fourier, nous nous intéressons a son dual topologique :

Définition 3.1.10. On appelle distribution tempérée toute forme linéaire continue 7' :
S(R?) — K, c’est a dire telle que

Ja, B € N | Vip € S(RY), [T, ) | < C||z0%]|

On note S'(R?) Pespace des distributions tempérées.

Proposition 3.1.11. Pour Q C R? un ouvert, la restriction des distributions tempérées aux
fonctions tests sur Q donne une application continue S'(R%) — D'(Q).
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Démonstration. On a une injection continue ¢ : D(Q)) — S(R?), dont la transposée est
une application continue S'(RY) — D(Q), qui correspond a la restriction des distributions
aux fonctions dont le support est un compact inclus dans € (qui sont bien des éléments de

S(RY). O

Il peut étre en pratique ardu de déterminer si une distribution T € D'(R?) se prolonge en
une distribution tempérée, mais on a quelques critéres.

Proposition 3.1.12.  (a) Si f: R — K est une fonction a croissance lente, alors Ty est
une distribution tempérée.

(b) Toute distribution a support compact induit une distribution tempérée. On obtient ainsi
une application E'(RY) — S'(R?), continue pour les deux topologies sur &' (RY).

(c) Sif:R?— K estlisse, a croissance lente ainsi que ses dérivées, alors la multiplication
par [ est une application continue de S'(RY) dans lui-méme.

Démonstration. (a) Reprenons les hypothéses, pour ¢ € S(RY), on a
[Ty o) | < || OO+ [zD ||, <IFIL[[CQ+ 21 +[a*) |

ot f:a— (14 |z2)™% On a bien que Ty est tempérée.
(b) On a vu que Pespace £'(Q2) s’identifie au dual topologique de £(2), la transposée de
Iinjection S(RY) — &(Q) donne alors la continuité de la restriction étudiée (pour la plus

forte topologie sur £'(R?), cf remarque [2.3.10)).
(¢) La multiplication par f est simplement la transposée de la multiplication par f dans

S(R?), qui est continue par le lemme [3.1.5] O

Proposition 3.1.13. Les distributions tempérées sont stables par dérivations, et la dérivation
définit une opération continue de S'(R?)

Démonstration. Soit T € §'(R?) et ¢ € S(R?), on a
(T, ¢) | < CNp()
pour un p € N et une constante C' > 0. Ainsi, on obtient
[(0°T, ) | = (T, 0%¢) | < CNoprjal(¥)
Soit ensuite p € §'(RY), 'application 9% : §'(RY) — S'(R?) donne
ev, 0 0% = ev(_1)egay

qui est continue car S(R?) est stable par dérivation. O

Exemple 3.1.14. Considérons la fonction f : x — e®(cos(z) + isin(z)) définie sur R. On a
f € 8'(R%), en effet, une primitive de f est donnée par x — iexp(ie®), qui est une fonction
bornée, donc une distribution tempérée. On conclut alors par le résultat précédent.

De méme, la fonction x — In |z| étant a croissance lente, sa dérivée distributionnelle vp (%)
est une distribution tempérée.
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Nous sommes a présent parés pour définir une notion de transformée de Fourier des distri-
butions.

Définition 3.1.15. Soit T’ € S'(R?), la formule suivante
vp € SRY), (T,¢) == (T, )

définit une distribution tempérée sur R, que 1'on appelle transformée de Fourier de la
distribution 7" (suivant les cas, on notera également F(7') cette distribution).

Cette définition est correcte grace au théoreme(3.1.9| Par dualité, on retrouver immédiatement
certaines propriétés élémentaires de la transformée de Fourier :

Proposition 3.1.16. Soient T' € S'(R?), on a
(a) Pour a € R%, on a F(r,T) = e T
(b) Pour a € R, on a F(eoT) = 7,T

(c) Pour k € [1,d], la fonction x +— xy, est lisse, & croissance lente ainsi que ses dérivées.
On a ainsi 1, T € S'(R?) et de plus —iF (2, T) = OpF(T).

(d) On a de méme F(O,T) = 1§ F(T).

Démonstration. (a) On rappelle que pour T € D(R?), on a (7,1, ) := (T, 7_,), donc ici,
pour ¢ € S(RY)

(T¢) = (nT,3)
= <T7 T—a@>

Or, on a

donc

d’ou le résultat.
(b) De méme, on a

7T, @) = (T, F(r_ap)) = (T,e73) = (T, o
(nTo) (T 0)

(c) et (d) sont conséquences directe du lemme [3.1.§] O

Théoréme 3.1.17. Pour T € S'(R%), on a T = (2m)T, avec <T,<p> = (T, ).
De plus, la transformation de Fourier définit un homéomorphisme F : S'(RY) — S'(R9).
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Démonstration. Le premier point est simplement la conséquence de la formule d’inversion de
Fourier sur S(R?) :

<?, 90> = <T, $> = (2m)"(T, )

On déduit de ceci que F est une bijection de &’(R?) dans lui méme, dont il reste seulement
a montrer la continuité. Soit ¢ € S'(R?), on a

A~

evy 0 F(T) = (T, ) = (T,8) = evgl(T)

ainsi, ev, o F est continue, et F est continue. O

Remarque 3.1.18. On aurait également pu avancer que la transformation de Fourier sur S'(R?)
est la transposée de la transformation de Fourier sur S(R?).

Exemple 3.1.19. Cette nouvelle notion permet de calculer les transformées de Fourier de
fonctions classiques pour lesquelles les définitions usuelles n’ont pas cours : par exemple,
considérons la fonction constante égale a 1. Il s’agit d’une distribution temérée, avec

ve e SEY, (o) = (1.8 = [ 361 = B10) = (2:)75(0) = (20)" (o)

De méme, pour a € R, on a

e = 1,1 =4,
Ce résultat est trés naturel si I'on interpréte les transformées de Fourier comme fonctions
d’une fréquence : la fonction e"* n’est finalement qu’une fonction périodique de période %’r,
donc un signal pur de fréquence 5=, ce qu’exprime la transformée de Fourier que nous avons
trouvé.

Exemple 3.1.20. On déduit immédiatement de I'exemple précédent que ¢os = 3(8; + 0_1)
et S/l?l = %(51 — 5_1).
De méme, en itérant la proposition |3.1.16, on obtient

o = i"(—i)"zn = " F(1)™ = s

on peut ainsi déterminer les transformées de Fourier des polynomes réels.

Exemple 3.1.21. (Fonction de Heaviside)
On souhaite calculer la transformée de Fourier de la fonction H = 1g, . On sait que H' = dy,

~

on a donc, en posant T'= H R R
1=6=F(H')=1izH

donc 2T = —i. Résolvons cette équation : on pose Ty = —ivp (%), on a vu que z1y = —1i, on
a donc z(T — Ty) = 0, cette derniére équation se résout a nouveau grace a la transformation
de Fourier : . R

zS=0=25=0=1i5

donc S = 0 et S est une constante, par inversion de Fourier, S s’écrit adg, ou o € C est une
constante.
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On a obtenu T' = Ty + adg, et il reste a évaluer la constante «, ce que I'on fait en appliquant
T a la fonction ¢ : x +— exp <_sz> € S(RY). Tl est connu que P = v27wp(x), on a donc

(T, @) = <H, \/%g0> = \/%/OJFOO o(x)dr =

et par ailleurs
(T,p) = (To, ) + ap(0) = a
car ¢ est paire, donc a = T, et
~ , 1
H = —ivp (—) + o
x
3.1.3 Théoréme de Paley-Wiener-Schwartz

Nous avons introduit la classe de Schwartz pour contourner le probléme d’instabilité de
D(R?) par transformée de Fourier, le théoréme de Paley-Wiener-Scwartz permet de donner
une caractérisation de la transformée de Fourier d’une fonction (et d’une distribution) dont
le support est compact. Notre exposition est essentiellement issue de |Zuil

Cette caractérisation fera appel a la notion de fonction holomorphe en plusieurs variables,
que nous introduisons rapidement.

Commencons par spécifier que nous identifions C? et R?? par

(l‘l +2y1’ ,$d+iyd) —> (xl,yl,"' rxdayd)

Définition 3.1.22. Soit F' : C? — C, on dit que F est holomorphe si la fonction associée
F :R? — C est de classe C! avec

Vj € [1,d], 0=F = (0,, +i0,,)F =0

Remarque 3.1.23. Dans le cas d = 1, en séparant F' = u + v ot u = Re(F) et v = Sm(F),
on obtient

(0p +10y)(u + 1v) = (Oyu — Oyv) + i(0xv + Oyu)

On retrouve que F' est holomorphe si et seulement si elle satisfait les équations de Cauchy-
Riemann.

On commence par traiter le cas des fonctions test :

Théoréme 3.1.24. (Paley- Wiener)

(a) Si p € D(R?) est telle que Supp » C B(0,7], alors il existe F': C* — C holomorphe
sur C" telle que Figa = @ et

Vn € N,3C, > 0 | |F(2)| < Cu(1 + |2]) e ™= vz e C¢ (3.2)

(b) Réciproquement, si F: C* — C est holomorphe et respecte il eziste o € D(RY) @
support dans B(0,r] telle que Fira = ©.
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Remarque 3.1.25. En particulier, il n’y a pas de fonctions test non triviale dont la transformée
de Fourier soit & support compact. En effet, une fonction holomorphe est analytique par
rapport a chacune de ses variables, elle est donc non bornée ou nulle.

Démonstration. (a) Pour z € C%, on pose f(t,2) := e &2 p(t) ou (t,2) = Z;l:ltjzj pour
t € R% z € C% On pose ensuite

F(z):= » ft, z)dt

Il est clair que Oz f = 0 pour j € [1,d], ensuite, pour |z| < R, on a

|00, £ (2, 2)] = [0y, £ (t,2)] = [tie”Dp(t)] = [t p(t)] < re" (1)

car [t| < r sur Supp ¢. Comme f est intégrable sur R%, on peut appliquer le théoréme de
dérivation sous intégrale, qui nous donne que F est de classe C! et holomorphe sur B(0, R|
pour tout R > 0, donc sur C.

D’autre part, on a Fjga = @ par définition de la transformée de Fourier des fonctions inté-
grables.

Il reste & montrer la propriété 3.2 on a

d 1/2 d d
o= (z W) <l = P <GS P
j=1 j=1 j=1

Ensuite, on a
SF(z) = / (i, )"e ) p(t)dt
]Rd

comme ¢ € D(R?), on peut utiliser le théoréme de Fubini pour intégrer par partie et obtenir

sz(z):/ e_i(t’z)(—iatj)”go(t)dt
Rd

on a alors

|25 F(2)] </ elt3m|g, p(t)]dt < e”gmz/ [0 0(1)]dt
R4

Rd
car |t| < r sur Supp ¢. Ceci étant valable pour tout j € [1,d], on obtient bien
(b) On veut tirer profit de la formule d’inversion de Fourier, on pose

o(t) = (2m) ¢ /Rd ') F(2)da

donne clairement que Fga est intégrable, et plus généralement que (1 + |z|)4F (z) est
intégrable pour tout n € N, donc ¢ est bien définie et de classe C* sur R, avec § = Figa. Tl
reste & montrer que le support de ¢ est inclus dans B(0, 7], ce pourquoi on utilise le lemme
suivant

Lemme 3.1.26. Pour y € R?, on a

o(t) = (2m)~ / T (4 i)
R
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Démonstration. Fixons zy,--- ,z, € C, on pose t' = (tg, -+ ,t,) et 2/ = (23,---,2,). La

fonction
gz e’(tlz+(tl’zl))F(z, 2oyt Zn)

est holomorphe sur C. On considére le lacet I'g définit par concaténation vy * v * 3 %y, avec
- m(x) = x sur [—R; R|
- Ya(x) = R + iz sur [0; yi]
- v3(x) = x + iyy sur [R; —R]
- Ya(x) = —R + iz sur [y;; 0]
On a

0= ng g(2)dz = /R g(x)dx + /0?!1 g(R + iy)idy + /_Rg(x +iyp)dx + /Og(—R + iy)idy

R R Y1

Quand R tend vers 400, les intégrales sur 7, et 7, tendent vers 0, on a en effet
9(R + iy)| < Coa(1+ R + |y]) e W+E5= 9me;) o =try=57op t;9ms
(on a une majoration similaire pour g(—R + iy)) on conclut par le lemme suivant :

Lemme 3.1.27. (Lumpy)
Soient f : C — C une fonction méromorphe, telle que limp;_ o Hf||oo,§Re(Z)>M =0, et (Yr)rer?,
une famille de chemins de longueur bornée telle que

VM > 0,3Ry >0 | R > Ry = |Re(vr)| > M
Alors
lim / f(z)dz=0
TR

R—o00

Démonstration. Soit L une borne pour la longueur de v, on a, pour M > 0 et R assez grand

/7 e

d’ou le résultat. O

1
/ f(vR(t))%z(t)dt‘ <N laetoront

Par convergence dominée, on obtient alors

/Rg(:c)d:c:/Rg(:E—H'yl)dx

on peut ensuite généraliser la procédure pour obtenir le résultat voulu. O

Soit a présent t € R?\ {0}, on pose y = A\y/|y| ot A > 0, on a (t,y) = M¢t|, et |y| = \. Pour
n>d+1,[3.2 donne

‘ei(t,xﬂ‘y)F(x + zy)| < Cnei/\ltl(l + ‘x’)fner)\

d’ou
P < CLe [ (1 fal) o
Rd
en laissant A tendre vers 400, on trouve que ¢(t) = 0 pour r — [t| < 0, donc Supp C
B(0,r]. O
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Ce premier cas nous sera utile pour étudier le cas des distributions & support compact :

Théoréme 3.1.28. (Paley- Wiener-Schwartz)

(a) Si T € E'(RY) est d’ordre n et telle que Supp T C B(0,7], alors il existe I : C* — C
holomorphe sur C" telle que Fira =T et

3C >0 | |F(2)] < C(1 + |z])er®™= vz € €4 (3.3)

(b) Réciproquement, si F': C* — C est holomorphe et respecte il existe T € E'(RY) a
support dans B(0,r] telle que Fipa = T.

Démonstration. (a) On pose F(z) = (T,e~**)) pour z € C%. Par dérivation sous crochet, on
obtient que F' est de classe C*> et holomorphe. Ensuite, comme 7" est d’ordre n et & support
compact, la proposition donne que pour tout voisinage compact K de Supp T, il existe
C > 0 tel que

F(2)[ <C Y 0N

la|<n
en particulier, si K est inclus dans la boule B(0,r + €], on obtient

’F(Z)’ <C Z ’Za‘e(ﬂrs)\%mzl < Cl(l + ’Z’)ne(rJrE)‘ng'

la|<n

comme la constante C’ dépend de n et non de ¢, on peut faire tendre ce dernier vers 0 pour
obtenir que F satisfait
(b) Réciproquement, pour x € R% on a par que

|F(z)] < C(1+ |z])"

donc Fira est & croissance lente et induit une distribution tempérée : il existe T' € S’ (RY) telle
que T = Figa. Il reste a montrer que T est a support compact dans B(0,r]. Soit p € D(R?)
positive & support dans B(0,1] et d’intégrale 1. On pose p.(z) := ¢ p (£), par le théoréme
de Paley-Wiener, p, se prolonge & C? en une fonction holomorphe, que 1’on notera aussi p.(2),

telle que
[pe(2)] < Cro(1+ [2]) e

pour n € N,z € C% On pose F.(z) = F(z)p.(z), par hypothése, on a
|FL(2)] < C(1+ |2))"Crc(1 + |2]) el FoI9m=

le théoréme de Paley-Wiener, il existe ¢. € D(RY) a support inclus dans B(0,r + ] et telle

que Q/b\é‘ = e|Rd-
Soit 1) € D(RY) telle que Supp ¥ C B(0,7]¢, on montre que (T',7) = 0. Comme Supp % est
compact, on a ¢.1) = 0 pour € assez petit, on a ensuite

T0) = (FOLF W) = [ FOF )

Comme p, est une approximation de 'unité, donc p. converge vers 1 au sens des distributions
par continuité de la transformation de Fourier, donc

L (Flpapeppas 7' (V) = (Flaes F~'(0))
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Mais on a
<F]des|Rd7‘F_l(w)> = <‘F(F1\des\Rd)7w> - (27r)d <¢§57¢>

et ce ceci vaut 0 pour ¢ assez petit, d’ou (T,¢) = 0, ainsi, le support de T est inclus dans
B(0,r], d’ou le résultat. O

Application 3.1.29. Soit f : C — C une fonction holomorphe & croissance lente :

f() <O+ [2)"
on remarque que f satisfait la condition pour r = 0. Ainsi, f‘;{ est une distribution a
support dans {0} d’aprés Paley-Wiener-Schwartz, par 'exemple on a

p

fr=_(6)®

k=1

Par inversion de Fourier, fr est un polynome, et donc f est un polynéme complexe par
prolongement analytique.

Application 3.1.30. On se place dans R% soit z € C tel que Re(z) > 0 et u(z) = e~ 1a
transformée de Fourier de u est donnée par

(I'application z — /z est définie sur {z € C | Re(z) > 0} par inversion locale, il s’agit d’une
fonction holomorphe).

Démonstration. Etape 1 : le résultat est connu si d = 1 et z = )\ est un réel strictement

Az

positif : on a u(x) =e~ et v = —2)\zu, donc

U = —2\TU = il = —2MU = S g

—2A

On obtient u(§) = Cexp <—§>, la valeur de C' étant u(0) = ||ul|, = ‘/Tir

Etape 2 : Sid > 1 et z = ) est un réel strictement positif, par le théoréme de Fubini, on a

2 d 2 d ﬁ —a}
—i(6) g=Nal? g _ / ciong) grad gy T (VT ik
e e dr = e e kdry = ( e )
/Rd g Rd H VA

k=1

par ’étape 1.
Etape 3 : Enfin pour d > 1 et Q = {Re(2) > 0}, pour ¢ fixé, on considére la fonction

6(2) = / i) g—lal? g
Rd

il s’agit d’une fonction holomorphe par le théoréme d’holomorphie sous intégrale, or cette
fonction coincide sur R avec la forme voulue, on conclut par prolongement analytique. [
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Application 3.1.31. Dans R? pour ¢ > 0 fixé, on note T} la transformée de Fourier inverse

de la distribution sm|;|5\ On a

Supp T; C {(t,z) € R™" | 2] <t}

Démonstration. Nous allons utiliser le théoréme de Paley-Wiener-Schwartz : on considére la
fonction F' définie sur C¢ par

o (D (A)) -

F(z) = 2 okt 1) avec h(z) = ZZJQ cC

=1
ot z; =& +1in; € C. On a h(z) = [£]* — |n]* + 2i(&, n), la fonction

ke p2k+1
z)%t

G ZHZ 2k + 1)

est holomorphe sur C (par convergence normale sur les disques fermés centrés en 0). Comme
la fonction h est trivialement holomorphe sur C%, F est holomorphe sur C?. Ensuite, pour
£ eRY,

£ = S LA sintee)
Za(2k + 1)) €]

donc F' prolonge YA} a C? il reste a vérifier la condition de croissance :
Si|h(z)| <1, 0na

0 t2k+1
FRI<Y ——— = o)
—~ (2k +1)!
Si |h(2)| > 1, soit Z = a + ib une racine de h(z) dans C, on a |Z| > 1, et
sin(tZ) 1. » etlSm(2)| N
F itz itz = |F < < t|ISm(Z)|
() = T = (e =) 5 P < S <

Il reste a relier Sm(Z) et Sm(z), on a

1Z2 = Jal? + [b]* = |n(2)] = (€2 = [n])? +4(€,m)?) "
< (€2 = 1n%)? + 4l¢l?nl?)
= |€[2 + n?
Comme Z? = a® — b + 2iab et a®> — b* = Re(h(z)) = |€]* — In]?, on
26 < 2f? = |Sm(Z)| < |Sm(2)]

On peut donc appliquer le théoréme de Paley-Wiener-Schwartz, qui donne le résultat voulu.
]

3.2 Distributions périodiques, séries de Fourier des dis-
tributions

Nous avons pu définir les transformées de Fourier de certaines distributions, ne voulant pas
nous arréter en si bon chemin, on souhaite maintenant étendre au monde des distributions
la notion de série de Fourier.

Notre premiére difficulté consistera a définir la notion de distribution périodique.
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3.2.1 Distributions 27-périodiques

On se place sur D(R). Une fois n’est pas coutume, nous aurons ici ’embarras du choix pour
définir les distributions périodiques. Comme on sait translater les distributions, on pourrait
choisir de définir qu’une distribution est 2w-périodiques si elle est invariante par la translation
Torx-

Mais, de la méme maniére que les fonctions périodiques R — K s’identifient aux fonctions
T — K, on peut chercher & définir les distributions 27-périodique comme les éléments du
dual topologique d’un espace de fonctions réguliéres 27-périodiques.

Introduisons donc quelques espaces : on pose

EM :={felR)| m.f=f} et F:={Te€DR)|n,T="T}

Nous devons donner quelques éléments de topologie pour £(T), on le munit de la suite de
semi-normes N, définies par

Ve € £(T) Z H90 50,[0,27]

n<p

Proposition 3.2.1. La famille (N,)pen munit E(T) d’une structure d’espace localement
conveze métrisable, isomorphe a sa topologie induite par E(R). Il s’agit d’un espace de Fré-
chet.

Démonstration. La suite (N,) est bien une suite croissante de semi-normes, et si ¢ € E(T)
est telle que N,(¢) = 0, on a en particulier ¢jj 2, = 0, donc ¢ = 0 car elle est 27-périodique.
On reprend la topologie de £(R) définie par les normes P; de la proposition [1.2.§] (pour la
suite exhaustive ([—n,n]),en). Soient ¢ € E(T) et p € N, on a

Np(gﬁ) < Pmax(?,p) (90)

en effet, pour ¢ = max(7,p) > 7, on a [0, 27] C [—n,n], donc

D™ pzm < 2™

n<p n<q

Ainsi, notre nouvelle topologie est plus fine que la topologie usuelle. Réciproquement, pour
p € N, comme ¢ € £(T) est périodique, ainsi que ses dérivées, on a

:ZH@(TL o0, [—pp] ZHS@ ZH@ [ozw_Pp(SO)

n<p n<p n<p

d’ou le résultat par le corollaire [1.1.12
Il suffit pour conclure de montrer que £(T) est un fermé de £(R), ce qui découle de E(T) =
Ker (79, — Id) : c’est 'image réciproque de 0 par une application continue, donc un fermé de

£(R). O

On peut donc définir le dual topologique £'(T), constitué des formes linéaires 7': £(T) — K
respectant la condition de continuité suivante :

3C > 0,p €N | Yy € E(T), [{T, 002 | < C D 6™ oo

n<p
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(on notera exceptionnellement (-, ), le crochet de dualité pour £(T), afin d’éviter les confu-
sions avec les distributions ’classiques’).

Nous pouvons dés a présent énoncer le résultat qui résoudra notre question : les espaces F' et
E'(T) sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels topologiques. Nous allons pour montrer
ceci construire ‘explicitement’ des applications continues entre £(T) et D(R), qui induiront
les applications voulues entre F' et E(T).

Dans le cas des fonctions, une fonction 27-périodique définie sur R induit une fonction sur
T par simple restriction, autrement dit par multiplication d’une indicatrice : on ne peut pas
étre aussi grossier pour nos fonctions test puisqu’on souhaite conserver leur caractére lisse,
on utilise donc une fonction qui va ’imiter’ 12, dans le sens suivant :

Lemme 3.2.2. [ existe ¢ € D(R) telle que

Z 72k7r¢ =1

kEZ

Démonstration. On considére ¢ une fonction plateau pour [—m /2, 7/2], & support inclus dans
[—, ], et paire (la fonction que nous avons introduite au lemme [1.2.7 permet de construire
une telle fonction). On remarque que [—7/2, 7 + 7/2[ est un systéme de représentants de T,
on a alors

- Soit x € [—7/2,7/2], on a ¢(z) = 1 et ¢p(x + 2kw) = 0 pour k # 0 dans Z. D’ou la
formule voulue.

- Soit z €|m/2, m+7/2[, on a Y, ., O(x + 2k7w) = p(z) + ¢(x — 2km) = 1 par symétrie de
0.

Donc ¢ respecte la condition souhaitée. O]

En réalité, le lemme précédent sert juste a affirmer 1'existence de la fonction ¢, nous ne ferons
pas appel a sa définition, mais juste & la propriété qui la définit (on remarquera donc que nos
résultat ne dépendent pas du choix qu’on pourrait faire de la fonction ¢).

Proposition 3.2.3. L’application suivante
f: &T) — DR
o Py
FEst linéaire et continue.

Démonstration. En notant K = Supp ¢, on remarque que f est en fait a valeur dans D(K),
il nous suffit de montrer la continuité de f vue comme a valeur dans D(K), on remarque
premierement que f est bien définie et linéaire : nous pouvons utiliser la proposition
Ona,pourneN, ze K

@1 <3 ()1 M@l o)

k=0

n n .
<3 ()19 1o g
k=0

On a donc
H<¢90)(n ooK MZ”‘P 00,[0,27]
k<n
ot M est le maximum des constantes (Z) Hgb(”*’“)HOO’K, d’ou le résultat. O]
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Nous voulons & présent construire une application g : D(R) — &£(T), qui évite de 'perdre
de l'information’, comme on travaille avec des fonctions & support compact, on peut tout
simplement sommer sur toutes les périodes :

Proposition 3.2.4. Pour ¢ € D(R), la fonction ¢ = Y, _, Toprp est un élément de E(T).
De plus l'application suivante

est linéaire et continue.

Démonstration. Soit x € R, il existe un nombre fini d’entiers k tels que x + 2km € Supp ¢,
ainsi, ¢(x) est toujours défini comme une somme finie, et @ est une fonction bien définie.
Soit ensuite z € R et U un voisinage de x de longueur finie, il existe a nouveau un nombre
fini d’entiers k tels que ¢ soit non nulle sur U + 2k, ainsi, ¢ est lisse sur U comme somme
finie de fonctions lisses, le méme raisonnement permet de montrer que g est linéaire. Ensuite,
Tokrp = @ découle immédiatement de la définition de ¢, il reste & montrer la continuité de
g : soit K C R un compact, ¢ € D(K) et p € N. Sur [0,27], ¢ s’écrit comme une somme

finie : p(x) = >, o) Tokntp, ON a alors
18N s o2y < 2 1™ N
keJ

d’ou la continuité de g. O]
On peut enfin en venir au théoréme a proprement parler :

Théoréme 3.2.5. Les applications ' f et 'g induisent des homéomorphismes linéaires entre

F et E'(T).

Démonstration. Nous pouvons commencer par expliciter les applications 'f et ‘g : si T €
D(R) est 2m-périodique, on a

(D), )y = (T, 90)
et pour 7' € £'(T), on a

("9(T), ) = (T, @)y

On peut déja remarquer que go f = Idg(r), on a en effet, pour p € E(T) et z € R

9(F(@)(@) = dp(x) =D Taka(0) (x)

keZ

= 3" 6(x + 2km)p(x)

= ()

(a4 noter que toutes les sommes sur Z sont en réalité des sommes finies, sans problémes de
définition). On a donc ' f o *g = Idg/(r), réciproquement, pour 7' € F et ¢ € D(R), on a

('go'f(T),¢) =(T.go f(p))
= (T, ¢@)
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Remarquons que, comme ¢ et ¢ sont a support compact, les suites p > ' Togcpet @D ;1 Toprp
sont toutes deux constantes a partir d’un certain rang, respectivement égales & ¢ et ¢p. On
a donc

(T, ¢%) = lim <T ¢ Z %w>

k=—n
= lim <;§: Tmm(ch),sO>
= lim <TkZ 7_2k:7r¢790>
= lim <T,¢g: 7-2k:7r(¢T)>
= (T, ¢)
d’ou le résultat (nous avons notamment utilisé que T' est périodique, ainsi, ‘g o’ f n’est pas
égal & Idp/(r), on a bien besoin de le restreindre a F. [

Remarque 3.2.6. En réalité, la valeur de ¢1" ne dépend pas de la fonction ¢ choisie : Soient ¢
et ¢’ deux fonctions respectant les hypothéses du lemme [3.2.2] on pose g = ¢ — ¢/, on a alors

Z g(x 4+ 2km) =0
keZ

(remarquons que cette somme est en fait finie car g, comme ¢ et ¢, est continue a support
compact). Il existe donc h € D(R) telle que h(x +27) — h(z) = g(z), en effet il suffit de poser

- Z g(z + 2km)
k=0
Ainsi, pour 7" € D'(R) une distribution 27-périodique, et f € E on a
<T7 gf> = <T7 (T727rh>f> - <T7 hf) = <T7 (7-727rhf)> - <T7 hf> =0

3.2.2 Séries de Fourier des distributions

Dans l'espace de Hilbert, H = L?*(T), muni du produit scalaire (f,g) = fozﬂ f(z)g(z)dz, on
sait que les fonctions ey : x +— \/szﬂe_““ pour k € Z forment une case hilbertienne de H.

On a alors, pour f € L*(T)

f=Y (fex)er avec (fex) \/ﬁ/ﬂf Je ke dy

kEZ

En définissant cx(f) := \/szﬂ(f, er), ona f =3, ,c(f)e ™ dans H, et cette dernicre série
induit un prolongement de f a R en une fonction 27-périodique.

Pour généraliser ce raisonnement au cas des distributions périodiques, nous devons pouvoir
les appliquer contre les applications e, € E(T), ce que nous savons maintenant faire en toutes
situation grace au théoréme [3.2.5
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Définition 3.2.7. Pour k € Z, on pose ¢, : @ — ¢** € E. Ainsi, pour T' € &'(T), on pose

1
VkeZ, Ci=;

— (T e_
7r< ) € k>1r

les coefficients de Fourier de T. Pour T' € F, les coefficients de Fourier de T sont par
définition ceux de f(T') = ¢T € &'(T).

Cette définition est une autre adaptation au monde des distributions d’une définition usuelle
sur des applications. Mais, a la différence du cas des fonctions, la convergence d’une série de
Fourier est bien plus facile & obtenir.

Définition 3.2.8. Soit (u,)nez une suite numérique. On dit que (u,),cz est & croissance
lente ¢’il existe C' > 0 et m € N tel que

Vn € Z, |u,| < C(1+ |k|)™

Exemple 3.2.9. Les coefficients de Fourier d’une fonction 27-périodique forment une suite
a croissance lente par le lemme de Riemann Lebesgue.

Proposition 3.2.10. Soit (V)rez une suite & croissance lente, la suite

N
Sy =Y e
—

converge au sens des distributions vers une distribution T € F dont les vy sont les coefficients
de Fourier.

Démonstration. [Bonl p. 129-131] Soit (7,)pez une suite a croissance lente : il existe C' > 0
et m € N tels que |,| < C(1+ [p|)™ pour p € Z. On considére la série

Z Vp Pt
pord (Z‘p)m+2

Elle converge normalement, la norme infinie du terme général est un O(p~2). On a donc
convergence au sens des distributions, et on peut donc dériver la série termes a termes, en
dérivant N + 2 fois, on trouve la convergence voulue. O]

Ce résultat est fondamental, et distingue nettement le cas des distributions et celui des
fonctions. Il reste cependant a montrer que la série de Fourier d’une distribution converge
effectivement vers cette distribution (et non vers une autre).

Proposition 3.2.11. Soient T' € F, la suite (Cy)rez des coefficients de Fourier de T est a
croissance lente.

Démonstration. Soit T € F, (Cy)rez les coefficents de Fourier de T. Comme T est une
distribution, il existe C' > 0 et p € N tels que

CWl = 4T, ecabo | = 4T, pe-s) | < O (Ge-) .
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On a par ailleurs

(e < |
q=0

(—ik)e_ e

< (4)wproe )
p=0 P
<3 (0)ikp o).
p=0 p
<Jloe? .S (“) Ik [P
p=0 p
Donc la suite (Cy)rez est bien & croissance lente. O

Lemme 3.2.12. Soit f € LY(R), on pose [ : x Y wez f(x 4 2km). Alors f e LY([0,27))
est bien définie, et les coefficients de Fourier de f sont donnés par
~ 1 [ - —~

WheZ, o) = — [ Fla)eode = % k)

T or 0
ou f désigne la transformée de Fourier de f.

. . .1, . . ~+ L .
Démonstration. Considérons dans un premier temps la fonction [T := 3",  |7opr f], qui est
bien définie a valeurs dans R, (comme série a terme général positifs), on a

7r]?Jr(a:)alac = / ﬂz |f(z + 2kn)|dx

0 0 kez

2m
= / \f(z + 2km)|dx
0
+o0

kEZ
- / F(@)|dz = ||l

L’ensemble des x € [0, 27] tels que F“(x) = +o00 est donc de mesure nulle, on peut ainsi
définir f € L'(]0,27]) et g est bien périodique, donc f € L'(T). Enfin, on a pour k € Z

— 2m _ o 4
Ck:(f) = %/0 f(l’)e_lkxdx = %/0 ;f(ﬂf + 2nﬂ.)e—zkxdx

1 2m ]
=5 Z/ f(z 4 2nm)e *dxy
™ 0

nez
1 Feo :
= — f(z)e *dy

2 J_

-~

1
= - Jk)
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Proposition 3.2.13. Si (7,)pez €t (0,)pez sont deux suites a croissance lente. Les distribu-

tions ‘ ‘
= Z'ypewt et © = Z 0,e?"

PEZ PEZL

sont égales si et seulement si les suites () et (6,) sont égales.

Démonstration. On remarque immédiatement que la suite (u,) = (7,) — (6,) est & croissance

lente, et on a
r-6e= Z upeipt

PEZL

il suffit donc de montrer le cas ot 6, = 0 et © = 0. Soit donc (7,),ez une suite a croissance
lente telle que I' = 0.
Pour N € N, on a

N N
< 3 v> = 3 ea)
k=—N k=—N
N
= Z fyp/eipta(x)dx
k=—N /R
N
= Z Yp(—p)
k=—N

= Z TpC—p (@)

k=—N

Ou o =,y Tokrx a été définie au lemme [3.2.12 Ainsi, on a
(To) = peyp(@) =0
ke

En particulier, pour n € Z, en posant o = ¢e,,, on a

0= Toux(den) = (Z 7'2k:7r¢> en = €n

kEZ keZ

Donc

<F7 Oé> = Z’VPC—ZXGH) =7 =0

keZ

et donc (Yn)nez = 0. O

En résumé, nous avons obtenu le résultat suivant.

Proposition 3.2.14. L’application qui o une distribution 2mw-périodique associe la suite de
ses coefficients de Fourier induit une bijection avec ’ensemble des suites a croissance lente
(la réciproque de cette bijection étant 'application envoyant une suite o croissance lente sur
la série de Fourier associée).
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On peut également noter que cette bijection munit naturellement 'ensemble des suites a
croissance lente d'une topologie :

Proposition 3.2.15. Une suite (T},)nen de E'(RY) converge vers T € E'(T) si et seulement
si tous ces coefficients de Fourier convergent vers ceux de T.

Démonstration. Le sens direct est évident, en effet, on a en particulier (T, ex) — (T e)
d’ou la convergence des coefficients de Fourier. Réciproquement, si tous les membres de la
suite (7}')rez convergent individuellement vers (7 )xez, on obtient que (7, P), converge vers
(I, P) si P est un polynome trigonométrique.

Ensuite, pour ¢ € &(T), ¢ est limite dans £(T) de sa série de Fourier (la suite de ses
coefficients est a décroissance rapide), d’ou le résultat. O

Application 3.2.16. (Formule sommatoire de Poisson)
Considérons le peigne de Dirac : T' = ZkeZ Oarr, ses coefficients de Fourier sont donnés par

1 (T, pey) = % Z(b@kﬂ)ek@km) = 2i

27 T
keZ

. . . . . . L . L
Ainsi, au sens des distributions, on a ), foxr = 5- D hez €k = 5- D pez €~k OnN constate
que ces distributions sont tempérées, on a donc

Vo € S(R), Z o(z + 2k7) = % Z e*B(k)

keZ keZ

3.3 Liens avec la convolution

Nous avons vu comment adapter les notions de transformation de Fourier et de convolution
au cas des distributions. Il est connu que pour f,g € L*(R?), on a f * g € L'(RY) et

F(fxg)=F(f)F(g)

cette égalité ayant lieu dans C(R¢, C). Nous voulons élargir cette relation autant que possible
au cas des distributions. Ceci demandera un certain nombre de résultats intermédiaires, on
peut déja établir le résultat dans le cas des distributions & support compacts :

Proposition 3.3.1. Pour T, S € &'(RY), on a T x S € £'(R?) et
F(T*S)=F(T)F(S)
dans E(R?).

Démonstration. Remarquons que 1’égalité annoncée a du sens : par le théoréme de Paley-
Wiener-Schwartz, F(T'), F(S) et F(T % S) sont des fonctions lisses et a croissance lente sur
R?, on a de plus

T+ 5(€) = (T * S, exp(—i(.,€))) = (T, 8 * exp(—i(.,£)))
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la derniére égalité tient grace a la proposition [2.4.31] car S est a support compact. On a de
plus

(S # exp(—i(, €))) (x) = (S(y), exp(—i(x — y,£))) = (S(y), exp(—i(z + y,))) = S(€)e”

on obtient donc

T+5(9) = (T.5(©)e™9) = T(©)5(¢)

O

Pour étendre cette relation dans un cas plus général, nous devons prendre quelques précau-
tions, notamment sur les liens entre convolution et classe de Schwartz, que nous établissons
a présent.

Proposition 3.3.2. Soient T € &' (RY) et ¢ € S(RY), la convolution T * @, a priori un
élément de £(R?), est en fait dans S(R?), avec

F(T+p) = F(T)F(p)

Démonstration. Comme ¢ n’est pas nécéssairement a support compact, on doit utiliser une
suite (0,)nen de fonctions plateau pour B(0,n] pour définir la convolution. Comme nous
sommes libre de choisir une quelconque telle suite, on pose

O,(x) =D16

ot 0 =: 0y € D(RY) est positive, d’intégrale 1 et valant 1 au voisinage de 0 (on conservera
cette suite au cours de cette section). On a donc par définition

(T % p)(z) = lim (T * 0,0)(x)

n—oo
On montre que la suite (6,0),cn converge vers ¢ dans S(RY), pour o, 8 € N? et # € R% on a
90, - Dol < 3 (7) 070, - (@0 et
Y
v<B

ol p désigne 'ordre de T', ensuite on a

J0,, = %Dl aJ70

comme la fonction 6,, — 1 est nulle sur B(0,n], on a

[20° (6, — V()] < Y (1+[076].) [[a0° |

v<B

00,B(0,n]¢

Comme la fonction z +— 2%9° 7¢ appartient a S(R?), la suite HJJO‘(‘?B WPHOOBOTL]C)"GN

converge vers 0. Ainsi, pour tout p € N, la suite (N,((0,, — 1)¢))nen converge vers 0, donc
0, converge vers o dans S(R?).
A présent, pour n € N, on a

Par continuité de la transformée de Fourier sur S(R?), 9/713\0 converge vers @, par le théoréme
de Paley-Wiener-Schwartz, la fonction T est & croissance lente sur R% de méme que ses
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dérivées (car 9T = (—i)“’"@ est aussi la transformée de Fourier d’un élément de &£'(R?)),
donc la suite T/*ago converge vers 7% dans S(RY).

Ainsi, (T % 6,¢) converge vers F1(T3) € S(RY). Par ailleurs, la continuité de la convolution
dans £(RY) donne que T x 0, converge vers T * ¢ dans £(R?), I'unicité de la limite nous
donne alors T % ¢ = F1(T?) € S(RY) et le résultat. O

Remarque 3.3.3. Pour ¢,9 € S(RY), on a v x ¢ € S(RY). En effet, comme ¢, € S(RY) C
LY(R%), la convolution ¢ x v est bien définie dans L'(R?), avec

Floxy) = Flp)F(@)

le second membre est un élément de S(R?) par le lemme [3.1.5(F(¢) € S(R?) est en particulier
a croissance lente), ainsi, on a bien ¢ * 1 € S(R?) car F induit une bijection de S(R?) dans
elle méme.

Proposition 3.3.4. Pour S € S'(R?) et ¢ € S(R?), on peut définir la convolution S x ¢ en
posant

Sx () = (5, ™)

cette fonction est G croissance lente, donc appartient o S'(RY), avec
Vi € S(RY), (S*p, ) = (S,0x9) et F(Sxp)=F(S)F(p)
De plus si S et ¢ ont des supports convolutifs, S x ¢ coincide avec la définition classique.

Démonstration. On reprend la suite (0,),eny de fonctions plateaux introduite dans la dé-
monstration de la proposition [3.3.2] La suite (6,¢),en converge vers ¢ dans S(R?), ainsi on
a

Vz € RY, <S, Tmﬁ,:go> — (S, )

Ainsi, la suite de fonctions lisses S * 0,0 converge simplement vers S * . Ensuite, il existe
p € N tel que pour tout x € R,

[ (8, Tobnp) | < CNG(Te0np) — CNH(700)
Pour a, 5 € NY et y € R%, on a

20 1.0 (y)| = |(—1)Plyo1,0° 2 (y)| = |(x — y)*07p(y)]

ceci donne un fonction polynomiale, dont les coefficients s’expriment en fonction des N, (¢p).
Ainsi, S * ¢ est & croissance lente et donc un élément de S’(R?) par la proposition [3.1.12]
Ensuite, pour ¢ € S(R?), on a

(S xbup0) = [ (.70} v(a)da
R
comme ¢ € S(R?), la majoration précédente de (S, 7,¢) nous permet d’utiliser le théoréme
de convergence dominée : S x 6, converge vers S * ¢ dans S'(RY). De plus, on a
(S*p,1p) = lim (S * @, Omt))
—

m—0o0

= lim lim (S * 6,9, 0,,1)

m—r00 N—00

= lim lim (5,0, * 6,0

m—r00 N—r00

:<Sa¢*¢>
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car S est tempérée. Enfin, on a

dou F(S xp) = F(S)F(p).
Enfin, si S et ¢ sont a supports convolutifs, on a

lim 6,5 % O,0(x) = lim (5,0, (7.0,0))

Or, on a § § 3 5
On(Te0np) — TP = On(Tubnp) — (Tabnp) + (Tebntp) — T2

d’ou le résultat. O

On peut enfin en venir au théoréme principal qui résume les liens que nous avons donnés
entre convolution et transformée de Fourier.

Théoréme 3.3.5. La relation F(T % S) = F(T)F(S) a lieuw dans les cas suivants :
- 85iT,S € LYRY), on a alors égalité dans L*(RY).
- SiT,S € S(RY), on a alors égalité dans S(RY).
- SiT,S €& RY, on a alors égalité dans E(RY).

Si T e&'RY) et SeSMRY, on a alors égalité dans S(R?).

Si T € S8'(RY) et S € S(RY), on a alors égalité dans S'(RY).

- 85T el (RY et SeS(RY, on a alors égalité dans S'(R?).

Démonstration. Seul le dernier point n’a pas encore été démontré, nous utiliserons pour ce
faire un lemme de densité :

Lemme 3.3.6. L’espace £'(R?) est dense dans S'(RY) : toute distribution tempérée est limite
dans S'(RY) d’une suite de distributions & support compact.

Démonstration. Pour S € S(R?), la suite (6,5),en répond a la question. O

Soit donc (Sy)nen une suite de &'(R?) qui converge vers S dans S'(R?). Pour tout n € N,
on a F(T *S5,) = TSn, mais comme 7T est & croissance lente, ceci converge vers T'S dans
S'(R%). Par continuité de F~! sur &'(R%), on conclut que T % S, converge vers F(TS)
dans §'(RY). Comme la convergence dans S’(R?) entraine la convergence dans D(R?), on a
FYTS) =T % S dans D'(R?), donc dans S'(R?), ce qui clos la démonstration. O
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A présent, comme dans le cas des fonctions, on sait qu’'une relation entre convolution et
transformée de Fourier a également lieu sur les fonctions périodiques :

Proposition 3.3.7. Soient f,g € L*(T), on pose

Frote) =5 [ gt~ vy

La fonction f * g est alors bien définie, appartient a L'(T) C L*(T), et ses coefficients de
Fourier sont les produits de coefficients de Fourier de f et de g.

Démonstration. Comme T est de mesure finie, on a bien L'(T) C L*(T) par l'inégalité de
Holder. Pour x € T, on a

1 s
|f *g(2)] < —/ [F@Wllg(z = y)ldy < [ flloz m2llyr < 00

2 J_.

donc f * g est bien définie, de plus, comme f x g est bornée, elle appartient a L*(T) et on
peut considérer ses coeflicients de Fourier :

(f*g,en) = g(y)dye_,(x)dx

y)e_n(r)dzg(y)dy

271r)2/ / f@)en(x +y)drg(y)dy
1

:§ B n

= Cu(f)Cnlg)

]

On pourrait définir la convolution des distributions périodiques par un raisonnement similaire
a celui que nous avons utilisé pour la convolution sur R¢, nous choisissons plutot ici de la
définir 'naivement’ grace aux coefficients de Fourier.

Définition 3.3.8. Soient 7, S € &'(T), on définit le produit de convolution T xS comme
la distribution périodique dont les coefficients de Fourier sont les C,,(T)C,,(S) pour n € Z.

Remarque 3.3.9. Le produit de deux suites a croissance lente étant lui méme a croissance
lente, T S est une distribution périodique bien définie.
Nous avons par définition une relation entre la convolution et les coefficients de Fourier :

Co(T  S) = Co(T)C,(S).

Proposition 3.3.10. Soient T, S € £'(T), pour n € N*, on a

Cro(T™) = (=)"CW(T) et (T*S)™W =TM 58§ =7 %8M
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Démonstration. La premiére relation découle immédiatement de la définition de la dérivée :
Cro(T™) = (T™ ey = (—1)" (T, (ex)™) = (—=i)" (T, ex) = (=i)"Cp(T)
Ensuite, on a
Co((T % S)™) = (=i)"C(T % S) = (—i)"Cp(T)Cin(S)
On conclut par la proposition [3.2.13 O

Nous n’irons pas beaucoup plus loin sur ce sujet, nous pouvons terminer en énonc¢ant une
application a la résolution de ’équation de la chaleur.

Proposition 3.3.11. (Equation de la chaleur sur un cercle)
On considére la fonction K : R} x T — R définie par

K(t,z) := Z e ten(x)

neL

La fonction K est bien définie et lisse.
Soit a présent Ty € E'(T), la fonction u : Ry x T — R définie par

u(t,z) = Cu(Ty)e " e, (x)

ne”Z

est a nouwveau bien définie et lisse, avec O,2u = Oy, et u(., ) converge vers Ty dans E'(T)

Remarque 3.3.12. Ce résultat, déja connu pour le cas d’une donnée initiale dans L?(T), reste
en fait vrai pour une distribution. On remarque un nouvel effet régularisant de I’équation de
la chaleur.

Démonstration. On pose fo(t,z) = e " le,(z), on a
OO fn(t, ) = (—n?)P(in)1f,(t, x)

Par dérivation sous intégrale, on obtient que K est lisse.

Comme la suite C,(T}) est a croissance lente, la suite C,,(Tp)e " 'e,(x) est toujours a de-
croissance rapide, donc u est lisse a nouveau par dérivation sous intégrale.

On note ensuite que u(t,.) = Ty * K(t,.), donc 0,2u = Ty * 0,2 K (t, -), ensuite, par dérivation
sous intégrale, on obtient Jyu = 0,2u.

Enfin, quand 7T tend vers 0, les coefficients de la distribution wu(¢,-) convergent vers ceux de
Ty, d’ot le résultat par la proposition ]
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Quatriéme partie

Notion de solutions fondamentales

Comme nous I'avions annoncé au début de ce travail, un des buts majeurs dans I'introduction
des distributions est ’étude d’équations aux dérivées partielles. Nous choisissons de nous
pencher ici sur la recherche de solutions fondamentales d’opérateurs différentiels, qui constitue
un des points centraux de ces techniques (et fait recours de maniére cruciale aux outils
développés précédemment).

4.1 Quelques prérequis techniques

4.1.1 Solution fondamentale, définition

Nous avons vu que, pour o € N4, on a (grace a l'exemple [2.4.13)
VT € D'(RY), 0%+ T = 0°T

Ainsi, un opérateur différentiel & coefficients constant (on ne considérera que ce cas précis)
peut se réecrire comme un opérateur de convolution. Si 7" et f sont deux distributions, on a

D a,0°T = f & (Z aaé)“éo) «T =f

a€cA acA

On peut donc s’intéresser en général aux équations de convolution de la forme
AxT =f

ol A et f sont des distributions fixées, on remarque déja quelques problémes pour définir
proprement une telle équation (la notion de supports convolutifs doit rentrer en jeu pour que
ceci ait du sens).

Définition 4.1.1. Soit A € D(R?), on appelle solution fondamentale de A toute distri-
bution £ € D'(R%), de support convolutif avec celui de A, et telle que A * E = §.

Cette définition n’est pas sans évoquer celle d’un inverse dans une algeébre. Mais ’algébre
considérée ici n’étant pas associative, ce point de vue n’est pas le plus fructueux, mais il rend
heuristiquement clair le résultat suivant, qui justifie 'introduction de la notion de solution
fondamentale :

Proposition 4.1.2. Soit A € £'(R?) possédant une solution élémentaire E,

(a) Pour tout f € E'(R?), la distribution T = E x f € D(R?) est une solution de ’équation
AxT = f.

(b) De plus, si ’équation AxT = f admet une solution élémentaire & support compact,
cette solution est en fait T'= F x f.
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Démonstration. (a) Comme f et A sont & supports compacts, les supports de A, f et E sont
convolutifs et on a associativité de la convolution :

AsT=Ax(Exf)=(AxE)x f=0yxf=f

d’ou le premier point.
(b) Si S € &'(RY) est telle que A* S = f, alors

S=(A*E)xS=(ExA)«xS=Ex(AxS)=FExf
[l

Ceci dit, les solutions fondamentales ne sont en pratique jamais uniques (dans le cas d’'un
opérateur différentiel en dimension 1, 'ensemble des solutions fondamentales est stables sous
translation par une solution de léquation différentielle associée). De plus, toute distribution
n’admet pas de solution fondamentale : si A = ¢ € D(R?), on a vu que @ * T est une fonction
lisse, et ne peut donc étre égale a .

Nous étudierons essentiellement des opérateurs différentiels, donc issus de distributions a
support compact (car réduit a {0}), ce qui rend la condition de support convolutif superflue
dans la définition précédente. Justement dans le cas des opérateurs différentiels (a coefficients
constants), un théoréme de Malgrange et Ehrenpreis permet d’affirmer I’existence de solution
fondamentale de tout opérateur différentiel non trivial (c¢f [Bon) p. 150]), nous donnons ici la
démonstration du cas simple ot d =1 :

Proposition 4.1.3. Soient ag,--- ,a, € C, on pose ¢ € C'(R,C) la solution de I’équation
différentielle

Z ajgb(j) -0

5=0
telle que ¢(0) = 0 = ¢'(0) = --- = ¢"72(0) et 1 = ¢"=1(0). Alors E = aianb est une

solution fondamentale de l’opérateur Z?:o a;o’.

Démonstration. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles linéaires
garantit Pexistence et I'unicité de ¢ € C*(R, C), le produit Hy a donc un sens dans D’ (RY),
et la formule de Leibniz nous donne alors

(Ho)™ = i (Z‘) O"HO" ¢

k=0
— Hem MY sG=1) g(m—k)
’ +z(k) g

Si0<k<m<n—1,alors 6! est une distribution d’ordre k — 1, et les k — 1_premiéres
dérivées de ¢(™~*) sont nulles en 0, on a alors 5(()k71)¢(m_k) = (0 par la proposition , ainsi

(Ho)™ = Ho'™
et donc
(o)™ = ((He)" V) = H'¢" Y + Ho"

= 600" Y + Ho™

3. On rappelle que H = 1g, désigne la fonction de Heaviside
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Car ¢"~1(0) = 1, enfin on a

Y aEY =a > a;(He)Y
§=0 J=0
n—1
i (Z a;HOD) + 4 (5 + ch(")))
=0
=a} (Z a; HoW + amé)
=0

= a;llHZaj(b(j) +0=0
=0
Ce qui termine la preuve. 0

Exemple 4.1.4. Considérons opérateur différentiel 92 —20—3 sur R, 'équation différentielle
associée est
y// _ 2y/ o 3

les valeurs propres de ’équation caractéristique associée sont 3 et —1, les solutions sont donc
de la forme
Ae?t + Be™t

ainsi, une solution fondamentale de cet opérateur différentiel est

H(t)

1 (€3t o eft)

ft) =

4.1.2 Produit tensoriel des distributions et transformée de Fourier
partielle

Nous avons déja largement évoqué la transformée de Fourier des distributions et ses liens
précieux avec la dérivation. Ceci dit, la plupart des opérateurs différentiels que nous allons
considérer font intervenir une variable "privilégiée’ a savoir le temps, pour rendre compte de
cette spécificité, nous serons amenés & utiliser la transformée de Fourier sur les ’variables
d’espaces’, c¢’est le role de la transformée de Fourier partielle. Un point de vue utile pour
introduire cette notion passe par le produit tensoriel des distributions : étant données deux
distributions 71 € D'(21) et Ty € D'(€)y), on cherche & induire une distribution sur € x Q.
Une fois de plus, on sait déja effectuer cette opération sur les fonctions continues :

On considére (fi, f2) € C(€1) x C(€2), on peut définir

V(x1,22) € Q1 X Qo, f1 ® fa(wr,22) := fi(x1) f2(22)

Cette nouvelle fonction est bien un élément de C(€2; x §22), on note C(£2;) ® C(€23) le sous-
espace vectoriel de C(£2; x €)) engendré par les fonctions de la forme f; ® fs.

On peut tout-a fait remplacer, dans la construction précédente, €2, et €25 par des espaces
métriques quelconques, si les espaces sont de plus compacts, on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.1.5. Si X et Y sont des espaces métriques compacts, le sous-espace C(X) ®
C(Y) est dense dans C(X xY') pour la norme infinie.
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Démonstration. On cherche & appliquer le théoréme de Stone-Weierstrass ( [HL, p. 30]),
soient fi, fo € C(X), g1,92 € C(Y), on a

- C(X) ® C(Y) est par définition un sous-espace vectoriel de C(X x Y).

On a immédiatement (f; ® g1)(fa ® 92) = (f1f2) ® (9192), donc C(X) ® C(Y") est stable
par produit : il s’agit bien d’une sous-algébre de C°(X x Y).

La fonction constante égale & ¢ est donnée par 1 ® c.
-Onafi®g = fi ®77 car la conjugaison complexe est un automorphisme de corps.

Si (x1,y1) et (w2, y2) sont deux points distincts de X X Y, on peut considérer les fonctions
d(.,z1) ® 1 et 1®d(.,y1), 'une de ces fonctions (au moins) sépare (x1,y1) et (z2,y2).

La sous-algébre C°(X) ® C°(Y') est donc séparante, auto-conjuguée et contient les constantes,
d’otu le résultat. O]

Revenons aux ouverts de R?, pour lesquels on a également un résultat de densité :

Proposition 4.1.6. Le sous-espace D(€1) @ D(Cds) est dense dans D(; x Q).

Démonstration. On remarque premiérement que D(€;) ® D(£22) est bien inclus dans D(§2; x
Q) (la dérivabilité est immeédiate, et le support du produit est inclus dans le produit des
supports).

Soit ensuite ¢ € D(2; X €)s), en projetant Supp ¢ sur les deux coordonnées, on obtient K
et Ky deux compacts, respectivement de €y et {2 tels que K = K; x Ky contienne Supp .
Il existe une suite (P;);en de polynomes en (z1,z2) telle que, pour tout v € N™¥72 (9*F;)
converge uniformément sur K vers 0%p.

Soit 6; une fonction plateau pour Kj;, on pose ¢; = (61 ® 6;)F;, comme les polynémes

sont inclus dans £(Q) ® £()y), il s’agit bien d'une suite de D(€2;) ® D(s), qui converge
par construction vers ¢ dans D(€; x Q) (la propriété du support captif étant assurée par
01,05). m

A présent, le théoréme de Fubini nous donne que, pour ¢ € D(£2; x €2,), on a

U ® forp) = / f1(a0) a2y, wa)d(, 2)

leﬁz
:/ u(xl)/ u(z2)p(xy, x9)dredry
o o

= <u17 <u27 QD(ZEI, )>>
En particulier si ¢ = @1 ® 3 olt p; € D(Q;), on a
(/1 ® f2,01 ® p2) = (f1,01) (f2, 2)

Cette derniére formule nous servira de guide pour définir le produit tensoriel des distributions.

Proposition-Définition 4.1.7. Soient T1,T, € D' (1) x D' (o) deux distributions. Il existe
une unique distribution T € D'(2y x ) telle que

v(9017 SOQ) € D(Ql) X D(Q2)7 <Ta ¥1 ® §02> = <T17 (101> <T27 902>
De plus, pour ¢ € D(2y x 3), on a

<T7 (P> = <T1’ <T27(70(:E17 )>> = <T27 <T1790<"x2)>>

On écrit alors T =T, @ Ty, =To ® T, et on appelle T le produit tensoriel de T} et T,. Si
T, et Ty sont a supports compacts, ces formules s’étendent au cas ot ¢ est seulement lisse.
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Nous ne détaillerons pas la preuve ici (cf [Zui, chapitre 5, théoréme 1.1]) nous ferons un usage
trés superficiel de cette notion.

Exemple 4.1.8. - Soient a € R, b € R?, on a

(O(ap), 91 ® p2) = (01 @ @2) (w1, 2) = p1(21)p2(2)

donc d(ap) = 0q @ 0p.

-SiTh € D) et Ty € D'(€) deux distributions, on a 0., (11 ® Tz) = (0,71 ® T3), en
effet, on a

(&Cj (T RTs), p1 @ g02> = - <T1 ® Ty, axj(% ® 902)>
= —(Ty @ Ty, 05,01 @ 2)
= — (11, 0n,1) (T2, 02)
= <3g;jT1,§01> (Ty, p2)

d’ou le résultat par unicité.

De I'exemple précédent, nous pouvons d’ores et déja déduire la solution d’un premier opéra-
teur différentiel, certes trés simple : considérons dans R" l'opérateur 0,, - - - 0,,, on a immé-
diatement

8w1 * aﬂcn(H(Il) X H<xn)) - ale(xl) & ®0an($n) — Oz1=0 X 5a:n:0 - 50

Nous pouvons a présent en venir & la transformée de Fourier partielle : on se place dans
R4 = R? x R, on notera (¢, ) la variable courante.

Définition 4.1.9. Pour ¢ € S(R? x RY), on définit la transformée de Fourier partielle
de ¢ par

Flo)(t6) = 3(t.€) = / O ot 1)

R4

De méme, pour S € §'(R? x RY), on définit la transformée de Fourier partielle par
(F(9),0) = (S.9) = (5.)

De la méme maniére que la transformée de Fourier classique, la transformée de Fourier
partielle est un homéomorphisme linéaire de S(R? x R?) dans lui méme (et identiquement
pour &'(RY x R%)). Avec

p(t,x) = (2m)%p(t, —)
On a de plus les résultats suivants (qui se démontrent comme pour la transformée de Fourier
classique)
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Proposition 4.1.10. Soit S € §'(R? x Rd), on a

(a) Pouri € [1,q], on a F(8,5) = 9, F(S).
(b) Pouric [1,q], on a F(t; )—tF(S)

(¢) Pouri e [1,d], on a F(8,,5) = i&F(S).
(d) Pouri € [1,d], on a F(x;5) = 285 F(9).

On a enfin la propriétés suivante, qui donne un lien avec le produit tensoriel

Proposition 4.1.11. Soit S = 5; ® Sy € S'(R? x R?) avec S; € S'(RY), S, € S'(R?), on a
]?(S> =51 ® 5/'\2

Démonstration. Soit ¢ = 1 ® g, On a

<f(5),s01®902> <S Fo1 ® ¢ >

= (S, 1 ® P2)
= (S1,¢1) (S2, P2)
= (

St, 1) <§2,902>

D’ou le résultat, & nouveau par unicité du produit tensoriel. O

Exemple 4.1.12. Pour §(,0), on obtient

I(5(0’0)> — 5,5:[] ® 15

qui est une distribution a support dans {(¢,z) | t = 0}.

4.1.3 Mesure de surface sur la sphére

Un exemple classique de distribution que nous n’avons pas encore abordé est celui des mesures
de Radon :

Définition 4.1.13. Soit X un espace métrique, on appelle mesure de Radon positive
toute forme linéaire positive sur 'espace vectoriel C.(X) des fonctions continues a support
compact sur X (& valeurs dans K).

On appelle mesure de Radon toute forme linéaire sur C.(X) s’écrivant R = Ry — Ry +
i(R3 — Ry4), ou Ry, Ry, R, Ry sont des mesures de Radon positives.

Notons que par ’positive’ on entend (R,¢) > 0 si ¢ > 0. Le terme 'mesure’ n’est pas
innocent : il existe un lien entre les mesures de Radon et les mesures au sens ’classique’ : Si
(X, B(X), i) est un espace muni d’une mesure borélienne, on définit une mesure de Radon
positive en posant

v/ € C(X), R(f) = /X fdu

Le théoréme suivant (issu de [Rud, p. 40]) donne une réciproque au résultat précédent : une
mesure de Radon positive est issu d’une unique mesure ’classique’ :
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Théoréme 4.1.14. (Riesz)

Soit X un espace topologique séparé localement compact, R une mesure de Radon positive sur
Co(X). I existe une unique tribu M sur X contenant les boréliens et une unique mesure i
sur X telle que

VfECC(X), <va>_/xfd,u

On dit que p représente R, on a de plus que M est une tribu compléte pour u, qui est
par ailleurs o—finie, réguliére extérieurement, et réguliere intérieurement sur les ensembles
ouverts ou de mesure finie.

Dans le cas d’un ouvert de R% on peut montrer que toute mesure de Radon positive se
restreint a D(Q2) en une distribution, et réciproquement une forme linéaire positive sur D((2)
est une distribution, qui s’étend de maniére unique a C.(£2) en une mesure de Radon positive.

Nous pouvons a présent définir la mesure de surface sur les sphéres, pour des raisons de
lisibilité, on notera

B.={reRy|z|<r} et S,={zecR||z|=r}

Théoréme 4.1.15. ] existe une unique famille (UT)TGR»J«r de mesures de Radon positives sur
RY telles que

(a) Pour v > 0, o, est a support dans S,, au sens ou si f € C.(RY) est nulle sur S,,
(0, f) =0.
(b) Pour f € C.(R%) et >0, on a

<UT7 f> = Td_l <Ul7 Drf>

(¢c) Pour f € C.(RY) et r >0, on a

]QdeA:=:/ﬁT<apr>dp

On appelle o, la mesure de surface sur S,

Notons que o, induit une mesure de Radon sur S, vue comme espace topologique, en effet,
pour f € C.(S,), on définit une fonction continue a support compact sur R? en posant

o) =owlalf ()

]

ou 6 est une fonction plateau pour S,. De plus, la propriété (a) montre que la valeur de (o, f)
ne dépend pas de I'extension de f a R% on obtient donc bien une mesure de Radon positive
sur S,, qui induit une mesure par le théoréme de Riesz, on sera donc amenés a noter

fdo, = (o, f)

Sr
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Démonstration. L’unicité est le point le plus facile : la propriété (b) entraine qu’il suffit de
définir oy, or la troisiéme propriété entraine que la fonction

o) = [ s

est dérivable sur R, avec ¢'(1) = (o1, f), ce qui fixe les valeurs de o0;.
A présent pour I'existence, considérons 'application

¢: RL xS +— R%\ {0}
(ryu) +— U

est un homéomorphisme, de réciproque ¢! : x (]a:|, é—‘> Soit A un borélien de Sy, on
note

Z:=¢(]0,1[XA):{xERd|O<]x|< et’i—‘eA}

Il s’agit d’un borélien de R?, et on pose

01(A) :==d x \(A)

On obtient une mesure borélienne de masse finie sur S; (donc une mesure de Radon positive),
de méme, on pose

r

() =iy (1)

si A est un borélien de S,, on obtient une mesure borélienne de masse finie sur S,, qui satisfait
les conditions (a) et (b) par définition. Il reste a vérifier la condition (c) : soit A un borélien
de Sq, et 0 < rqy < 19 deux réels, on a

A(@([r1,m2[x A)) = A(6(]0, 72 [x A)) = A(@(]0,71[x A))

Ensuite, on a

On a donc

/n[rl,m[(\xy)m (é—|> )\ = /]l[nm[(p)/]lA (%) do,(z)dp
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et ce pour tout borélien A de S; et 0 < r; < 79 quelconques. Ainsi, si 0 < a < b et
f € C([avb])7g S 0(81)7 on a

b
o ld\ = oo td d
/qbqa,b]xsl)(f@g) stin= [ ( JEETRY op) ,

par densité de C([a,b]) ® C(S;) dans C([a,b] x S;) (proposition on obtient

Vf e C%o(a,b] x S1)), /m » )fd)\:/b/fdapdp

et comme ¢([a,b] X S;) = By \ B,, on obtient bien la troisiéme condition. O

La condition (c) s’étend par densité aux fonction boréliennes positives, en particulier

/ d\ = \(B,) :/Or/dapdp

ainsi, la dérivé du volume de la boule de rayon r est la surface de la sphére de rayon r. En
dimension 2, on retrouve bien les formules classiques 7r? et 27r.
De plus, la condition (b) donne également

1
/ d\ = \(B)) :/ /pdldaldp = 10—1(81)
B, 0 d

on a donc 01(S;) = dA(By) et ce en toute dimension.

La mesure o, est donc une mesure de Radon positive sur R? : elle induit une distribution & sup-
port compact (inclus dans S,), il est donc possible de calculer sa transformée de Fourier (calcul
que 'on ménera uniquement en dimension 3. Par le théoréme de Paley-Wiener-Schwartz, il
s’agit d’une fonction, donnée par

76) = (ne ) = [ s,
S,

Comme la mesure de Lebesgue est invariante par transformation orthogonale, c’est également
le cas de 0,.. Or si S est une distribution tempérée invariante par transformation orthogonale,
on a pour A € O4(R)

(F(SoA),p)=(S0A,p) = <S,§50tA>

Or, on a
Fo ) = [ e Opapts
Rd
_/ e‘i(A”C’f)go(x)dx
Rd
—/ e @O p(t Ax)da
]Rd
= F(po'A)()
donc



Donc 7, est également invariante par transformation orthogonale. D’ou

G(€) = 50,0, [€]) = / s

R4

On passe en coordonées polaires : & (1, x9,3) on associe (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, R cos0)
avec 0 € [0, 7 et p € [0,27[. On admet do, = r?sin Odfdyp, et on obtient ainsi

2T T T
a-(&) = /0 /0 e~ rleleos 012 gin 9dldp = 271'7’2/0 e irlEleost gin 0o

par le changement de variables t = cos 6, on obtient

7.(€) = 2mr? /_1 e~ lelt gt = 27TR2Sm(|#

1

oy _ sin(r|é])
Donc Inr T

4.2 Exemples de solutions fondamentales

Nous pouvons enfin en venir aux solutions fondamentales annoncées.

4.2.1 Opérateur de Laplace

Nous commencons par un opérateur bien connu, celui de Laplace :

d
A=>"0;

k=1

Cet opérateur ne fait pas intervenir de variable temporelle (il est d’ailleur totalement inva-
riant par réordonnancement des variables), si S est une solution élémentaire tempérée de cet
opérateur, on obtient

F(AS) =1=—[g]*F(S)

cette équation ne nous est utile que si ’on sait calculer la transformée de Fourier inverse de
ﬁ, dans les cas ou il s’agit d’une distribution tempérée.

Nous passons plutot par une exposition directe des solutions :
Pour d = 1, une solution fondamentale est donnée par E(z) = %,
des sauts, on a

en effet, par la formule
E'(x)=H(t)—= et E'"(x)=0
C’est le cas le plus simple, en dimension 2, on a

Proposition 4.2.1. Pour d = 2, une solution fondamentale de A est donnée par la fonction

E(z,y) = — In(v/2% 1 %)

27
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Démonstration. On considére la fonction ¢ : (z,y) — Inr = In(y/2? + y?), cette fonction est
localement intégrable sur R?, car

27 1
/ g(z,y)d(z,y) = / / rlnrdrdd < oo
B(0,1] 0 0

(la fonction g étant par ailleurs continue sur R? \ {(0,0)}). Comme g n’est pas de classe C!
sur R?, on va approcher g par une suite de fonction continiment dérivable sur R?, et utiliser
la continuité de la dérivation sur D'(R?). Pour ¢ €]0, 1], on considére g. la fonction définie

par
g(z) sir>e
gf('x) = 2 .
a.r*+b. sir<e

pour qu’une telle fonction soit de classe C', on doit avoir
9 1
a.c”+be =lne et 2a.e = —
€

on pose donc a. = ﬁ et b. =Ine — % On a alors, pour r < ¢

1 1 1 1
|9:(2)| = |aaT2+bE| - ‘2_57“2—{—1115— 5‘ < ln; + 2

donc |ge| est majoré par |g| + 3, qui est localement intégrable, la suite (g.) converge donc
vers g dans L}, (R?) et dans D’(R?). Il reste & calculer le laplacien de g., on a

1 .
=T S1T
0:(x) = { o

p) S1

On peut appliquer la formule des sauts pour obtenir

Ainsi, on obtient

(\]

- sir
Age(x) = {E L

Or, ceci converge vers 2§ dans D'(R?), ce que nous voulions démontrer. H

€
LT ?18(075]

La solution fondamentale que nous allons donner pour la dimension d > 3 fait intervenir
les mesures des sphéres unités et des boules unités en dimension supérieure, on notera wy la
mesure de la boule unité de RY, et s, celle de la sphére unité (donc la mesure de S¥1), on a
vu dans la sous-section que $q = dwy.

Proposition 4.2.2. Pour d > 3, une solution fondamentale de A est donnée par la fonction

‘$|2_d

E _—
x}—>8d(d—2)
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Démonstration. Comme précédemment, on notera r = |z|, on remarque que comme d > 3,
la fonction ¢ : x — T,d%Q est localement intégrable : elle est en effet continue sur R%\ {0} et

on a
1 ! 1
———dx = ———dxd
/31 a2 / s, o2
/ S |m|d Qdaldr
1
dod
/ |r|d2/sl i
:/ rsqdr < oo
0

On va utiliser une astuce similaire au cas d = 2, en approchant g par une suite de fonctions
g- de classe C!, on pose
_ r2=d sir>e
ge() = a.r’ +b. sir<e

a nouveau, notre volonté d’avoir une fonction contintment dérivable contraint les valeurs de
a. et b,
e =qa.e? +b. et (2— d)sl_d = 2a.€

On obtient donc a, = % % et b, = ggQ_d, ainsi

2

d d—2 /r\2 d
2 2—d 2-d
€ be— __—(—> < —
et c <2 2 € > "2
’ d,.2—d

on a donc |g.| < §7°7¢, et donc g. converge dans L} (R%) vers g par convergence dominée.
Il reste a calculer le laplamen de g- : on a

Ala.r? +b.) = 2da. et A(r*™%) =0

donc
A(g:) = d(2 — d)e N p e

enfin, le théoréme 4.1.15/ nous donne que

/ d/\:/ / dardr:/ rd s dr = elwy,
B(0,e] 0o Js, 0

ainsi, e 1y converge dans D'(R?) vers wydy, en effet, pour p € D(R?), on a

(e 0.1 ) — watp(0) = / LR

Pour tout o > 0, & partir d’un ¢ assez petit, on a |¢(z) — ¢(0)| < «, donc
|<€_d]ll3(0,a[> §0> - wd@(o)\ S awy

d’ou la convergence annoncée. On a donc Ag = d(2—d)wadp = (2—d)sqdp, d’ott le résultat. [
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Les solutions fondamentales que nous avons trouvées présentent une particularité intéres-
sante : ce sont des fonctions lisses, sauf en l'origine, cette forme remarquable va nous per-
mettre d’énoncer un résultat remarquable sur les solutions dans D’ (R?) de Péquation AT = 0.

Proposition 4.2.3. Pourd > 3 et f € £'(RY), la distribution T = E * f est une solution de
Uéquation AT = f. En dehors de Supp f, il s’agit d’une fonction lisse qui tend vers 0 quand
|z| tend vers +oo.

Démonstration. La proposition démontre directement le premier point. Soit ensuite ®,
une fonction plateau pour {0} a support inclus dans B(0, €], et & valeurs dans [0, 1], la fonction
0. =1 — &, vaut 1 sur B(0,¢[¢ et vaut 0 au voisinage de {0}, la fonction 6. F = E. est lisse
(car la seule éventuelle singularité de E se trouve en 0), et on a Supp (E — E.) C B(0,¢],
avec

T=Ex+f+(E—E)xf

Le premier terme est une fonction lisse, et le second une distribution & support dans Supp f+
B(0, ¢[.

Si a ¢ Supp f, en prenant £ = %d(a, Supp f), on obtient que 7T est lisse au voisinage de a,
d’ou la régularité annoncée.

Ensuite, si n est I'ordre de f et K’ un voisinage compact de son support, on a

(B f)(x)| < C ) ||o°mEx

|a|<n

oo, K’

donc, si d(a, K') > ¢, on a

I T(@)| = (B f)(2)| < C Y |0 REe|| e

|lal<n

Comme E est un O(1/r) quand r tends vers +00, il en va de méme de E. et de ses dérivées,
le second membre ci dessus tend donc vers 0 quand z tend vers +oo. O

On remarque que pour le premier point, nous n’avons pas utilisé la forme particuliére de E
comme solution de A, on a en fait, le résultat général suivant

Proposition 4.2.4. Soit A € &'(RY), f € E'(R?) et E une solution fondamentale pour A,
qui soit une fonction lisse hors de lorigine. La distribution T = E x f est une solution de
Uéquation AxT = f, et en dehors de Supp f, il s’agit d’une fonction lisse.

Corollaire 4.2.5. Soit Q un ouvert de R, P un opérateur différnetiel & coefficients constants.
Si P admet une solution fondamentale lisse sur R sauf peut-étre en lorigine, alors toute
distribution T € D'(Q) vérifiant P(T) = 0 est une fonction lisse.

Démonstration. 11 suffit de montrer que T est lisse au voisinage de tout point a de €2, soient
donc a € Q et ¢ une fonction plateau pour un voisinage de {a} dans €, il suffit de montrer
que Ty est lisse au voisinage de a (car elle y est égale a T).

Txp=(ExP)x(¢T)=Ex(Px¢T)=E*x0=0

on a associativité de la convolution car P et ¢T sont a supports compacts. Comme P(T) = 0,
et comme les dérivées de ¢ sont nulles au voisinage de a, on a a ¢ Supp ¢T, donc ¢T' y est
lisse par la proposition précédente. O
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Ce dernier résultat sera réutilisé dans les cas suivants. En particulier, en 'occurrence, on
obtient que toute distribution (en particulier toute fonction C2?) harmonique sur R? est en
fait une fonction lisse.

4.2.2 Opérateur de Cauchy-Riemann

On se place sur R?, que 1’on identifiera & C, on sait qu’une fonction f : C — C est holomorphe
sur C si et seulement si elle est de classe C! et si elle respecte les équations de Cauchy-
Riemann :

O Re(f) = 0,3m(f) et 9,Re(f) = —0,9m(f)
Ce qui est équivalent a dire que
%(ax +i0y)f =0
On s’intéresse donc a l'opérateur 9; = 3(9, +19,), (on peut accessoirement se demander s’il
existe des distributions "holomorphes’ dans le sens ou D(T") = 0).

On recherche donc une solution fondamentale de 'opérateur d>. Commencons par supposer
que T est une solution dans S’(R?), par transformée de Fourier, on obtient

F(8,T) +iF(0,T) =2 < iaT —yT =2
iz +iy)T =2
2T = —2i
La fonction Z : z — % est localement intégrable sur C, comme elle est méromorphe, il suffit
de considérer le cas d’un compact contenant 0, et donc de vérifier que U'intégrale suivante est

finie
[ /
B(0,1]

par changement de variables polaires, on obtient

1 27
]:/ / CdTZQ?T
o Jo T

ainsi, Z définit bien une distribution. Montrons qu’elle définit une distribution tempérée :
soit ¢ € S(R?), on a

1

z

d\

/ w(C)I(C)dC‘ </ ECESTS [ etolc

C\B(0,1]
<27 [l + llell

Donc —2iZ est une solution dans S(R?) de I'équation 25 = —2i.

Proposition 4.2.6. La fonction %I est une solution fondamentale de l'opérateur 0.

Démonstration. Remarquons que la distribution Z est homogene de degré -1 (au sens on
DI = %I), ainsi, la distribution 0:Z est homogéne de degré -2. Par ailleurs, comme 7
est holomorphe sur R? \ {0}, la distribution 9:Z est a support dans {0} : il s’agit d’une
combinaison linéaire de dérivées de mesures de Dirac :

0T = Z e, 0%3,

acA

81



Mais, on a, pour A € R*
A?0:1 = DyO:-T

= \ 72 Z 1,0%8y = D) Z 1,08,

a€cA acA

= Z aaDAOO“(SO

acA

— Z aa)\f2f|a\aa6o

acA
Comme les dérivées de &y forment une famille libre, on a |a| = 0 pour tout a € A : ainsi,
0-1 = ady pour une constante a.
Pour déterminer la constante a, on applique d:1 sur la fonction f : (x,y) — exp <M)

qui est & croissante lente, on a

1 _ 1 1
0= OLf) =~ L3y =~ (T3(-a =] ) = S CT.0) =y () =
d’otu le résultat. O]
Du résultat précédent, on déduit que S = %f est solution de zS = —2i, on obtient donc que

S = —2iZ + R oul R est une solution de zR = 0.

On veut donc résoudre I'équation 2R = (z + iy)R = 0 ot R € D'(R?*). On montre que
Supp R = {0} : soit K un compact ne contenant pas 0, la multiplication par z donne une
bijection de D(K) dans lui méme, donc Rjx = 0 si et seulement si (2R)jx = 0, ce qui est
le cas par hypothése. Ainsi, Supp R = 0 et R est une combinaison linéaire de dérivées de
mesures de Dirac, donc

1~ ~
S=-T1T=-2T+ E 4,000 =1 = —-2irT+m E a,,0%dg
T
acA aEA

d’ou

T =41 = —4n’T = ~2irZ + Y aa(w,y)°

acA
= —%m (—2@'7?1 + 7 Z aa8°‘50> + Z ao(x,y)"
acA acA
= —4n’T — 2in? Z a,0%0g + Z ao(z,y)*
acA a€A

Ainsi, on obtient

0= 21> .08+ Y aalz,y)"

a€A acA
On conclut que a, = 0 pour tout o € A, et donc

T = —2%nT

La fonction Z est ainsi un vecteur propre pour la transformée de Fourier sur S’(R?).

De plus, comme la fonction Z est lisse hors de 'origine, on obtient le résultat suivant :
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Proposition 4.2.7. Soit Q un ouvert de C = R2, si T est une distribution holomorphe, alors
T est une fonction holomorphe (et en particulier lisse)

Démonstration. C’est une application du corollaire 4.2.5 O

Remarque 4.2.8. Une fonction entiére induit une distribution tempérée si et seulement si il
s’agit d’un polynome. La réciproque est claire car un polyndome est a croissance lente, et
réciproquement si S € S'(R%) est telle que -5 = 0, on en déduit que 25 = 0, donc S est a
support dans {0} et S est une fonction polynomiale réelle, donc a croissance lente, on conclut

par 'application (3.1.29]

4.2.3 Opérateur de la chaleur

On se place dans R x R? et 'on considére (4 nouveau) Popérateur bien connu de la chaleur :

d
=0, —-A=0,-) &

Si E est une solution fondamentale tempérée de cet opérateur, on obtient par transformée
de Fourier partielle : B
(O + [€1°)E = 610 ® 1.

Hors de t = 0, on obtient 1’équation @E =—|¢ \QE une équation différentielle dont on connait
bien les solutions, on a donc E(t, &) = a(€) exp(—t|¢|?) pour ¢ > 0, on cherche donc E sous

la forme
E(t,§) = H(t)a(§) exp(—t|¢[*)

OE = G1—0 ® a(€) — H(t)a(&)|&]* exp(—t[¢[*)

donc a = 1 convient pour avoir (0; — A)E’ = 0, on veut donc calculer la transformée de
Fourier partielle inverse de

E(t,¢) = H(t)e "
L’application |3.1.30| nous permet de calculer
= L

B(t,x) = H(1) (W>de B = (2n) E(t, —x)

On trouve donc la solution fondamentale suivante

E(t,x) = H(t)(4nt)”

On peut a nouveau appliquer le corollaire [4.2.5| pour obtenir que toute distribution vérifiant
0T = AT est une fonction lisse.
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4.2.4 Opérateur de Schrodinger

Il est aisé de donner une solution fondamentale pour un opérateur de chaleur de la forme
0y — cA pour ¢ > 0. L’opérateur de Schrodinger constitue une nouvelle modification, on
considére désormais un parameétre complexe :

d
P=0,—iN,=0,—i) 0}
k=1

A nouveau, nous allons utiliser la transformée de Fourier partielle : si £ est une solution
fondamentale, on a _

(0 +ilE]*) E = b0 ® L
Pour ¢ > 0, on est donc amenés a résoudre 0,F = —i|¢[2E, dou E(t,z) = a(¢)e ™, on
recherche E sous la forme

E(t,z) = H(t)a(&)e 1P

On a alors B
OHE = 6= @ a(€) — iH (t)a (&) [¢[* exp(—it|¢[*)

on prend & nouveau a constante égale a 1, on souhaite donc calculer la transformée de Fourier
inverse de

B(t,€) = H{tpe

et pour cela, calculer la transformée de Fourier de T : =z +— e ot ¢t > 0. En I’état,
Papplication [3.1.30| ne peut étre utilisée, on introduit donc la fonction intermédiaire

Tu(z) = eleible

Par convergence dominée, T. converge vers T dans §'(R?), il suffit de calculer F(T}) :

L)) = (%) T

A nouveau par convergence dominée, ceci converge dans S’(R?) vers

F(T)(x) = (%)desz _ ( \/? em/4>de“zf

4.2.5 Opérateur des ondes

Nous terminons cette exposition rapide par 1’équation des ondes : on se place dans R ! et
on considére I'opérateur de D’Alembert :

d
O=0 -0 =07 - &
k=1
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Si E est une solution fondamentale de cet opérateur dans R?!, on obtient par transformée
de Fourier partielle que

(7 + |E1") E = 61z @ 1¢

Hors de t = 0, on doit avoir (92 + |¢|2)E = 0, les solutions sont de la forme

a(&) cos(t[¢]) + b(€) sin(Z/<])

On cherche donc une solution de la forme

E(t,€) = H(t)(al&) cos(t|¢]) + b(€) sin(t[¢]))

On a alors
0E(t,€) = di—o @ (a(€) cos(t[€]) + b(&) sin(tI€])) + H(t)(—a(€)[€] sin(t|€]) + b(&)|€] cos(t€]))

= Oi=0 @ a(§) + H(1)[§|(—a(&) sin(t[€]) + b(€) cos(t[€]))
OFE(t,€) = 61—y © a(€) + im0 © b(E)|E] = H(#)[€[*(a(€) cos(t[€]) + b(€) sin(¢|¢]))

Donc

(0F + €D E = 61— @ (&) + di=ob(€) €]

On prend donc a = 0 et b(§) = %', on aurait donc E(t, ) = H(t)sing‘lﬁ\)

, une fonction continue

en &, et bornée par max(t,0), donc un élément de S’'(R4*1).

Nous n’avons calculé la transformée de Fourier partielle inverse de E que dans le cas de
la dimension 3 (& la section précédente), on a donc la solution fondamentale suivante pour
d=3:

Ot
2mt
On remarque que cette distribution est a support dans le cone {(¢,7) € R4 | |z| < t}, ce qui

traduit des propriétés physiques de transmission des ondes. Nous avons par ailleurs démontré
cette derniére propriété sur les supports en toute dimension dans ’application |3.1.31]

E(t,z) = H(t)
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