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Catégories triangulées, exemples.

1 Compléments sur les définitions

On a vu dans I’épisode précédent que les foncteurs Hom sont cohomologiques : soient A € D

ot X Loy Loz h X[1] un triangle exact, on a une suite exacte

Hom (A, X) > Hom (A, ) —*~ Hom (A, Z) —~ Hom (4, X[1]) 22 Hom (4, Y1)
Une fagon de voir cette suite exacte courte est de dire que f est un 'noyau faible’ de ¢, au
sens oll , sit: A — Y est tel que g0 = 0, alors + € Ker g, = Im f,, autrement dit il existe
¢ € Hom (A, X) tel que fo = . Tout ceci se résume dans le diagramme suivant :

A
Elgo//LL
y2 0
X vy

f g

Tout en rappelant la propriété universelle du noyau, ce résultat s’en éloigne car il manque
I'unicité dans le morphisme de factorisation, c’est pour ¢a qu’on parle de noyau faible, plus
généralement, on parlera de ’limite faible’ ou de ’colimite faible’ si on a existence d’un mor-
phisme de factorisation, mais pas forcément unicité.

De la méme maniére, on peut montrer que g est un conoyau faible de f, et c’est le manque
de ’canonicité’ de la factorisation qui fait que Z = C(f) n’est pas défini fonctoriellement (le
cone de f est simplement un 'conoyau faible’ dans le sens précédent).

Manifestement, dans une catégorie triangulée, on a existence des noyaux faibles et conoyaux
faibles (et méme unicité a isomorphisme non canonique prés), on peut se poser des questions
similaires concernant les pushout et pullbacks :

1.1 Pushout et pullbacks faibles

Dans une catégorie additive, on voit qu'un carré de la forme

x—1.vy

a:l/ ly
X —=Y
fl
est commutatif si et seulement si la composée suivante est nulle

X () Yo X ) v



Lemme 1.1. Dans une catégorie abélienne, soit un carré de la forme précédente. Alors le
carré est un

—f ,
(a) Pushout < on a la suite exacte : X@Y@X’MY'—>O

—f ,
(b) Pullback < on a la suite exacte : O—>XQ>Y o x Yy

—f ,
(¢) Bicartésien < on a la suite exacte : 0 —— X @Y @ X' Wiy g

Démonstration. Exercice (penser a la propriété universelle du noyau/ du conoyau) O

On remarque ainsi que si f’ est un épimorphisme, il en va de méme de (y f’), et donc
le carré, si il commute, est automatiquement un pushout. On peut tenter de reformuler ces
caractésisations dans une catégorie abélienne, en remplacant suite exacte par triangle exacte!

Définition 1.2. Soit D une catégorie triangulée, un carré

x—1.oy

|
X’ — Y’
est dit carré homotopique s'il existe § : Y’ — X[1] tel que Pon ait un triangle distingué
x Ly o x @y oy
On a alors que (z, f) est un pullback faible de (f',y) et que (f',y) est un pushout faible
de (z, f).

Gréce aux axiomes TR1 (et TR2), on remarque que les pushout/pullback faibles existent dans
une catégorie (pré)-triangulée, en construisant des triangles exacts a partir des morphismes

(57) ou (y f").

1.2 Equivalents & ’axiome de ’octaédre

Désormais motivés par les notions de pushout et pullback faible, nous allons pouvoir intro-
duire quelques versions équivalentes a I’axiome de 'octaédre dans cette partie, essentiellement
issue de [?], nous ne reproduirons pas les preuves des équivalences entre les axiomes : elles
sont plutot techniques et peu instructives.

Commencons par réecrire 'axiome de l'octaédre : on peut le résumer dans le diagramme
commutatif suivant, dont les lignes et les colonnes sont des triangles exacts :

x-loy 4 gz M oxp
[
k]
Y
X ! Y, ! Z, ! X[l]
f g [ h
v %%
Y
W=
[
w | w’
¥



avec f[1]h = wv'.

Cet axiome un peu obscur admet un pendant bien plus familier dans une catégorie abélienne :
Imaginons un instant que ’on travaille non pas avec des triangles exacts mais avec des suites
exactes courtes X —=Y ——Y/X | le diagramme précédent se réecrirait, comme :

x—t .oy 9. yix
|
T
\
X Y — VX
|

I g
\’U IU,

A
Y'Y ==Y'|Y

Qui nous apprend en somme que Y'/Y ~ Y'/X /Y/X. On reconnaitra avec bonheur le

troisiéme théoréme d’isomorphisme !

Par ailleurs, on peut voir 'axiome de I'octaédre comme un renforcement de ’axiome TR3 :
en effet, dans un diagramme de la forme

X Y Z X[1]
L

On peut appliquer TR1 sur le morphisme Y — Y” pour se retrouver dans la situation initiale
de loctaédre : ce dernier affirme alors en particulier 'existence d’un morphisme Z — 7’
donnant un morphisme de triangles.

Une version équivalente de I'octaédre consiste alors en un autre renforcement de TR3, impo-
sant une condition de carré homotopique :

Proposition 1.3. Dans une catégorie pré-triangulée, il est équivalent d’avoir TR/ et d’avoir
la propriété :
Dans tout diagramme commutatif de la forme

dont les lignes sont des triangles exacts, il existe z : Z — Z' faisant de [1x,y, z] un morphisme
de triangles, tel que
V)
Y

v (= ¢ il

ZoY Y[

soit un triangle ezxact.

Cet axiome admet une version duale (elle aussi équivalente 4 TR4)



Proposition 1.4. Dans une catégorie pré-triangulée, il est équivalent d’avoir TR/ et d’avoir
la propriété :
Dans tout diagramme commutatif de la forme :

dont les lignes sont des triangles exacts, il existey : Y — Y’ faisant de [1x,y, z] un morphisme
de triangles, tel que
)
Y

v (= ¢ P

ZaY Y11

soit un triangle exact.

Il existe encore d’autres équivalents, détaillés dans [?], notamment que 'on peut reconstituer
des morphismes de triangles exacts & partir de carrés homotopiques...

2 Catégorie homotopique de la catégorie des complexes

2.1 Définition, cone de morphisme

On se place dans A une catégorie abélienne, la catégorie C'(A) des complexes de chaines sur
A est elle méme une catégorie abélienne.

Soient C, D € C(A) et f,g: C — D deux morphisme, on rappelle que f et g sont homotopes
s’il existe h,, : C), = Cy 41 pour n € Z, avec 6, 11hy + hp_1dy, = frn — g

dn

dn+1
Cn—H On On—l

hn hn—l
frt1 9n fn Gn—1 1

Dn+1 Dn Dn—l

an+1

§n+1 671 67171

Cette relation d’homotopie est une relation d’équivalence, compatible & la composition, ce qui
permet de définir K(A) la catégorie homotopique de la catégorie des complexes : ses objets
sont ceux de C(A), et les morphismes sont les morphismes de complexes & homotopie prés.

Proposition 2.1. La catégorie K(A) est additive.

Démonstration. La somme des morphismes de complexe passe bien a 1’homotopie, ainsi
Hom x(C, D) est bien un groupe abélien. De méme, si (X;);cp1,4) est une famille finie de com-
plexes, on a un biproduit des X; dans C'(A), il s’agit encore d’un biproduit dans K(A). O

Remarque 2.2. A ce stade, on est en droit de se poser la question : est-ce que K(A) est
une catégorie abélienne. C’est (mal)heureusement faux, en effet nous allons voir que K(A)
est une catégorie triangulée. Et les structures de catégories abéliennes et triangulées sont
‘incompatibles’ dans le sens suivant :



Proposition 2.3. Soit A une catégorie abélienne. Si (A, [1],T) est une catégorie triangulée,
alors A est une catégorie semi-simple (toute les suites exactes courtes sont scindées).

Démonstration. Considérons une suite exacte courte 0 x Ity 2.z 0, par
TR1, on inclus f dans un triangle exact
xtoy Loz X
h[—1 '
Par rotation, on a un triangle exact Z'[—1] W x y—2= 7', comme la composée de

deux morphismes dans un triangle exact est nulle, on a fh[—1] = 0, et donc h[—1] = 0 car
f est un monomorphisme, donc A = 0. On a ainsi un diagramme commutatif dont les lignes
sont exactes

x Loy Lo 0 xq

| Lo

X X 0 X[1]

1x 0 0

En utilisant TR2 et TR3, on obtient un morphisme 7 : ¥ — X donnant une morphisme de
triangles, en particulier rf = 1x, et f est un monomorphisme scindé. O]

Ainsi, si K(.A) est abélienne, elle est semi simple, ce qui entraine que A est semi-simple : soit
0 — A — B — C — 0 une suite exacte courte de A, on peut la voir comme une suite exacte
courte de C'(A) (en voyant A, B, C' comme des complexes concentrés en degré 0), cette suite
est également une suite exacte courte dans KC(A) (en effet, si C' et D sont deux complexes
concentrés en degré 0, il n’y a pas d’homotopie non nulle entre les morphismes C' — D). Elle
est donc scindée par ce qui précéde, et il en va alors de méme de la suite de départ, donc A
est semi-simple.

Mais revenons a nos moutons : il faut montrer que K(.A) est une catégorie triangulée, et pour
¢a nous devons construire le foncteur de translation. Soit C' € C'(A), on définit C[1] comme
le complexe décalé vers la gauche :

7dn *dnfl

Cn Cn—l Cn—2
n+1 n n—1
On a donc C[1], = Cy,_1 et d[1],, = —d,,—1 (le signe est important, on verra pourquoi).

De méme, si f : C'— D est un morphisme de complexes, on peut poser f[1] : C[1] — DI[1]
par f[1], = fu_1, qui donne évidemment un morphisme de complexe : on a bien un foncteur
C(A) — C(A), on voit de plus que si f est homotope a 0, il en va de méme de f[1] : le
foncteur [1] donne bien un foncteur K£(A) — K(A).

Lemme 2.4. Le foncteur [1] est un automorphisme additif de K(A), sa réciproque est le
décalage vers la droite [—1].

A présent, pour f : C' — D un morphisme de complexe, on définit le céone de f par M(f), =
X, 1 @Y, muni de la différentielle A, = <_fi7:1 (;)n
Chain'e (calcul immédiat).,On a de pluj d(lein morphismis Cailoniques, oct( J;) Y A_> M( f.) ot
géﬁl iaj\/c[igfffér;t)iil[llj ((11((3) I;I(l?ls] pqai]feaﬁ({}; e_s t(u% )n:(frg l(l{s)m_e)éo X,_.) (c’est bien grace au signe

), on obtient bien un complexe de



Exemple 2.5. e Le morphisme nul X — 0 a pour cone X[1], le morphisme nul 0 — X a
pour cone X.

e Si A et B sont des complexes concentrés en degré 0, et f : A — B un morphisme, alors
le cone de f est le complexe

0 A-1.pB 0
9 1 0 1

e Le cone M(1x) est un complexe contractile, donc isomorphe au complexe nul dans IC(A).

2.2 La catégorie K(A) est triangulée
On appelle triangle standard dans K(A) tout triangle de la forme

f

% o(f)

B(f)
X M(f) —=X[1]
et on définit les triangles exacts de C(A) comme les triangles isomorphes (comme triangles
dans IC(A)) a un triangle standard.

Théoréme 2.6. La catégorie K(A), munie du foncteur [1] et de la classe de triangles exacts
ainst définie est une catégorie triangulée.

Remarque 2.7. Cette procédure de définir une classe de triangles ’standards’, puis de définir
les triangles exacts comme les triangles isomorphes aux triangles standards est une stratégie
assez commune pour construire des catégories triangulées.

Démonstration. On vérifie machinalement les différents axiomes :

TR1 : Par définition, la classe des triangles exacts est stable par isomorphisme de triangles.
Ensuite, tout morphisme f : C — D dans K(A) se compléte en un triangle standard, en
particulier en un triangle exact.

Enfin, le cone du morphisme 1o : C' — C est un complexe contractile (cf remarque précé-
dente) : on a alors un isomorphisme de triangles :

¥, C a(le) M(lc) B(lc) O[]_]
I
0 ]

1x

(notons bien que c’est un isomorphisme dans K(.A), pas du tout dans C(.A) a priori), ainsi,
on a bien un triangle exact

% C—0—=C[1]

TR2 : 1l suffit de montrer TR2 pour la classe des triangles standards. Considérons donc

ct.pL M(f) RGN C[1] un triangle standard, nous allons montrer que les triangles
a(f) B(f) —f] a(f) a(a(f)) B(a(f))
D—=M(f) ==C[l] —=D[1] et D—=M(f)—=M(a(f))—=D[1]



Sont isomorphes dans [C(A), on travaille donc & homotopie prés.
Pour construire notre isomorphisme, on considére les morphismes ¢ : C[1] — M («a(f)) et

Y M(a(f)) — CI1] définis par

_fn—l

(bn = 1Cn—1 . Cn—l — Dn_l@cn_l@Dn et wn = (0 1Cn—1 O) : Dn—l@Cn—l@Dn — Cn—l

0

(on vérifie immeédiatement qu’ils s’agit de morphismes de complexes)
On construit alors les diagrammes :

B(f) —f1] o(f) a(a(f))

D2 () ] pl1] et DL v ™™ D ar(a(r) M ppy
| | | P
D~ M) oM @lh) sz PU D~ M) —5 Gl —5~ DU

On doit montrer qu’il s’agit bien de morphismes de triangles : d’un c6té, on a bien S(a(f))o
¢» = —f[1], et de Pautre, on a seulement une homotopie entre ¢ o S(f) et a(a(f)), homotopie
donné par les morphismes d’homotopie

0 —ly,
s, =10 0 cM(f)n=Xn1® Y, = M(a(f)ns1 =Yn & X @ Yoi
0 0
En effet, on a
_fn—l 0 0
(60BN —aa(f) = | 1x,, | (e 0) = [1x,, 0
0 0 1y,
_fnfl 0 0 0
= 1Xn71 O - ]‘an1 0
0 0 0 1y,
_fnfl O
= 0 0
0 -1y,
et
_dzz/ 0 0 0 _1Yn 0 —1yn71 X
AT o s, + s, q0ddD = 0 —a¥ o0 {0 0o |+[o o0 (_fdn1 »
Ly, In dZ_H 0 0 0 0 n—1
0 d}; _fn—l _dg
=10 0 + 0 0
0 —ly, 0 0
_fn—l 0
= 0 0
0 -1y,

n

)



De la méme maniére, ¢ est un morphisme de triangles car 5(f) = ¥ oa(a(f)) par définition,
et —f[1]oyp ~ B(a(f) par 'homotopie (00 —1x,) : M(ca(f))n — Y[1],. Enfin ces morphismes
sont des isomorphismes dans IC(A) car 1 o ¢ = 1xy) (par définition) et ¢ o 1) ~ 1ar(a(p)) par
les morphismes d’homotopie

00 —ly,,
00 0 ):Ma(f)n— Ma(f))nm
00 0

TR3 :A nouveau, il suffit de montrer le résultat pour les triangles standards : soit donc un
diagramme commutatif

oYy 2% o
L

Tn—1

0 ¥n
qui fait commuter le diagramme ci-dessus dans C'(A) (donc a fortiori dans K(.A)).
TR4 : L’axiome de l'octaédre : On le montre directement dans sa forme classique. A nouveau
on peut se contenter du cas des triangles standards, soit un diagramme commutatif

On pose z : M(f) — M(f') par z, = < , il s’agit d’un morphisme de complexes,

M) 20 ey

Il reste a construire les morphismes z : M (f) — M(f'), 2/ : M(f') — M(y) et 2" : M(y) —
M (f)[1] qui conviennent : on pose

w9 0) A= (ML) =amesw=(,,) )

On vérifie immeédiatement les relations de commutativité (elle sont vraies dans C(A), pas
besoin d’avoir recours & des homotopies). Il ne reste plus qu’a montrer que le triangle

M(f) === M(f') == M(y) =~ M(f)[1]

est exact, pour ce faire, on va construire un isomorphisme (dans IC(A)) entre ce triangle et
le triangle standard

M(f) == M(f") 22 () 25 M)y



On recherche donc des morphismes de triangles de la forme (1), Lar¢sr), o) et (Larcpys Largsry, 7)s
étant inverses 'un de I'autre. Donc les morphisme o et 7 doivent donc respecter (dans IC(A)) :

ooz =a(z) B(z)oo=2" Too =1y
Z=1oa(z) B(z)=2"oT oot =1y

On pose
0 0
— 1Dn71 O . / !
On = 0 0 . anl @ Dn — Cnf2 b anl S Cnfl S Dn
0 1p

T, = O ]“anl fnfl 0
"=l 0 0 1p

On obtient directement

) Cho® D, 1®C, 1@ D; — Dy 1 @ D;l

0 0
(0 1py far O 0 0| _ (fur O _
(7o a(z))n = (0 0 0 1D;) Ip,, 0 |~ ( 0 1p ) ™
0 1p:,
0 0
(1c,, 0 0 0 1p,, O | _ 0o 0y
(B(z) e o)n = ( 0 1p,_, O 0) o o | \1p , o)
0 1p:,
En revanche, les autres relations ne tiendrons qu’a ’aide d’une homotopie : On va montrer que
le, , O
a(z) est homotope a o o 2/, par les morphismes d’homotopie donnés par s, = 8 8
0 0
M(f")n = M(2)p+1. On a
0 0
o ! _ _fn—l 0
(a(z) —oo0z2), = o . 0
0 0
et en notant que
de , 0 0 0
M
dM(z) _ _dn—({) 0 , _ _fn—2 _d'rlz)—l 0 0
" Zn—1 d%(f) le, 0 _dg—1 O/
0 Yn—1 1 dﬁ)
On vérifie directement qu’on a bien 'homotopie voulue :
., 0 0 0 le, , 0 le, , 0
D C
M(z) M) _ —fn1 —d; 0 0 0 O 0 O —d;_
dos1 ©nt Snr0d, le, , 0 —d¢ 0 o ol o o -
0 e fh dP 0 0 0 0
. 0 —d¢ ;0 0 0
_ _fnfl 0 + 0 0 _ _fnfl 0
|1, O 0 o] | 1¢,, O
0 0 0 0 0 0




De la méme maniére, on obtient que §(z) est homotope a z” o 7 par les morphismes d’homo-

. (0 0 1¢,., OY)
topie s, = (0 00 O) s M(2)n — M(f)[1])ns1-

Il ne reste plus qu’a montrer que o et 7 sont des isomorphismes dans K(A), on a déja
T o0 = 1y par définition, et réciproquement, on a

0 0 0 0

. 0 1Dn_1 fn—l 0

(Gomn=19 g 0 0
0 0 0 1p

Si 'on pose les morphismes d’homotopie par s, : M(z),, — M(z),11 par

~1¢,_,
0
0
0

o O OO
o O OO
o O OO

alors on a a nouveau co7 ~ 1lys(;). On a donc bien que IC(A) est une catégorie triangulée. [
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