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L2 Mathématiques Théorie des ensembles

TD 2 - Fonctions, équipotence

† Fonctions

Exercice 1. Soient f : E → F et g : F → G deux applications. On note h = g ◦ f la composée.

1. On suppose h injective et f surjective. Montrer que g est injective.

2. On suppose h surjective et g injective. Montrer que f est surjective.

Exercice 2. Soit f : E → F une fonction. Montrer que

1. f est injective si et seulement si f∗ : P(E) → P(F ) est injective.

2. f est surjective si et seulement si f∗ : P(F ) → P(E) est injective.

Exercice 3. Soit f : E → F une fonction. Montrer que

1. f∗(∅) = ∅, f∗(F ) = E.

2. f∗(∅) = ∅, f∗(E) ⊂ F .

3. Soit I un ensemble, et soit (Ai)i∈I une famille de parties de E indexée par I,

f

(⋃
i∈I
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f∗(Ai) et f
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Ai

)
⊂
⋂
i∈I

f∗(Ai).

4. Donner une fonction f : E → F , ainsi que deux ensembles A1, A2 ∈ P(F ) tels que f∗(A1 ∩ A2) ̸=
f∗(A1) ∩ f∗(A2).

5. Pour B ⊂ F , on a f∗(Bc) = (f∗(B))c.

Exercice 4.

1. Soit f : E → F une application linéaire entre deux espaces vectoriels. Écrire Ker f (resp. Im f) sous la
forme d'une image réciproque (resp. d'une image directe).

2. Soit P : C → C une application polynomiale. Écrire l'ensemble des racines de P sous la forme d'une image
réciproque.

Exercice 5. Soient E et F deux ensembles et f : E → F . Démontrer que

1. ∀A ∈ P(E), A ⊂ f∗(f∗(A)) ;

2. ∀B ∈ P(E), f∗(f∗(B)) ⊂ B.

Donner des hypothèses sur f pour avoir des égalités.

Exercice 6.

1. Soient A et B deux ensembles. Montrer que A∩(A∪B) = A et A∪(A∩B) = A en utilisant les indicatrices.

2. Calculer 1A∆B.

3. En déduire que ∆ est associative (A∆B)∆C = A∆(B∆C).



Exercice 7. Soit f : E → F une fonction et B ∈ P(E). Montrer que 1f∗(B) = 1B ◦ f .

† Équipotence

Exercice 8. On considère les di�érentes relations suivantes. Pour chacune, dites si ce sont des relations d'équi-
valence :

1. E est un ensemble quelconque, et xRy si et seulement si x = y dans E.

2. E = N \ {0, 1}, et nRm si et seulement si pgcd(n,m) ⩾ 2.

3. X est un ensemble quelconque et E = P(X). On pose ARB si A ∩B ̸= ∅.

4. E = R et xRy si x ⩽ y.

5. f : E → F est une fonction, et xRx′ si f(x) = f(x′).

Exercice 9.

1. Montrer que N est en bijection avec N∗ et 2N.
2. Soit E un ensemble. Construire une bijection entre P(E) et l'ensemble des fonctions E → {0, 1}. Si E est

�ni de cardinal n, montrer que Card(P(E)) = 2n.

3. Soit E un ensemble. Construire une injection de E dans P(E).

Exercice 10. On considère l'application

f : N2 −→ N
(n,m) 7−→ 2n(2m+ 1)

Montrer que f est injective. Quel résultat du cours a-t-on retrouvé ?

Exercice 11. On rappelle que arctan′(x) = 1
1+x2 pour tout x ∈ R.

1. Montrer que arctan induit une bijection entre ]− π
2 ,

π
2 [ et R.

2. En déduire que R est équipotent à ]0, 1[.

Exercice 12.

1. Soient A un ensemble in�ni et D un ensemble dénombrable. Montrer que A et A ∪D sont équipotents.

2. Soit A un ensemble indénombrable, et soit φ : N → A une fonction injective. Montrer que A et A \ φ∗(N)
sont équipotents.

Exercice 13.

1. L'ensemble D = {a+ sin b | a, b ∈ Q} est-il dénombrable ?

2. Existe-t-il une injection f : R → D ?

3. En déduire l'existence d'un nombre réel qui n'est pas de la forme a+ sin b avec a, b ∈ Q.

Exercice 14. On pose P := {2n | n ∈ N} et I := {2n+ 1 | n ∈ N}.
1. Préciser les ensembles P ∪ I et P ∩ I.
2. Donner deux bijections φ : N → P et ψ : N → I.

3. En déduire deux bijections Φ : P(N) → P(P ) et Ψ : P(N) → P(I).

4. Montrer que l'on dé�nit une bijection f : P(N) → P(P )×P(I) par la formule f(A) = (A ∩ P,A ∩ I). On
précisera la bijection réciproque f−1 par une formule donnant f−1(B,C) pour (B,C) ∈ P(P )× P(I).



5. En déduire une bijection f : P(N) → P(N)× P(N).
6. On admet que P(N) est en bijection avec ]0, 1[. Déduire l'existence d'une bijection entre R et R× R.

Exercice 15.

1. Soit n un entier positif. Montrer que l'ensemble Q[X]n des polynômes de degré au plus n est dénombrable.
En déduire que l'ensemble

⋃
n⩾0Q[X]n est dénombrable.

2. Prouver que Q[X] est dénombrable.

3. Un nombre x ∈ R est dit algébrique s'il existe un polynôme P ∈ Q[X] tel que P (x) = 0. Un nombre réel
non algébrique est dit transcendant. Montrer que l'ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

4. En déduire qu'il existe (une in�nité indénombrable) de nombres transcendants dans R.

Exercice 16. On admet que toute suite d'intervalles (In)n∈N de [0, 1] emboîtés (inclus les uns dans les autres)
tel que la longueur des intervalles tend vers 0, véri�e ∩n∈NIn = x où x est un unique réel de [0, 1]. On souhaite
montrer par l'absurde que [0, 1] est indénombrable.

1. On suppose que {x1, x2, . . . xn, . . . } est la collection (dénombrable) des points de [0, 1]. Pour tout intervalle
I = [a, b] de [0, 1], on le coupe en trois intervalles I1 = [a, a+(b−a)/3], I2 = [a+(b−a)/3, a+2(b−a)/3],
I3 = [a+ 2(b− a)/3, b]. Faire un dessin.

2. Montrer que l'on peut choisir I1, de longueur 1/3 qui ne contient pas x1. Puis I2 ⊂ I1, de longueur 1/9
qui ne contient pas x2.

3. Expliquer comment construire une suite (In) d'intervalles tels que pour tout n, {x1, . . . , xn} ∩ In = ∅.

4. Conclure.

Exercice 17.

1. Soit N ∈ N∗. Prouver l'indénombrabilité de l'ensemble [[0, N ]]N des suites entières bornées par N .

2. Même question avec l'ensemble des suites à valeurs entières qui sont strictement croissantes.

Exercice 18. Soit f : I → R une fonction croissante sur un intervalle I de R. Pour x ∈ I, on pose

f−(x) = lim
t→x
t<x

f(t) et f+(x) = lim
t→x
x<t

f(t).

1. Soit x ∈ I. Montrer que f−(x) = supt<x f(t) et que f
+(x) = inft>x f(t).

2. Soit x ∈ I. Montrer que f−(x) ⩽ f(x) ⩽ f+(x), avec égalité si et seulement si f est continue en x.

3. À tout point de discontinuité x de f sur I, associer un rationnel q(x) ∈]f−(x), f+(x)[. Montrer que la
fonction x 7→ q(x) est injective.

4. En conclure que l'ensemble des points de discontinuité d'une fonction monotone est dénombrable.

Exercice 19. Soit (ai)i∈I une famille de réels positifs (on peut toujours se ramener à ce cas là). On suppose
que la somme de la famille est �nie :

∃L ≥ 0, ∀J ⊂ I, J fini,
∑
i∈J

aj ≤ L.

En déduire que I est dénombrable. On pourra pour cela �xer k ∈ N∗ et regarder J = {i ∈ I, ai ≥ 1
k+1}.



Exercice 20 (Cantor Bernstein, autre preuve). Dans un premier temps, on considère un ensemble A et B ∈ P(A)
et on suppose qu'il existe une injection u : A→ B. On considère (Cn)n∈N la suite de P(A) dé�nie par :

∀n ∈ N, Cn =

{
A \B si n = 0,

u∗(Cn−1) si n ⩾ 1.

Et on pose C :=
⋃

n∈NCn.

1. Montrer que le complémentaire de C dans A est inclus dans B. Faire un dessin.

2. Montrer que l'on dé�nit une fonction v : A→ B en posant

v : x 7→

{
u(x) si x ∈ C,

x si x /∈ C.

3. Montrer que v est injective. Montrer que v est surjective.

4. Qu'a-t-on montré par rapport à notre objectif ?

5. Soient maintenant f : E → F et g : F → E deux injections. Soit B = g∗(F ). Montrer que g ◦ f est une
injection entre F et B. Conclure en utilisant ce qui précède.


