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Exercice 1.
1. L’équation homogeéne associée a (F) est

(BH): y"+y +y=3
L’équation caractéristique associée a cette équation homogéne est

(EC): 7 +7r+1=0
2. On calcule
A=1%2—4x1x1=1—-4=-3

Comme A < 0, il y a deux solutions complexes :

1—iv3 1+iv3
2 T T

xr1 =

3. Comme les deux solutions de 1’équation caractéristique sont complexes, les solutions de (EFH) sur R sont

données par
Y = e 27 ()\ cos (?az) + psin (?x))

oll A et u sont deux constantes réelles.

4. Les solutions de (E) sur R sont de la forme yp, + yp, ol yp, est une solution sur R de (EH), et y, est une
solution particuliére de (£). Comme y, = 3 est une solution particuliére de (£), les solutions de (E) sont de la

forme
3 3
Yy=yntiyp= e‘%l’ <)\cos <\2[l‘> + psin ({x)) + 3

oll A et u sont des constantes réelles.

Exercice 2.
1. Si w = sin(z), on obtient en dérivant du = cos(x)dx car la dérivée de sin est cos. On a donc

sin(7/2)

I= /OTF/2(1 — sin?(x)) cos(z)dz = /S

in(0)

1
(1 —u?)du = / (1 —u?)du
0
2. Une primitive de 1 — u? est donnée par u — %3 On a donc

1
I:[u—u] -l g40=2
. 3 3



Exercice 3.
1. On a

a_ b alzr+1)+bxz—1)
r—1 z+1  (z+1)(z—1)
ar +a+bxr —b
(x+1)(x—1)
_(a+bz+a—b
o (z+D)(z—1)

. . . N 1 . N e, .
Si ceci est égal & E=D@ET) O obtient le systéme linéaire suivant :

a+b=0 b+14+b=0 20 = —1 b=—1
= = = L
a—b=1 a=b+1 a=b+1 a=b+1=3

2. D’aprés la question précédente, on a

fm):;<xi1_xil>

Sur I'intervalle |1, +o0[, une primitive de = (resp. de est donnée par In(z — 1) (resp. par In(z +1)). Une

= 1)
primitive de f est alors donnée par

A(z) = = (In(z — 1) — ln(x+1)):ln< i;)

l\D\H

3.a) L’équation homogeéne associée a I’équation (F') est donnée par
(FH): (z—D(@+1)y —y=0

b) L’équation (F'H) est équivalente a

y = Y
(x —1)(z +1)

donc ses solutions sur |1, +oo[ sont données par

r+1

ou A est une constante réelle.

4.a) On a G(z) = K(z)u(x) avec u(z) = ;—Ii On a

u(z) = uy ()

ug(z)

avec uy(z) = — 1, ug(z) = x + 1, donc

u1 () ! u) (x)ug(z)—u1 (z)uh(z) z+1—(z—1)
o (z) = (“2(90)> _ = Uz(x); : _ (=17 jr+1
9 uq () 9 uq (z) z—1 IZT—|—1

uz(x) uz(z) x+1

On obtient donc

G'(z) = K'(z)u(z) + K (z)u'(z) = K'(x) i _T_ 1 + K(aj)\/iTi(ac-i-ll)2




b) On commence par calculer

r—1
r+1

(x —1)(x+1)G(2) = K'(z)(x —1)\/(z — 1)(z+ 1) + K(x)

On a donc
(= V(@ + DG (&) — Gla) = K'(@) (@ — 1)/ (z = D(z + 1)

Si G est solution de (F), alors ceci est égal & \/(z — 1)(z + 1), donc K'(z) = 5.

¢) Une primitive de 1+ sur |1, 4+o00[ est donnée par In(z — 1), on prend donc K (z) = In(z — 1). On obtient alors
une solution particuliére de (F') :

r—1
Yp =In(z —1) T 1
Les solutions de (F) sur |1, +oo[ sont alors données par
r—1 r—1
=\ 1 -1
Y prar S AL e
ou A est une constante réelle.
Exercice 4.
1. On calcule
4 —+/4 4 4
A=(-4%—4x1x3=16—12=4, 2 = le, 2y = TV,

2

2. La fonction f est de la forme f(z) = In(u(x)), avec u(z) = x> — 4z + 3. La fonction f est alors définie si et
seulement si u(z) > 0. On calcule donc le signe de u(x) grace a la question précédente :

x —00 1 3 +o0o

u(x) + 0 - 0 +

La fonction f est alors définie sur 'intervalle | — 0o, 1[U]3, +o0].

1;/((;6))' On a ici

3.a) La dérivée d’une fonction de la forme In(u(z)) est donnée par la formule

2¢ — 4

F@) = s

b) Les variations de f sont données par le signe de sa dérivée f'(x). Comme, sur le domaine de définition de f,
la fonction 22 — 4z + 3 est positive, le signe de f’(z) est donné par le signe de 2x — 4, qui est négatif puis positif
(le changement se faisant en z = 2). On obtient le tableau de signe/variations suivant :

22 — 4 - — 0 + +

f'(x)




Les limites sont calculées par

lim 22 —4z+3 =400, lim 2?—-4z+3=0"

r—+oo z—1—,31

et limy_, 4o In(t) = +o00, lim;_,o+ In(t) = —o0.
4.a) Soit z € R, on a
u(d—z)=(4—-2)* —4(4—-2)+3
=16 — 8z +2° — 16 + 4z + 3
= 2% — 4o +3 = u(x)

En particulier, x se trouve dans le domaine de f si et seulement si c’est le cas de 4 — . Et on a

f(4 =) =In(u(4 - 2)) = In(u(z)) = f(z)

b) Pour un réel  donné, le milieu entre x et 4 — z est 2. Le graphe de f admet donc une symétrie axiale d’axe
vertical ayant pour équation x = 2.

5. Pour z assez grand, on a

T—>+00 x T—>+00

Ensuite, comme lim,_, 1 2?2 —4x + 3 = +o00, on a

2 _
lim In(z® — 42 +3) lim In(t) _0

T—~+00 1/332_433_}_3 _t%Jroo \/i

Enfin, on en déduit que

f(z) Va2 — 4z +3

=0x1=0



35

05

FIGURE 1 — Allure du graphe de f
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