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L1 ScieNCES, TECHNOLOGIE, SANTE METHODES ET TECHNIQUES DE CALCUL

CORRECTION FEUILLE 8

t Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 1. Rappelons que les solutions de I’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
a(z)y’ +b(z)y =0

s’écrivent
Yz ke® keR

avec G une primitive de —%. Dans la suite, pour désigner que F' est une primitive de f, on écrira F(z) =

[ f(t)dt. Attention, ce n’est qu’une notation et en aucun cas une égalité mathématique!

Dans ce qui suit, la méthode est toujours la méme : on commence par résoudre I’équation homogéne associée,
puis on cherche une solution particuliére de I’équation avec la méthode de "variation de la constante" :
Mettons que l'on veut résoudre a(z)y’ + b(z)y = s(z), on sait que les solutions de I’équation homogeéne sont
y: & — keC® | pour trouver une solution particuliére Yp, on cherche sous la forme y, = k(x)eC®) (on fait "varier
la constante"), on a alors

a(z)y), + b(a)yy = a(z) (K (2)e® + G (2)k(2)eC®)) + b(a)k(z)eC™ = a(z)k (z)ed®)

On cherche alors k() une primitive de — s@) __ (si tant est que ca existe).

(z)eC(=)
Bien-stir, la variation de la constante n’est pas une étape obligatoire : si vous étes extra-lucides et que vous
vinez un ution particuliére, vous avez tout a fai roi vous en servir (& condition montrer qu
devine e solution particuliére, vous avez tout & fait le droit de vous en se & condition de montre e

c’est bien une solution!).

e [’équation homogeéne associée a I’équation différentielle
2 +3y=a>+x+1

s'écrit

2y + 3y = 0.
Ses solutions s’écrivent yp(r) = ke~ 3t avec k € R. Pour trouver une solution particuliére de 1’équation, on
pourrait utiliser la méthode de variation de la constante, mais ici comme c’est un polynéme, on peut la
chercher sous la forme y,(z) = az® + bz + ¢. On a y,(z) = 2ax + b et comme y, doit vérifier 'équation, on

doit avoir
P +r+1 = 2y, + 3y, = 3az? + (4a + 3b)x + 2b+ 3¢

d’otr
1 b 1 11
a = — = ——, C = —
3’ 9’ 27
Ainsi, les solutions de I’équation sont les
2 11
Vo e R, y(z) = yp(z) + yp(z) = ke 3t + % - % + 57 ke R.

e L’équation ,
Y+ 2y = (23 +1)e”
admet pour équation homogéne
y +2y=0



dont les solutions sont les yy,(x) = ke~2%. Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante
et on suppose que y, s’écrit y,(z) = k(x)e >* avec k une fonction dérivable sur R. On calcule

(23 + 1)6””2 =y, + 2yp = K (z)e ™ — 2k(x)e™ 2 + 2k(x)e 2 = K/ (x)e ™22,
don K (z) = (23 +1)e” 2 = (23 +1)e*@+2) ot donc k(z) = Jo @ +1)e!"2)dt. On en déduit que les solutions
de I’équation s’écrivent
x
Vz eR, y(z)=e % (k +/ (3 + 1)et(t+2)dt> , keR.
0
e [’équation homogéne associée &
v +y = sin(z) — cos(z)
est
y+y=0

dont les solutions sont
yp(x) = k°—z, ke R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante : y,(z) = k(z)e™™ et on a
sin(z) — cos(z) =y, + yp = K'(x)e™",

d’ou k' (x) = (sin(z) — cos(x))e®. En faisant une intégration par parties, on a
k(x) = / (sin(t) — cos(t))e'dt = [(sin(t) — cos(t))e']s — / (cos(t) + sin(t))e’dt
0 0

= (sin(z) — cos(z))e” + 1 — /Ox(cos(t) + sin(t))edt.

Puis, en effectuant de nouveau une intégration par parties, il vient
x xX
/ (cos(t) + sin(t))e'dt = [(cos(t) + sin(t))e']s — / (cos(t) — sin(t))e'dt
0 0

= (cos(z) +sin(x))e® — 1+ / (sin(t) — cos(t))e’dt
0
d’ot - .
/ (sin(t) — cos(t))e'dt = 2 — 2 cos(z)e® — / (sin(t) — cos(t))e'dt
0 0
et donc -
/ (sin(t) — cos(t))e’dt = 1 — cos(z)e”.
0
Ainsi, une primitive de x — (sin(x) — cos(z))e” est donnée par x — — cos(z)e”. On en déduit les solutions de
I’équation

Ve e R, y(z) = yn(z) + yp(z) = ke + k(z)e™™ = ke™™ — cos(z)e” "e* = ke™* — cos(z), k € R.

Exercice 2. e L’équation homogéne associée & I’équation
v +ary==x
est
y +ay=0

Ses solutions s’écrivent )

yn(z) = ke 7, ke R.

Pour le solution particuliére, on peut utilise la variation de la constante, ou bien remarquer tout simplement
que la fonction constante égale & 1 est une solution particuliére. Les solutions de ’équation sont donc les

22
Ve eR, y(z) =ke 2 +1, ke R.



e Ici, I’équation homogéne associée a
y + 3%y = 622

est donnée par
y + 322y =0

et ses solutions s’écrivent

yn(x) = ke ™, k €R.

On remarque ensuite que la fonction constante égale a 2 est solution de I’équation et on obtient alors toutes
les solutions :
3
Ve € R, y(x) =ke™ +2, keR.

e L’équation différentielle

—x

y/+efxy — xee

admet pour équation homogéne
/

Yy +eTy=0

et ses solutions s’écrivent
yp(z) = ke® ", ke R.

Pour la solution particuliére, on fait varier la constante : y,(z) = k(z)e® " et on écrit

-1 —x

e a— yp(x)’ +e Tyy(x) = K (x)e®

d’on K'(z) = z et donc k(z) = ‘%2 Ainsi, les solutions de I’équation sont
2

Vz € R, y(z) = <k+x2> e, keR.

e [’équation homogeéne associée a I’équation différentielle
(1 + 1’2)yl —y= 6arctan(ac)

est
(1+a2%)y —y=0

et ses solutions sont »
yp(x) = kel T+ = keetan(@) | p e R,

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on écrit, avec y,(z) = k(x)edretan(z)
M) (14 a2y (@) — py(a)
— (1 + x?)kl(q:)earctan(:r) + k(x)earctan(x) - k(x)earctan(m) _ (1 + xQ)k/(x)earctan(:p)’

d’on K'(z) = H% et k(z) = arctan(z). Ainsi, les solutions de I’équation s’écrivent

Vo € R, y(z) = (k + arctan(z))e™™ @)k R.

Exercice 3.
1. La fonction A : x — xln(x) — x est définie, continue et dérivable sur R* et on a

vz e RY, A'(z) =In(z) +1—1=In(x).

Ainsi, A est une primitive de In.

2. Soit I’équation différentielle homogéne
Yy —In(z)y=0 (EH)



On cherche les solutions de 7?7 sur R}. On a

yn(z) = kefln(t)dt — keA®@) _ perin(z)—z _ kx¥e ™, k € R.

3. Posons y,(z) := K(2)e*™®)~% pour K : R*. — R une fonction dérivable. Si y, est solution de 'équation
Y — In(z)y = ze? 02 (E)

alors on a
xexln(x)—x _ y;(%') - ln(x)yp(x) _ K/(x>€xln(x)—x

d'ou K'(z) =z et K(z) = ‘%2 Une solution de (??) est donc

x2

yp(x) = ?e

x ln(m)—m‘

4. C’est du cours! Si y est solution de (??) sur R* , alors y — y, est solution de (?77) sur R% et donc y s’écrit

2 2
Yo > O’ y(x) = yh(gj) + yp(gj) = (k + 1;) ezln(m)*m — <I€ 4 Q;) ijefxv ke R.

T Recollement

Exercice 4.

1. La fonction z — i—ﬁ est définie sur R\ {—1} =] — oo, —1[U] — 1, 400].
2. Soit I'équation différentielle
(z+ 1)y — (z+2)y =z(z +1)e” (E)
Pour la résoudre sur un intervalle I C R, on doit calculer une primitive de x — ;—ﬁ, donc I ne soit pas contenir
—1. Les plus grands tels intervalles sont | — oo, —1[ et | — 1, +00[. Ce sont donc les deux intervalles sur lesquels
les méthodes de résolution s’appliquent.
3. Resolvons d’abord (?7) sur | — 1, 4o00[. Sur cet intervalle, I’équation (?7) est équivalente a ’équation
, T+2 .
— = ze”.
Y T+ 1Y
[’équation homogéne associée est alors
, T+2
- + 1Y~

Les solutions de cette équation s’écrivent
Ve > —1, yp(z) = kel T190 = pel THmmdl — peatinla+l] _ por+in(a+l) _ k(x+1)e", ke R

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante; on cherche y, sous la forme y,(z) =
k(xz)(x 4+ 1)e” et on écrit
x+2

w+1yp

=1- x—_}_l et donc k(z) =z —In|x + 1| =z — In(x + 1). Les solutions de (??) sur | — 1, 4o00|

(z) = K(x)(z + 1)e”

re” = y(z) -

d'ott k' (z) = 55
s’écrivent donc
Ve > -1, y(x) = (k+x—In(z+1))(z+ 1)e*, ke R.

On résout ensuite (?7) sur | — oo, —1[. L’équation homogéne

, TH2
_ =0
Y x~l—1y




admet pour solutions
Vo < —1, yp(z) = k™Ml = gertnC=a=1) — _pz 4 1)e”, ke R

ou encore, en posant k := —k N
Ve < —1, yp(z) = k(x + 1)e".

Pour la solution homogene, on utilise la variation de la constante : y,(z) = k(z)(z + 1)e” et on écrit

z r+2 T x
ze® =y, (r) — myp(m) =K (z)(z+1e
d’ou ¥ (z) = s =1- w%rl et donc k(z) = # —In|z + 1| = 2 — In(—z — 1). Ainsi, les solutions de (??) sur

| — 00, —1[ s’écrivent N N
Ve < -1, y(x) = (k+ 2 —In(—z —1))(z+ 1)e*, ke R.

4. Si y est une solution de (??) sur R, alors par ce qui précede, il doit exister k,k € R tels que

(k+z—In(—z—1))(z+1)e* si z<—1
(k+xz—In(z+1))(z+1)e* si z>-1

Yo e R\ (-1}, 4(2) = {

La fonction y doit étre définie et continue en —1. On calcule

lim y(z)= lim (k4+2—In(—z—1))(z+1)e* =0
T——1" T——1"
ainsi que
lim y(z)= lim (k+2z—In(x+1))(x+1)e* =0
z——17F z——17+
ces deux limites étant calculées par croissances comparées (i.e. en utilisant lim,_,g+ x In(xz) = 0). Ainsi, pour que
y soit continue en —1, il faut poser y(—1) = 0. Il faut ensuite que y soit dérivable en —1. On calcule

— (=1 ~
lim y@) —y(=1) = lim (k4+2z—In(—z—1))e” = +o0.
z——1— z+1 r——1-
Ceci montre que y ne peut étre dérivable en —1, donc qu’il n’existe pas de solution de (??) définie sur R :
Pensemble des solutions définies sur R de (?7?) est donc 'ensemble vide.

Exercice 5.
1. Soit ’équation
(x —1)(xz+ 1)y — 3z + 1)y = 3(x — 1)? (E)

On peut la résoudre sur tous les intervalles ne contenant pas +1. Les plus grands tels intervalles sont | — oo, —1],
| —1,1[ et |1,4o00[. On va résoudre (?7) sur chacun de ces intervalles. Remarquons que sur chacun de ces
intervalles, I’équation (?77?) est équivalente a ’équation

- 3x+1 L1
4 (:U—l)(x+1)y_ z+1

(E’)

et son équation homogéne associée est alors

, 3z +1

a (m—l)(x+1)y:0 (BH)



e Sur | — oo, —1[, '’équation (??) admet pour solutions

3t+1
Ve < —1, yp(z) = kel euen® ke R

On doit alors calculer une primitive de t — (t—%% Pour cela, on décompose cette fraction rationnelle en
éléments simples
3r+1 a b

C—D@+l) z2-1 241

On peut multiplier les deux membres de cette égalité par x — 1 et évaluer en x = 1 pour obtenir a = 2 et de

méme, on a b=1cet

3z +1 2 n 1
(z—1D(x+1) z-1 x+1

3t+1 dt dt
T qt=2 —2lnje 1] +1 1.
/(t—l)(t+1) /t—1+/t+1 nle—1]+njz+1]

Ici, comme z < —1,onax—1<0et x+1<0, dou

On en déduit que

Vo < —1, yh(x) _ ke21n|x—1\+1n|x+1| _ ke?ln(l—x)—i—ln(—a:—l) _ —k’(l - 1,)2(1, + 1)’ keR,
ou encore, en remplacant k par —k :
Vo < —1, yp(z) = k(z +1)(1 —2)%, k€ R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on écrit

z—1 3z +1
3 _ / o — k/ 1 _ 2 1
d’on K (z) = m La encore, il nous faut décomposer cette fraction rationnelle en éléments simples
_a n b n c
1+2)2(z—-1) x+1 (1+2)2 z-1
Avec la méme méthode que précédemment, on trouve b = —% et c= %. Pour trouver a, on écrit
4= lim 3142  b(l+z) c(lz+1) — lim 3 3

N T2 —1) (ra? 2-1 et a)@-1 20+

6+3(zx—1) — lim 3(x+1) — lim L:_§

A S e ) e D) et D —1) i@ o1) 4

et donc 3 B 3 3 3
(1+z)2x—-1)  4(14z) 2(1+x) * A(1—x)

On en tire que

3 3 3 3
k = ———dt = —=1n]|l aa —1 -1
(z) /(1+t)2(t—1) pnltelt oy F ke -1
3 3 3
= ZIn(z -1+ —" 4+ ZIn(1 - 2).
gr =Dt gom gy gl -o)
Finalement, les solutions de (??7) sur | — oo, —1[ s’écrivent
Ve < —1, yi(x) = —§ln(— —1)+i+§ln(1— Y4k ) (1 —z)*(x+1), k1 €R
xr , N1\x) = 1 Z 2($+1> 4 T 1 xT xT , K1 .



e On procéde de méme sur | — 1, 1] en faisant attention aux changements de signes dans les logarithmes. Les
solutions de (??) sur | — 1, 1] s’écrivent toujours

Vo €] — 1,1, yu(z) = k(1 —2)*(1 +z), k € R.

Ensuite, pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante, on trouve que K (z) = m

et, avec la décomposition vu ci-dessus, cela donne

~ 3 3 3
k:(ac):—Zln\x—i—l]—l—m—i—zln]l—xl

:—%m(x—i—l)—i- —i—zln(l—x).

2(x +1)

)

Ainsi, les solutions de (??) sur | — 1, 1] s’écrivent

3

3

3
+ 1 In(1—x)+ kQ) (1—x)*(x+1), kg €R.
e On utilise toujours le méme procédé : les solutions de (??) sur |1, +oo[ s’écrivent

Ve > 1, yp(z) = k(1 —2)*(1 +2), k € R.

Puis, en utilisant la variation de la constante, on trouve la solution particuliere y,(z) = k(z)(1 — z)*(1 + )
avec

3 3 3
k(x)——iln|az+1|+2 +Zln|1—:1:]

(x+1)
:—zln(x—kl)%—#—k%ln(l’—l).

2z +1) 4
Ainsi, les solutions de (?7) sur |1, +oo[ s’écrivent
Ve > 1, ys3(x) = —§1n(x+1)+i+§1n(x—1)+k (1-z)*(z+1), k3R
=T 2z +1) 4 3 ) =
On a ainsi résolu I’équation (??) sur les intervalles | — oo, —1[, | — 1, 1] et |1, +oo[. Il nous reste a voir gi I'on

peut recoller ces solutions en —1 et en 1, de sorte & ce qu’elles soient définies sur R. Supposons donc qu’on ait
une solution y de (??7), définie sur R. Par ce qui précéde, il doit exister k1, ko, k3 € R tels que

—iln(—x—l)JrﬁvL%ln(l—x)Jr% si or< -1

Vo # +1, y(z) =3(1 — 2)*(z + 1) x —%ln($+l)+m+%ln(l—x)+% si —l<zx<l1
—%ln(x+1)+m+%ln(x—l)+% si 1<z

Tout d’abord, on doit déterminer les valeurs possibles de y en 1. On calcule, a ’aide de ’expression de y donnée
ci-dessus,
lim y(x)=6= lim y(z)

r——1" r——17+
ainsi que
lim y(z) =0= lim y(x).

T—1— z—1t

Donc, pour que y soit continue sur R, on doit poser y(—1) = —6 et y(1) = 0 et donc, y s’écrit, pour tout = € R,

3(1 — 2)2(x + 1) <—iln(—x— 1) + gy + § (1 - 2) + %) s z<-1

6 s1 z=-—1
_ )2 _1 1 1 _ ko i
y(@)=<{ 3(1-az) (x+1)< Lz + 1) + gk + (1 x)+3> s —l<z<l
0 s1 T =

>

3(1— 2)2(z + 1) (—%ln(x +1) + gk + I — 1) + g) s 1<z



La fonction y ainsi obtenue doit également étre dérivable sur R. Elle est clairement dérivable sur R\ {+1} =

| — 00, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0]. Il reste a voir si elle est d’erivable en —1 et en 1. On calcule

y@) -y(-1) _ L y() =6

lim =
r——1— T+ 1 z—-1- xz+1
3 3 3 6
= i ——In(—x—1)+ —0—— + - In(1 - ki) (1—2)?—
x—>12n1—< 4n( x )+2(x+1)+4n( x) + 1)( x) prorc
3 3 6 3
= i —n(=1- - — —In(1 - ki) (1—2)?=—
ximl—< T TP ) B P P} A R S 1>( =) = oo

Ceci montre que y ne peut étre dérivable en —1; on ne peut donc pas recoller les solutions en —1. Pour un

éventuel recollement en 1, on calcule

@) =) L (@)

r—1— r—1 z—=1—xr—1

(~3m@+1) + o2y + (1 - 2) + kg) (- 1)%(1 + )

r—1— r—1

~ lim (—iln(az+1)+ +21n(1—x)+k2> (@—D)(z+1)=0

r—1— 2(35 + 1)
Cette fois-ci, un recollement est probable. On calcule également
—y(1
fim Y@ —v@) o v@)
=1+t x—1 =1tz —1

(_§ (2 + 1) + 52 + S In(z — 1) + kg) (z — 1)2(1 + )

=1+ z—1
= lim (—gln(x+ 1) + 3 + §ln(a:— 1) +k‘3> (x—1)(z+1)=0
rs1t \ 4 2x+1) 4
Ainsi, dans tous les cas on obtient
e
donc y est dérivable en 1 et on a /(1) = 0. Finalement, 1'équation (??) admet des solutions sur | — oo, —1[ et
sur | — 1,400 qui s’écrivent respectivement
Ve < —1, y(x) = <—3 In(—x—1)+ _3 + §ln(l —z)+ k> (x —1)*(z + 1),
4 20z +1) 4

(—$mx+n+ﬂ%ﬁ+gmu—@+a)u—U%x+n si—l<az<l

Ve > -1, y(x) = 0 si
(—%ln(x +1)+ ﬁ + 3In(z — 1) —i—Eg) (z—1)2(z+1) si
pour k,f1,05 € R. Cependant, I’équation (??) n’admet pas de solution sur R.
2. Cette équation est un peut moins effrayante !

1
—y —y=2-2?
X

On peut la résoudre sur R* et R% . Son équation homogene associée est

1
~y' —y=0
X

r=1

1<z



e Sur R* =] — 00, 0], les solutions de (??) s’écrivent

22

Ve <0, yp(x) =ke?, k€ R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on trouve

22

2 2% = Lyt (o) gy (o) = M2

22
d’ot k' (x) = 2(2 — 2?)e” 2 . On effectue une intégration par parties (en posant u(t) := e~ 2 et v(t) := t) pour

trouver k :
T T 12 27T T 2
k(z) :/ k’(t)dt:/ (—t)(t2 — 2)e~Tdt = [(t2 —2)6_t2i| —2/ te~Tdt
0 0 0

0

22

T 2 ac2 217%
= (22 —2e 7 +2+ 2/ (—t)e_t?dt = (22 —2)e" 7 +2+2 |:€_t2:|
0 0

[M]
[

x x (EQ
= (22 —2e 7 +2 2 =22 7.

Ainsi, les solutions de (??) sur R* s’écrivent

av2
Vo <0, y1(x) =kie? +22, ki €R.

e Sur R%, les solutions de (??) s’écrivent

2

T ~

Vo >0, yp(x) = keT, k € R.

Pour la solution particuliére, on procéde de la méme maniére que ci-dessus et on obtient que les solutions de
(77) sur R% s’écrivent
z2
Vo >0, ya(x) = koe'2 + 22, ko € R.

Si y est une solution de (??) définie sur R, alors il doit exister kj, ks € R tels que

2
z— 2 .
Vx;éO,y(x):{kleQ +2¢ si <0

T2
kees +22 si >0
La fonction y doit étre continue en 0, on doit donc avoir

k1 = lim y(z) = lim y(x) = ke

z—0~ z—0t
et donc k1 = k1 = y(0). Ainsi, y doit s’écrire

2

Vo e R, y(z) = ke'T + 2.

On remarque que ces fonctions sont dérivables sur R et vérifient I’équation (?7). Finalement, I’équation (?7)
admet les fonctions suivantes comme solutions définies sur R :

”CQ
Vz € R, y(z) =ke? + 22 keR.



T Conditions initiales

Exercice 6.

e On considére le probléme de Cauchy (i.e. I’équation différentielle avec conditions initiales) suivant :

(P)

{ (.’IJZ + 1)y/ — 2y = erarctan(z)
y(0) =1

L’équation ne pose de probléme nulle-part et on peut la résoudre sur R. L’équation homogéne associée est

, 2

% =0
x2+1y

Y

et ses solutions s’écrivent
Ve € R, yp(x) = ke2aretan(@) - c R

Pour la solution particuliére, la méthode de la variation de la constante domnne, en écrivant y,(z) =
k(x)€2arctan(x) .
xe?arctan(x) _ (1_2 + 1)y;(.%') _ 2yp(x> _ (x2 + 1)k/(x>62arctan(x)

d'ot K'(z) = %5 et donc k(z) = w On en déduit que les solutions de I’équation de (?7) s’écrivent
In(x? + 1)

VxeR,m@::< 5 +k)¥”mmw,keR

Maintenant, si on veut y(0) = 1, alors

In(0% + 1
1= y(O) _ < H(O 2+ ) + k) eQarctan(O) — k.

Donc I'unique solution au probléme (?77?) est la fonction définie sur R donnée par

In(z? +1
Vr € R, y(x) _ < n(x2+ ) + 1> eQarctan(m)‘
e Soit le probléme de Cauchy
(z+ 1)y +y=2a>
0)=0 (P)
y(0) =
I’équation pose probléme en z = —1, on va donc la résoudre sur | — oo, —1], sur | — 1, +oo[ et voir si 'on

peut recoller les solutions. L’équation homogéne associée est
(z+ 1)y +y=0.
% Sur | — 0o, —1[, les solutions de I’équation homogéne s’écrivent

—In(—z— —k
Vo < =1, yp(x) = ke 1):x+1’k€R'

Ensuite, pour la solution particuliére, on applique la variation de la constante et on obtient

K (x)

2
= 1
x (x + )$+1

d’otl k' (x) = 2% et donc k(x) = % Ainsi les solutions de 'équation sur | — oo, —1[ s’écrivent

]Cl —{L‘3
Vo < —1, yl(x) = m, kl € R.



% Sur | — 1, 4+o00[, on procéde de méme (en faisant attention aux signes dans les logarithmes!) et on trouve

que les solutions de I’équation sur | — 1, +o00] s’écrivent
k‘g — x3
Vr > —1, =—— ko €R.
“ v (@) 3(zx+1) 2

On a
+oo si k1 < —1
lim y(z)= lim yi(x)= -1 si k=-1
r——1 r——1 —o si kl > -1

et

—00 81 ko< —1
lim+y(x) = lim+y2(x) =< =1 si kg=-1
z——1 r——1 +00 s ]{,‘2 S|

Comme on veut une solution maximale (i.e. définie sur le plus grand intervalle possible contenant 0), y doit

admettre une limite en —1 : on doit avoir k1 = ko = —1 et alors
R #—1
Ve e R, y(zr) = 3(z+1)
-1 si x=-1
Dans ce cas, on a
—y(-1 —23 + 37 + 2 2 —
hmwzhmw:hm le
z——1 x+1 z——1 3(1 + x)Q z—=—1 3

d’ott 4'(—1) = 1 et la fonction y est alors solution de I’équation. Cependant, on a y(0) = —% # 0, donc y
ne répond pas au probléme posé. On doit donc considérer uniquement la solution ys sur | — 1, +oo] (car cet
intervalle contient 0), qui est maximale puisqu’on a

lim x)| = +o0
lim [y ()

car ko # —1. Enfin, pour qu’on ait y(0) = 0, on doit avoir k9 = 0 et donc, la solution maximale au probléme
posé est définie sur | — 1, +oo[ par

23
-1 =——.
ve > =1, y(z) 3(z+1)
Soit enfin le probléme de Cauchy
y —zIn(x)y =1 —2?In(z) (P)
y(2) — e21n2 —4

On résout I'équation sur R’ . L’équation homogene associée est
y —xln(zr)y=0

et ses solutions s’écrivent

Vo > 0, yu(z) = kel O L c R,

Pour calculer [”¢In(t)d¢, on utilise une intégration par parties (avec u(t) := % et v(t) :=1In(t)) :

oo ][5 (-2) -1

22

Ve >0, yp(z) = ke TCR@-D p e R,

d’ou



Pour la solution particuliére, on peut utiliser la variation de la constante, ou bien remarquer que la fonction
yp(r) = x est aussi solution particuliére. Ainsi, les solutions de I’équation de (?7) sur R* s’écrivent

22
Ve >0, y(z) = ke TCN@-D L g ke R,

Maintenant, si on veut y(2) = 4, on doit avoir

4=y(2) = ke1t@n@-D 4o <4> +2
e

d’'ott k = 2¢ = £ et donc la solution de (??) est définie sur R*. par

Yz >0, y(z) = ge%@ln(m)—l) o= %€1+§(2ln(x)—1) .

T Changement de fonction inconnue

Exercice 7. Soit ’équation différentielle

Y + P(x)y = Q(z)y" (B)

1. L’équation (?7) est linéaire si, dés qu’on a un couple de solutions (f, g) de (?7), alors f+ Ag est encore solution
et ce pour tout A € R. Ici, on a

(f +X9) + P(@)(f + Ag) = [+ P(x)f + Ag' + P(z)g) = Q@) " + Ag"
et ceci doit étre égal & Q(x)(f + Ag)™. Si Q n’est pas identiquement nulle, on doit avoir f™ + Ag" = (f + Ag)"
pour tout X\ € R, ce qui ne peut arriver que si n = 1. Ainsi, 'équation (?7) est linéaire si et seulement si n = 1.

2. Supposons n > 1 et soit y : I — R une solution de (??) qui ne s’annule jamais et posons z := y'~". Comme
y ne s’annule jamais, z est bien définie, dérivable sur I et on a

(1—n)y'(z)

Veel, 2 (z) = (1 -n)y(z) "y (x) = (o)

Comme y est solution de (?7?), ceci entraine

Ve el, 2(x)=(1-n)

= (1 -n)(Q(z) — P(x)y(2)' ™) = (1 = n)(Q(x) — P(z)z(x)).
Ainsi, z est solution sur I de I’équation différentielle

1

—n

2+ P(z)z = Q(x).

3. Nous allons appliquer la question précédente. On reconnait une équation de la forme de (??) avec P(z) =
Q(z) =1 pour tout x et n = 3. On suppose que y est une solution de ’équation

y+y=1y
sur un intervalle I, partout non nulle et on pose z := y' =3 = L. Par la question précédente, z vérifie I’équation
y
différentielle )
/
-5z +z=1
2
ou encore

2 — 22 =-2.



L’équation homogéne associée est
/
2 —=22=0

et ses solutions sont les

Vz € R, zp(z) = ke**, k€ R.
Ensuite, on remarque que la fonction constante égale & 1 est solution particuliére de ’équation et donc les
solutions de cette équation sont les

Vz €R, z(z) = ke** +1, k€R.

1

Enfin, on retrouve y via la relation y = 4/ :

1

(On prend k > 0 pour s’assurer que ce qui est sous la racine reste bien strictement positif.)
Les équations différentielle du type y' + P(z)y = Q(x)y"™ (avec n > 1) sont appelées "équations de Bernoulli”.

T Applications aux sciences

Exercice 8. Soit h: R — R’ dérivable et considérons I’équation différentielle

h(z)y' + b (z)y = =l (z) (E)
Comme h ne s’annule jamais, I’équation homogéne associée est
h'(x)
! EH
VY 0 (EH)

et ses solutions sont données par

N0 k
Vo € R, yh(x) = ke J h(t) dt _ ke*ln|h(z)\ — m, ke R.
k(z

Pour trouver une solution particuliére, on emplie la méthode de variation de la constante et on prend y,(x) = h(z)
pour obtenir

N N

b/ (x) = h(z)yp(z) + W (z)yp(z) = K (2)

d’ou ¥/ (x) = zh/(x). Pour trouver k, on intégre par parties :

Ath’(t)dt:[th(t)]”f—/l h(t)dt

et, si H désigne une primitive de h (qui existe puisque h est continue, car dérivable), on obtient

/th'(t)dt = zh(z) — H(x).

Ainsi, les solutions de (?7) s’écrivent

k+ xh(z) — H(x) k — H(x)
Vz € R, = = —, keR,
x y(x) h() x+ h()
avec H une primitive de h. Quitte & remplacer k par k + H(0), on peut supposer que H(0) = 0 et H est alors
unique. Ensuite, si 'on veut que y(0) = a € R, alors

k—H©O) k
Finalement, la solution de (?7) valant a en 0 est donnée par

Vr € R, y(x)—x—l-W,

ou H est 'unique primitive de h s’annulant en 0.



Exercice 9.

1. Notons Q(t) la quantité de substance radioactive a l'instant ¢. La décroissance de la quantité de substance a
I'instant ¢ est représentée par @'(t) et est proportionnelle & Q(¢) : disons Q'(t) = aQ(t) et « est négatif car la
quantité de substance est supposée décroitre. Ainsi, I’équation différentielle recherchée est la suivante

Q +aQ =0, a>0.

2. On résout 1’équation
Ses solutions sont données par

Comme k > 0, on a
lim Q(t) = lim Q(0)e " =0,

t——+o0 t—+o00

donc la définition de limite et le théoréme des valeurs intermédiaires assurent l’existence de tg > 0 tel q)ue
(0

Q(ty) = @. Ce tg est appelé la demi-vie de la substance. Pour trouver tg, on résout ’équation Q(tg) = QT :
0 1 1 In2
Q(0)e 0 = Q(tg) = Q) = e Fo=" = ktg=—In(=) =2 = tH= e
2 2 2 k
et on a bien Q) (%) = Q(O)efklnT2 =Q(0)e~ "2 = %. Ainsi, la demi-vie ¢y est donnée par

2
0=

3. Si la substance a une demi-vie de 10 jours, alors par ce qui précéde, le coefficient k£ vaut
In2
k= —.
10

Dire qu’il y a 28 mg de cette substance a 'instant initial signifie que Q(0) = 28. On doit alors résoudre le
probléme de Cauchy

Q+453Q=0
Q(0) =28

Comme on 'a vu ci-dessus, la solution est donnée par

In2
Ot

VE >0, Q(t) = 28¢ 1

Si I'on cherche combien il reste de substance au bout de 8 jours, on calcule alors simplement

Q(8) = 28¢ 578 — 9852 — gge 0 = 2
vV 16
Au bout de 8 jours, il reste donc 5% ~ 16.1 mg de substance.

Exercice 10. Notons f(t) la concentration en saumure a I'instant ¢ (on compte le temps en secondes ici). Fixons
un instant ¢ > 0 et considérons un "petit" pas de temps h. D’aprés ’énoncé, entre les les instants ¢ et ¢+ h, on a

retiré 10hf(t) grammes de saumure et on en a rajouté 10 x 5h. Ainsi, on a retiré l%é(()t) g/L ala concentration
et on en a ajouté %0}6. Autrement dit, on a
—10hf(t) +50h 5— f(t)

Flt+h) = fO) + —15 F(8) + 2™



En prenant la limite quand h — 0, on trouve

ft+h) - f(t)

5 f(t) _ 5 ()

h—0 h h—0 100 100
Ainsi, f est dérivable et on a
5 f(t)
Vi >0, f'(t) = ———=
et f vérifie alors I’équation différentielle
100f" + f = 5.
L’équation homogéne associée est
100f' + f =0

de solutions .
Vit >0, fn(t) =ke 100, k€ R.

Ensuite, la fonction constante égale & 5 est solution particuliére et par suite, les solutions de 1’équation s’écrivent
Vt >0, f(t)=ke 10 +5, k€ R.
Mais, comme on sait que f(0) = 20, on a k = 15 et donc
Yt >0, f(t) =5(1+ 3¢ 10).

Si 'on veut savoir au bout de combien de temps la concentration est de 10 grammes par litre, on résout

1 t
f)=10 = 143w =2 = ¢ =3 = -=h3 = t=100l3

et réciproquement, f(1001n(3)) = 10, donc la concentration est de 10 grammes par litre au bout de 1001In3 ~
109, 86 secondes, soit environ 1 minute et 50 secondes.

Exercice 11.
1. Il suffit de résoudre ’équation 2/ = g et pour cela, on intégre

t
2 (t) = / gds = gt
0
et on integre encore

s t 1
z(t) = / 7' (s)ds = / gsds = —gt?,
0 0 2

1
Yt >0, x(t) = 59752.
2. 1l ’agit d’intégrer le PFD : > ?ext = md qui donne ici ma” (t) = gm — kuv(t) soit z"(t) = g —
x satisfait bien ’équation différentielle du deuxiéme ordre

d’ou

Z'(t). Ainsi,

k
m

vVt >0, 2"(t) =g — ﬁx’(t).
m

Posons y := z’. La fonction y vérifie I’équation différentielle du premier ordre

, k
y+—y=g
m

Son équation homogéne associée est

k
v+ —y=0
m



qui admet pour solutions
k
Yt >0, y(t) = de"m’, XER.

Ensuite, on remarque que la fonction constante égale a % est une solution particuliére de ’équation et on
obtient alors toutes ses solutions :

VE> 0, y(t) = e mt + %, AER.
Par ailleurs, comme vg = 2'(0) = (0), on a vg = A + %2 d'ot X = vg — 52 et donc
VE> 0, /(1) = y(t) = % (1 _ e—%t) tuge mt = (vo _ %) e~ mt ¢ %.

Il ne reste qu’a trouver une primitive de y pour trouver x. On obtient

vVt >0, z(t) = z(0) + mgt + 2 (@ — vo> emt =" ((@ —vo) e~ m! +gt> :

Exercice 12.
1. L’équation différentielle

admet pour solutions les
Ces fonctions ont ’allure suivante :

Graphe d une exponentielle
160

120 5

100 +

exp(x)

80—

B0 —

FiGURE 1 — Allure du graphe d’une fonction exponentielle

Cette courbe signifie que la population explose au court du temps. Bien évidemment, ce modéle n’est pas réaliste
dans le cas des poissons.

Pour ce qui est d’une situation représentable par ce modéle, on peut imaginer une ville sans chats ni piéges a
rat : la population de rats explose (un peu comme sous l'inquisition au XITI®™® siecle...)

2.a) On cherche donc a résoudre 1’équation différentielle
P ' =2(1- P)P. (E)

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle f() = x(ll_x) est facile : on a

1 1 1

(1 — ) “r Ty




Ainsi, les primitives de f existent sur les intervalles ) — 0o, 0], |0, 1[ et ]1, +oo[. En notant F' une primitive de f
sur chacun des intervalles, on a

Vr <0, F(z) =In(—z) — In(1 — x) + ki,

Vo< z <1, F(z) =In(z) — In(l — z) + ko,
V1<uz, F(z)=In(z) —In(z — 1) + ks,

ol ki, ko, k3 sont des réels arbitraires.

b) Soit ensuite P une solution de 1’équation (?7), que 'on suppose non constante. Alors P(t) n’est jamais égal
4 0 ou 1; et on admet ceci.

On peut le montrer sans méme connaitre P, a ['aide du théoréme de Cauchy-Lipschitz, qui est totalement hors
programme. Il faut juste considérer qu’on peut le démontrer. On peut s’en convaincre en regardant I’équation
dans les yeuz : si & un moment donné to on a P(tg) € {0,1}, alors P'(ty) = 0 et ceci se propage, entrainant
P’ =0 et donc P est constante égale a1 ou 0.

Considérons la fonction u : ¢ +— In ’%) =In|P(t)| —In |1 — P(t)]. Cette fonction est bien définie puisque P(t)
ne vaut jamais 0 ni 1 et est dérivable, de dérivée

Pt P'(t) P'(t) P'(t)
/ _ _ _ _
b d ) =5 T 1ToPm ~ PO - P@) O 2
Ainsi, la fonction u s’écrit

ucte 2+ A

avec X € R et donc
Vi >0, In

P | _

c¢) Rappelons-nous que si P n’est pas constante, alors elle ne vaut jamais 0 ni 1. Si P(0) = 1, alors P est constante
égale a 1 :
vVt >0, P(t) = 1.

Si P(0) = % €]0, 1], alors on a toujours 0 < P(t) < 1 et, par ce qui précéde, on a

P(t) P(t) ot
Vi>0, In| ——~ ) =2t+\ = ———— =
=5 “<1P<t>> AT TRw M
avec = e* > 0 d’ou P(t) = pu(1 — P(t))e? et donc P(t) = 1ﬁi;t = 1+ale_2f” avec a = i > 0. De plus, comme
P(0)=1 ona ﬁlazédoncazlet donc
V>0, P(t) = —
- Y - 1 +€72t'

Ensuite, si P(0) =2 > 1, alors on a toujours P(¢) > 1 et, toujours par ce qui précede, on a

P(t) P(t) ot
Vi>0, In| ———— | =2t4+ )\ == —2— =
=5 n(P(t)—l) + P -1 M
avec 1 = e > 0. Ainsi, on a P(t) = u(P(t) — 1)e* donc P(t) = ugffil = —L 5 avec a = i > 0. De plus,

1

comme P(0) =2,on a ;= =

2dona= % et donc

— €



Pour résumer, on a obtenu

ﬁ S1 P(O) = %
Vt >0, P(t) = 1 si PO0)=1

2 si P(0) =2

Il nous reste a tracer les graphes correspondants. Nous allons noter P/ (resp. P, P») la premiére (resp. la
deuxiéme, la troisiéme) fonction ci-dessus. On a

, 26_2t

donc Py /5 est strictement croissante et on a limy—, 4 oo Pl/g(t) = 1. Enfin, la tangente en 0 est d’équation y = 2;10—1—%.

De méme, on a

, —4e~2t
donc Ps est strictement décroissante et on a limy_, o Po(t) = 1. Enfin, la tangente en 0 est d’équation y =
—4x 4 2. On en déduit les graphes suivants, qui nous indiquent qu’il s’agit d’un modéle plus raisonnable : On a

Graphes des solutions

Fet
i
1

08—

06+

04 T T T

FIGURE 2 — Allure des graphes de P /5, P et P

vu dans la question 1) que si le taux de reproduction est positif, alors la population devient vite trés grande et
que, si ce taux est négatif, alors elle tend & s’éteindre rapidement. Ainsi 'on peut dire que dans 'exemple des
poissons et en cas de péche, ce taux va diminuer et devenir négatif si la péche n’est pas responsable, entrainant
ainsi une extinction de I'espéce considérée. L’idéal serait de maintenir un taux faible mais positif!

T Pour aller un peu plus loin
Exercice 13. e Considérons I’équation différentielle
(1+22)y" —Q+2z)y =3 (E)
On pose z := ¢/ et alors z vérifie 'équation du premier ordre
14227 —(1+2z)z2=3 (E)

dont 1’équation homogéne
(1+2)z—(1+x)z2=0



admet pour solutions réelles

1+t g 2tdt
Zh((L') — ke I_HQ f 1+t2+ 1162 — kearctan(x)Jr In(1422) — ke arctan(x) /1 +1’2 ke R.

Ensuite, on cherche une solution particuliére sous la forme z,(x) = ax + b. On doit avoir

b g3
3:(1+x2)z1’,(:c)—(1+x)zp(az):—(a+b)x+a—b = {Z+2:g = { 2

et on vérifie queffectivement, z,(z) = 3(z — 1) satisfait 'équation. Ainsi, les solutions de (??) sont données
par

3
Vo € R, z(z) = kerotan(@) L+a2+ (z—1), kER.
Pour trouver y, il ne reste qu’a intégrer z :
€T
3
Vxemew:k/m&MW@V1+ﬂ&+4@3—%ﬂ+&kjeR.
0

e Considérons I’équation différentielle
xy® + 2y = 2 (E)

On pose ici z := y?. L’équation devient, puisque 2’ = 2yy/,

2+ 2 = 2 (E)
Son équation homogéne associée est
2+ az=0
et admet les solutions ,
Ve eR, zp(z)=ke 7, keR

N

Ensuite, la méthode de variation de la constante donne k'(z)e” 2 = x2, d'ou k'(x) = 22¢” 2. Pour intégrer

ceci, on effectue une intégration par parties

T 42 21% z 2 22 z 2
/t2e2dt:[tez] —/ e2dt:xe2—/ ez dt.
0 0 0 0

et on obtient alors les solutions de (77)

I

T 2
Vo € R, z(x):<k:—/ et2dt> "2 +x, keR.
0

Au final, les solutions de (??7) sont alors

T 2 22
VxeRy@ﬁ:i¢x+<hi/egd)ﬁz,keR
0

Exercice 14. Soit f : R — R continue et dérivable telle que
Vz €R, f(x)+ f(z) = f(0) + f(2).
Comme on a f'(x) = f(0) + f(2) — f(x) pour tout z, la fonction f est dérivable et on a
"+ =0

ce qui entraine que f’(xz) = ke~ pour un k € R et ceci implique que f s’écrive

Ve eR, f(x)=ke *+4, k,leR.



L’équation entraine que f’(0) = f(2), donc —k = ke™2 + ¢, soit k = ﬁ. La fonction f doit donc sécrire
Ve €R, f(z) =k(e™®—1-¢e72), kR
Réciproquement, si f s’écrit ainsi, alors on a
Ve €R, fl(x) + flz) = k(-1 —e2) = —ke™® —k = f(0) + £(2).
Ainsi, les fonctions f : R — R dérivables vérifiant
f+f=10+72

s’écrivent

Ve €R, f(x) =k(e ™ —e?—1), kR

Exercice 15. Soit f : R — R continue et dérivable vérifiant ’hypothése de ’énoncé. L’équation de la tangente
en xg est Ty, : y = f'(zo)(x — xo) + f(x0), donc le point d’intersection de T, avec I'axe des ordonnées a
pour coordonnées (0, —zqof'(x0) + f(x0)), i.e. P(x) = f(z) — xf'(x). Dire que l'origine est le milieu du segment
f(r)zp(r) _ 2f(2)*296f’($). Ainsi, f doit

d’extrémitées (0, P(z)) et (0, f(x)) signifie que pour tout x € R, on a 0 =
vérifier I’équation différentielle
—xy +2y =0.

Les solutions de cette équation sur R s’écrivent
Vo e RY, f(z) = kie?™ Pl = k122, k) e R
De méme, les solutions de cette équation sur R* s’écrivent
Vo e R* | f(x) = kg1l = kpa?, k e R
Pour que les deux solutions se recollent en 0, il faut et il suffit que k1 = ko =: k et alors
Vr € R, y(z) = kz?, k € R.
Réciproquement, si f : x + ka? est une telle fonction, alors on a

P 2kx? — 2ka?
vz e R, f(x)—|2— (ZL'): kx . kx _o

donc l'origine est bien le milieu du segment d’extrémitées (0, P(x)) et (0, f(z), avec P(z) le point d’intersection
de la tangente en x avec I’axe des ordonnée. Ainsi, les fonctions vérifiant cette condition sont exactement les
multiple de la fonction carré  — z2. Voici une illustration :

FiGURE 3 — Illustration du phénomeéne



