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L1 ScieNCES, TECHNOLOGIE, SANTE METHODES ET TECHNIQUES DE CALCUL

CORRECTION FEUILLE 7

T Calcul d’intégrales

Exercice 1. On peut calculer directement les primitives a l’aide des primitives usuelles (& connaitre par cceur!)
viues en cours.

e On a .
2 _ 43 4 42 I _
/O(St +2t—1)dt = [t7 + 12 —t], = 1.

/07r sin(2t)dt = [_COS(%)} "o

¢ 0

e On a

e On reconnait une fonction de la forme % avec u : x — t? +t + 4, donc on peut écrire
2

2t+1 9 2 5

———dt = |In(|t* +t+ 4 = In(10) — In(6) = In —.

[ gt = i+ ¢+ 4]} = 1a10) ~ n(@) = In

e On utilise la linéarité de 'intégrale pour écrire

2 2 2 2
/(tQ—i—et—sint)dt:/ thH—/ etdt—/ sin(t)dt
0 0 0 0

3 2
_ m I+ eos(o)l

8
=3 + €% — 1+ cos(2) — cos(0)

8
=3 + €% + cos(2) — 2.

e On calcule -
/ sin(t)dt = [— cos(t)]§ = 2.
0
e Enfin, on écrit

/_1 Lt = ()7L = —n2
t 2 '

-2

Exercice 2. Dans chaque cas, on donne u et v de classe C' sur [a, b] pour appliquer la formule d’intégration
par parties (& connaitre par coeur et fort utile!)

e On pose
u'(t) = e u(t) = et
v(t)=2t+1 V'(t) =2

On a donc

1 1
/ (2t + 1)etdt = [(2t+1)et](1) —/ 2¢ldt
0 0

1
:36—1—2/ etdt
0

=3e¢—1—-2e—-1)=e+1



e On pose

W' (t) =sin(t) wu(t) = — cos(t)
v(t)=t+4 ()=

On a donc

/W(t +4) sin(t)dt = [(t 4+ 4)(— cos(t))]g + /7r cos(t)dt
0 0
=(m+4+4) +sin(t)fi=m+8
e On pose

u'(t) = u(t) = et
v(t)_t2+t+1 o'(t) =2t + 1

On a donc

4 4
4
/O (t* +t+ De'dt = [(£* +t+ 1)e'], — /O (2t + 1)eldt
4
=2let —1— / (2t + 1)eldt
0

Pour calculer I'intégrale restante, on effectue a nouveau une intégration par parties avec u(t) := e’ et v(t) :=
2t 4+ 1 et il vient alors

4 4
/ (2t + 1)eldt = [(2t + 1)ef]§ — 2/ eldt = 9et — 1 —2(e* —1) = 7e* + 1.
0 0

Ainsi,

4
/ (2t + 1)etdt = 21e — 1 — 7et — 1 = 14¢* — 2.
0

e On pose dans un premier temps

On obtient

2 1262 2 2
/ t2e?tdt = [ ] — / te?tdt
5 2 1., Jo

2
=2(et —e™) — / te*dt
2
= 4sh(4) — / te?tdt

-2

On pose ensuite u(t) := 67% et v(t) :=t pour effectuer une seconde intégration par parties et obtenir

2 2t72 2 2t72

te 1 4 1e sh(4)
te2dt = | —/ gt = et t et -~ || =2ch(4) —
/_28 [2]_2 2_26 e"+e 212, ch(4) 5

et donc

2 o, sh(4)) 9
/_ , t2e?dt = 4sh(4) — <2ch(4) - ) = 5sh(4) — 2ch(4).

e (est plus astucieux ici, on pose
u'(t) = u(t) =t
v(t) = arctan( ) V() = s



On a donc

V3 V3
/ arctan(t)dt = / 1 x arctan(t)dt
0 0

V3¢
= [tarctan(t)]Y® — /0 ot

1 V3 oot
— 3 arctan(\/g) — 5 / mdt
0

On a arctan(v/3) = Z, et la derniére intégrale ci-dessus est de la forme [ % et donc il vient

V3 ™ ™ n
/0 arctan(t)dt = V3 x 3 %[ln(|1 + 7§2|)]6/g = 7 174
e On pose
u'(t) =sin(t) wu(t) = — cos(t)
v(t) =sin(t) V'(t) = cos(t)
On a donc

NIE

On utilise ensuite la formule cos?(t) + sin?(t) = 1 valable pour tout ¢ € R et on écrit

/2 cos?(t)dt = /2 1 —sin?(t)dt = /2 dt — /2 sin?(t)dt = T_ /2 sin?(¢)dt.
0 0 0 0 2 Jo

Ainsi, on obtient
et donc

e On pose ici
On a donc

2 2
/ In(t)dt = [tIn(t)]F — / 1dt =2In2 — 1.
1 1

Remarquons qu’au passage, on a montré que la fonction t — tIn(t) — t est une primitive de In.

e On pose



Exercice 3. Il y a deux facons (en fait équivalentes) de faire un changement de variables. Considérons une

intégrale
b
[t

On a le changement de variable direct, qui commence en posant une équation de la forme = = 1 (t), on a alors
dx = ' (t)dt, et
b P~ (b)
[ e [ s

On a également le changement de variable "inverse", en posant ¢(x) = ¢, mais en posant ¢ = ¢! la réciproque
de ¢, alors on retrouve un changement de variable direct, on en déduit

b B #(b) . dt
[ = [ om0 Sy

e Ici, tous les x qui apparaissent sont en fait dans des e®, on pose donc ¢ = e®. On aurait donc ¢(x) = e
x = 1In(t), donc ¥(t) = In(t) on a donc

T et

d = =1, =e' =e,dt = e"dx = tdx

/01 ¢ sin(e”)dz = /1 tsin(t) dt /1 St — con(1) o)

t ot

On obtient alors

cos(z)
sin®(z)
(On peut lui donner un sens, mais ¢a donnerai une valeur infinie en 'occurrence).

e Sit=Inxz, alos dt = %’C donc dz = xdt = eldt et donc

2 . 1 In2 _: t In2
/ sin(In(@)) ;. / SInt) gy — / sin(t)dt = 1 - cos(In2).
1 0 0

z et

e La fonction xz — n'est pas définie en 0 et tend vers +oo quand 2 — 0T, donc 'intégrale n’existe pas!

e Sit=arctanz, alors dt = 9%, donc dz = (1 + 22)dt = (1 + tan?(t))dt et donc

THa?>
V3 " s " T 2 3 2
/ %n(f)dx - /3 (1 + tan®(£))dt = /3 tdt = {} =T
0 ].+$ 0 1+tan (t) 0 2 0 18
e Le changement de variable ¢t = sin(z) donne dz = \/% et donc
cos(arcsin(t))

/072r sin(sin(x)) cos(x)dz = /01 sin(t) dt = /01 sin(t)dt = 1 — cos(1).

V1—1t2

e Enfin, le changement de variable t = e* donne ici

L 9e27 4 o7 € 224t dt € 2t +1

S TE— dr = I —————dt
0 €x+€m—|—1 1 t +t+1t 1 t2+t+1
€2+6—|—1>

:[ln(|t2+t—|—1|)]fzln(62—|—e—|—1)—ln3:ln( 3

Exercice 4.

2
1. La fonction f: x — x;LEj:—lerG est définie partout ott 22 — 5z + 6 # 0. Ce trindéme est de discriminant A = 1 et
de racines 2 et 3; donc f est définie partout sauf en 2 et 3 :

Dy =R\ {2,3} =] — o0, 2[U]2, 3[U]3, +o0].



Ici typiquement on utilise un raisonnement par analyse synthése : on suppose que f(z) peut s’écrire sous la
forme souhaitée, et aprés calcul on trouve effectivement une écriture qui convient : on a

f(a:)—a+$_2 -3
_ a(x — 2)(x — 3) b(x — 3) c(x —2)
(x—2)(x—3) (z—2)(z—3) (xr—2)(x—3)
_a(z? — 5z +6) b(x — 3) clx —2)

(22 =5z +6) (22 —5x+6) (22 —5x+06)
a(z? — 52+ 6) +b(z — 3) + c(x — 2)

(22 — 5z + 6)
_az? + (=ba+b+c)x + 6a — 3b— 2c
(22 — 5z + 6)

En identifiant les numérateurs, on obtient que 22 +1 = ax? + (=5a+ b+ c)x + 6a — 3b — 2¢, ce qui est équivalent

a=1 a=1 a=1
—ba+b+c=0 < <b+c=5 S eb=-5
6a—3b—2c=1 3b4+2c=5 c=10
On trouve alors que
-5 10
=1
f(@) +ﬂ?—2+$—3

2. Tout l'intérét de la décomposition calculée a la question précédente est qu’elle permet 'facilement’ de calculer
des intégrales (c’est la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles). Commengons par
noter que f est bien définie et continue sur I'intervalle [0, 1], I'intégrale a calculer est donc bien définie. Ensuite,
des primitives de —L5 et —L< sur [0,1] sont données par In(|z — 2|) = In(2 — z) et In(jJz — 3|) = In(3 —z). On a

donc
1 1
-5 10
dx = 1 d
/Of(x)fﬁ /0 + _2+x_3x
1 1 1 1 1
—/1dac—5/ dx—l—lO/ dx
0 0 T — 2 0o T — 3

=1-5[In(2 — 2)]§ + 10 [In(3 — 2)];

=1-5(—1In(2)) + 10(In(2) — In(3))

=1+15In(2) — 101n(3)
Exercice 5.
1. La fonction g est une fraction rationnelle, elle n’est pas définie si et seulement si (z + 1)?(z — 1) = 0, comme
ceci est un produit, il est nul si et seulement si un des facteurs est nul, autrement dit si x =1 ou x = —1, donc

Dy =R\ {£1} =] — 00, —1[U]1, +00]



Ensuite, pour calculer la décomposition de g, on utilise le méme raisonnement qu’a 'exercice précédent :

g(l‘):afc+b+xi1+($jl)2+$il
ar(z+1)2(x—1) +bx+ 122 -1 +cz+1)(z—1)+dxz—1)+e(x+ 1)
(x+1)2%(z—-1)
alz* -2+ 22— )+ b —z+22 - 1)+ c(@®—1)+dx—1)+e(@®+ 2z +1)
(z+1)*(z—1)
az* + 23(a+b) + 2?(—a+b+ct+e)+az(—a—b+d+2)—b—c—d+e
(x+1)%(x—1)

On trouve donc le systéme

(0 =1 (0 =1 a =

a+b=0 b=-—1 b=—1

—a+b+ct+e=1 Se-1—-14c+e=1 S dc+e=3

—a—b+d+2e=0 —1+14+d+2e=0 d+2e=0

(—b—c—d+e=1 l—-c—d+e=1 —c—d+e=0
a=1 a=1
b=— b=-1

Sdcec=3—e¢ & c:%
d=—2e d=32
e—3+2e+e=0 e=2
Et donc
glz)=x—1+ ) + - ;

Mot D) 2@r1)?  d@-1)

2. Commencgons par noter que g est bien deﬁnie et continue sur lintervalle [0,1/2], Iintégrale a calculer est
donc bien définie. Ensuite, des primitives de @2 = —Lsur [0,1/2] sont données par In(z + 1), m et

In(|z — 1]) = In(1 — z). On a donc

1/2 1/2 9 1/2 1 3 1/2 1 3 1/2 1
= ~1 e _° - 2
/0 g(z)dx /0 x dx+4/0 x+1dx 2/0 (x+1)2d:n+4/0 x_ldfc

a:—l—l ’ (x—i—l

YT LI OOt CH e B R WO
= |z z, 1 o 2 lz+1), 4 n x
_73_,_21 3 _§ ;2+1 _|_§ In 1
8 4 \2) 2\3 4 2
-7 1
=35 + 1 (9In(3) —9In(2) — 31n(2))
= %7 + % (91n(3) — 121n(2))
1 Ezercices théoriques
Exercice 6. On fait le changement de variable y = a + b — x dans U'intégrale (et alors dx = —dy) pour obtenir

b a b b
/a 2 f(x)dz = - /b (a+b—y)flatb—y)dy=(a+b) / f(y)dy — / uf ()dy,



ce qui entraine

2/abscf(a:)dx =(a+0) /abf(:r)dx

/abxf(x)dx = a;b /abf(:c)dx

et donc

Exercice 7.
1

1. Pour tout n € N*| la fonction f, : t — == est définie et continue sur R, donc admet des primitives, donc

(1+t2)n

voodt
b = |,

I'intégrale

est bien définie pour tout & € R. De plus, elle définit une fonction dérivable sur R puisque c’est la primitive de

fn qui s’annule en 0 et on a
1

* R, I = —
Vn € N*, Vo € R, I (x) A5

2. C’est astucieux! On écrit

T 1 x 1 +t2 T 1 t2
I,(x) = —dt= ——dt = dt
(.’IJ) /0 (1 + tQ)n /O (1 + t?)n—H /0 (1 + t2)n+1 + (1 + t2>n+1

—/I a +/x g (m)+/xt2dt
- 0 (1+t2)”+1 0 (1+t2)n+1 = Intl 0 (1+t2)n+1'

Pour calculer cette derniére intégrale, on effectue une intégration par parties en posant u(t) :=

v(t) := & pour obtenir

x 2 x =
/0 (Httz)nﬂdt:/o U’(t)v(t)dtZ[U(t)v(t)]g—/o w(t)o' (t)dt

—x n 1 /x 1 a 1 I(2) z
=—— 4+ — | ———dt=—(Li(z) - ——— ).
2n(1+ 22" 2n Jo (1+t2)» 2n (14 22)n

Finalement, on a obtenu

Vi €N, Vr € R, In(e) = Tnia (2) + 5 (I”("” ) mgcz))
soit encore 1
x
. R, I, =(1- )1, — .
vn €N', ¥z €R, Inyi(2) < 2n> OV i+ a2y

3. Pour I; on a une primitive qui est ¢ — arctan(t) :

dt

o= [arctan(t)]§ = arctan(z).

Ve € R, Ii(x) :/
0

Ensuite, on peut utiliser la relation de récurrence prouvée ci-dessus et écrire

1 x arctan(x) x
R, I =-I = ’
Ve € R, Ix(x) 5 1(z) + 201 + 22) 2 + 2(1 + 2)

De méme, on a

3 T 3arctan(z) 3x z
A R, I =-1I = ’
z €R, I3(x) 1 2(z) + 4(1 1 22)2 3 T 8(1 + x2) + 4(1 + x2)?

1
E R

et



Exercice 8. On sait que l'intégrale est une "fonction croissante", au sens ou si g(t) < f(t) pour t € [a, ], alors
ffg(t)dt < ff f(t)dt. En Poccurrence, on obtient

b b b b
/ mdt < / ft)dt < / Mdt = m(b—a) < / f)dt < M(b—a)
On obtient le résultat en divisant par b — a.

T Applications aux sciences

Exercice 9. Le ’tout petit peu d’initiative’ mentioné dans l’énoncé consiste & utiliser une différence, et une
valeur absolue : I’aire algébrique entre deux courbes f et g est donnée par 'intégrale de f(z) — g(z), mais cette
valeur peut étre négative, par contre l'intégrale de |f(z) — g(z)| est quand a elle une quantité positive, qui
représente bien I’aire géométrique.

1. Pour calculer I'aire comprise entre les courbes d’équations f(x) = 22 — 8z + 14 et g(z) = —2? — 4z + 15, on
calcule f(z) — g(x) = 22? — 4z — 1. Pour connaitre |f(z) — g(z)|, on calcule le signe de f(z) — g(z) :

6 6
A=16+8 =24, xlzl—\g, x2=1+*2[

on a donc
222 —4x -1 siz €] —o00,1—v6/2]U[l++6/2,+00]

(@) =9(@)] = {—2x2—|—4:1:+1 size[l—v6/2,1+6/2

Qui permet de calculer 1’aire souhaitée selon les valeurs de a et b.

2. De méme, on calcule

/0 (t) = F(1)[dt = /O [sin(t) — sin(t) cos(t)|dt = /0 [sin(t) (1 — cos())|dt = /O sin(t)(1 — cos(t))dt

En faisant une intégration par parties, on trouve que

/W sin(t) cos(t)dt = [sin?(t)]5 — /7r cos(t) sin(t)dt
0 0
soit -
/ sin(t) cos(t)dt =0
0

et donc

/Tr sin(t)(1 — cos(t))dt = /7r sin(t)dt = [— cos(t)]g = 2.
0 0



