UPJV 2021-2022
L1 SCIENCES, TECHNOLOGIE, SANTE METHODES ET TECHNIQUES DE CALCUL

CORRECTION FEUILLE 6

t Etudes complétes de fonctions

Exercice 1.
1. La fonction f est définie par f(x) = \/u(x) ot u(z) = 22 + x — 2 est un polynome. La fonction f est donc
définie si et seulement si u(x) > 0, on calcule donc

~1-3 ~1+3

-2 o =

— 9, =1
2 2

A:1+8=9, r1 =

donc u est positif sur | — oo, —2] U [1, 400, qui est donc le domaine de définition de f.

ATV ¢ w'(x) o) —
2. La dérivée de \/u(x) est donnée par el comme u'(z) =2z + 1, on a
2z +1
fl(a) =

2Vl + o —2

cette formule n’est définie que sur | — oo, —2[U]1, +o0], qui est donc le domaine de dérivabilité de f.

3. On sait que

lim z2°+2—2= lim 22+2—2=+00
Tr—+00 T——00

donc

lim f(z)= lim f(z)=+o0

T—>+00 T—r—00
De plus, on a f(—2) = Ju(—2) =0 = y/u(l) = f(1).

4. On calcule directement

f(-1—z)=/(-1—2)2+ (-1 —x) -2
=0 +z)?2-1-2-2
—V1+2r4+22—1—2—2

a2 fw)

ainsi, le graphe de f admet une symétrie axiale d’axe x = _717 en effet on a, pour x € R,

1(5-1)- ( (2 )

5. Les variations de f sont données par le signe de f’. Comme le dénominateur de f’ est une racine, il s’agit
d’une quantité positive, donc le signe de f’ est le signe de 2z + 1, d’ou le tableau de signes/variations suivant :



x —o0 -2 ~1/2 1 +00

5. On utilise la quantité conjuguée, on a

\/m_<x+1> =

2

(Ve?+z—2-(z+3)) (Va?¥2 -2+ (2 + )
\/m+(x+%)

Ve —2 - (a4 )

Vet r—2+ (z+ 1)

_x2+x—2—(a:2+x—%)

a \/m+(:n+%)

T

_\/mjL(x—l-%)

On a donc

S 1 7 1
. 2 o o - _ L .

Ainsi, f admet la droite y = = + % comme asymptote en +oo (par symétrie, f admet pour asymptote en —oo
la droite y = —z + %)

6. Comme on a lim, 1 22+ 1 =3 et lim,_,;+ 2vVa2 +2 —2 =07, on a lim,_,;+ f'(z) = +oo.

7.

-12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

FIGURE 1 — Graphe de f avec asymptotes et axe de symétrie



Exercice 2.

V()
soit définie, il faut que u(z) et v(x) soit positifs (pour que les racines soient définies) et que v(x) soit non nul
(pour que le quotient soit défini). On doit donc avoir # +1 > 0 (donc z > —1) et 22 — 3z + 2 > 0. On calcule

1. La fonction f est définie par la formule f(z) = avec u(z) = 22 — 3 + 2 et v(x) = x + 1. Pour que f

3—1 3+1
A=9-8=1, xlszl, J:QZT:2
Donc
Df :] — o0, 1] U [2,—{—00[ﬂ] - 17+OO[:] - 1’ 1] U [27+OO[

2. On calcule

i 22—-3z+2 6 N

im _— = — =40

z—1+ x+1 0t

f(1) =0=f(2)

) (22 — 3z +2
lim —— =4
z—1t x+1

en appliquant la régle des monoémes de plus haut degré.

3. La fonction f est dérivable sauf au bord de son domaine de définition (en l'occurrence, sauf en 1 et 2). La
dérivée de f est donnée par

Comme on a u'(x) = 2z — 3 et v/(z) = 1, on obtient

f,(x):(2x—3)(az+1)—(a;2—3a:+2) r+1
(x+1)2 4(z? — 3z +2)
_2$2—3x+2x—3—$2+3$—2 r+1
B (x4 1)2 4(x2 — 31+ 2)
_:1:2+2:U—5 z+1

(x +1)2 4(z? — 3z +2)

4. Ona6>22:4, donc\/€>2, demémeona3>\/6, donc 2>+vV6—1>1et \/6—1n’estpasdanst.
Ensuite, comme V6 > 0,ona—1-— V6 < —1 donc —1 — /6 n’est pas non plus dans Dy.

5. Les variations de f sont données par le signe de f’, qui est donné par le signe de 2% + 2z — 5, on calcule
A=4+420=24, z1=-1-V6, z9=—-14+V6

on a donc le tableau de signes/variations suivant :

x -1 -1 —1+6 2 +00




6. On calcule directement

6  (z—a)(z+1) 6

r+1 r+1 z+1
B 2> +r—ar—a+6
a z+1
2’ +(1-a)z+6-a
a rz+1
Pour avoir I'égalité souhaitée, on doit avoir 1 —a = —3 et 6 — a = 2, on trouve donc a = 4 et on a bien
z?2 -3z +2 6
z+1 r+1
autrement dit 6
2
— (1 —4) =
fa) = -4 = —

7. On utilise la quantité conjuguée :
e U@ - VEm () + Ve =)
/(@) y fx)+ Vo —4
f@)? = (z—4)

Cette derniére quantité a clairement 0 pour limite en +o0.
8. D’aprés la question précédente, les graphes de f et de g sont asymptotes I'un de 'autre.

9.

FIGURE 2 — Graphe de f et de ¢



Exercice 3.
1. La fonction f est définie par f(z) = \/u(z) ott u(x) = 22 — 52 + 6 est un polynome. La fonction f est donc
définie si et seulement si u(x) > 0, on calcule donc

5—1 5+1
A=25-24=1, 331:?:2, $22%23

donc u est positif sur | — 0o, 2] U [3, 400, qui est donc le domaine de définition de f.
2.0n a2 = g — % et 3 = g + %, soit h € R tel que g + h soit dans le domaine de définition de f, on a deux
possibilités

—h> % + % = 3, donc —h + % est dans le domaine

(\l[é3

- %—i—hg%—%,ceciéquivabutahg—l Ad—h>s5eti

PR
de f.

- %—i—h} 24—%, ceci équivaut & h > +%, a—h < —% etag—i—hé g—% = 2, donc —h—i—g est dans le domaine
de f.

Dans tous les cas, on a bien que % + h est dans le domaine de f, on a par ailleurs

f(5/2=h)=+/(5/2—h)2—5(5/2—h)+6
= /25/4 —5h+ h2 —25/2 4+ 5h + 6

=Vh2+6—25/4

f(5/24+h) =/ (5/2+h)2-5(5/2+h)+6
= \/25/4 4 5h + h2 —25/2 — 5h + 6

=+/h?+6—25/4

Donc f(5/2 — h) = f(5/2 + h), on en déduit que le graphe de f est symétrique par rapport a 'axe vertical
x=5/2.

3. La dérivée de y/u(z) est donnée par w@) comme u'(r) =2x —5,0n a

2y/u(z)’
fx) =

2z -5
2vVz? — 5z +6
cette formule n’est définie que sur | — 0o, 2[U]3, +-00], qui est donc le domaine de dérivabilité de f.

4. Les bornes du domaines de définition de f sont —oo, 2,3, +00. On sait que

lim 22 —5z+6= lim z?>—52+6=+o00
r—+00 T——00
donc
lim f(z)= lim f(z)=+o0

T—+00 T—r—00

De plus, on a f(2) = Ju(2) = 0= /u(3) = f(3).

5. On calcule la limite

. f(x) . Va2 -5z +6 , 22 —5x+6
hm _— = hm —_— = hIl’l 3
rx—+o0o X r——+00 €T r——+00 x€X

La régle des mondémes de plus haut degrés donne

. 22 —5x+6
hm —_— =

3 1
r—400 X



donc limg 4 oo @ = 1. On calcule alors lim,_, ~ f(z) — z, par quantité conjuguée, on a

(Va? =546 —z)(Va? —bx +6 + x)
(Va? —br+6+ x)
2% — bz + 6 — 2?

- Vi —br+6+z

f@) -z =

B —5x + 6
22 —br+6+2x
et
5, 6
1-24+ 841

Cette derniére quantité admet clairement _75 pour limite en +o00, donc la droite y = = — % est une asymptote
de f en 4o00. Par symétrie, la droite y = —x + % est une asymptote de f en —oc.

6. Les variations de f sont données par le signe de f’. Comme le dénominateur de f’ est une racine, il s’agit
d’une quantité positive, donc le signe de f’ est le signe de 2z — 5, d’ou le tableau de signes/variations suivant :

x —00 2 5/2 3 +o0
/
f'(@) +
400
f(x)
1.8
1.6
1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2
04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2. 6 2.8 3 3.2 34 3.6 38 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 g
-0.2
-0.4
-0.6

FIGURE 3 — Graphe de f avec asymptotes et axe de symétrie



