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L1 ScieNCES, TECHNOLOGIE, SANTE METHODES ET TECHNIQUES DE CALCUL

CORRECTION FEUILLE 4

Reégle de I’Hopital :
Si f et g sont deux fonctions définies autour d'un point a telles que f(a) = g(a) =0 et ¢'(a) # 0, alors

f(@) _ f'a)

vag(x)  g'(a)

~

,/((Zj;, ce qui est

c’est un peu moins fort que ce que je vous ait dit en TD : javais dit que limg_,, % = limg,_,q
en fait faux en général : cela ne marche pas pour

Q

2 1
lim & sin(1/x)
z—0 x

Cette limite existe (et vaut 0), mais la limite du quotient des dérivées n’existe pas.

['(z)

Par contre, il est vrai de dire que si la limite lim,_, % existe, alors elle est égale a la limite limy,_,q @)
Comment rédiger tout cela? Identifiez f et g, écrivez un truc du genre « On cherche & appliquer la régle de
I’Hopital, on calcule donc la limite limg_q %. », calculez la limite limy_,, g,/%, une fois que c¢’est fait, écrivez
« par la régle de I’Hopital, cette limite est égale & la limite de départ ».

T Calcul de limite

Exercice 1.

e Comme dans toutes ces limites de fractions rationnelles en oo, c’est la régle des monomes de plus haut degré
qui s’applique. Il n’est pas indispensable de s’en souvenir par ceeur, il suffit de diviser par autant de puissances
de x qu’il faut pour lever I'indétermination. Ici par exemple, on peut diviser par x qui peut étre supposé non
nul puisqu’on prend la limite en +o00. On écrit

222 + 31 — 4 i 20+3—2

lim —— = lim
z—+oo0  —Tx 4+ 2 z—+too  —T 4 %

et cette forme indéterminée n’en est plus une : le numérateur tend vers +oo et le dénominateur vers —7, d’ou

o 22243z —4
hm —_— = —OXQ.
r—+oo —Tx + 2

e On procede de méme et on écrit

o2 4+3zx—4 . 2+3-4 9
Im —————— = lim —% % = —.
z—+oo  Hx2 42 z—+oo 54 % 5
X
e De méme ) 5 A
2 3x—4 242 -5
lim T ST = lim 12
T—+00 x4 — 5z z—4oo 2 — 5

e Ici c’est un petit peu plus astucieux : on peut appliquer la régle de ’'Hopital : on a
(z—1/=1 et (z"—1) =na""?

donc
oo x—1 . 1 1
lim =lim — = —
z—=1x" —1 r—1 nxn—1 n

. . . , L. _ _pn . . .
On pouvait aussi penser aux sommes de suites géométriques : 1+ - -+z" 1 = 11_9; , doit 'inverse de ’expression

dont on recherche la limite.




e Distinguons si z — 17 ou si  — 1~. Le numérateur vaut 1 en 1 et le dénominateur tend vers 0" pour z — 1~
et vers 0~ quand z — 17, donc la limite n’existe pas :

. 2% +3x—4 .
lim ——— n’existe pas.
z—1 —2x+ 2
e On a
sin(z
Vr € R, e *sin(z)| = (z) < —
et er

qui tend vers 0 en 400, d’oul

lim e *sin(z) = 0.
T——+00

e Comme la fonction sin n’a pas de limite en +o0o et que x tend vers 400, la limite voulue n’existe pas. Plus
précisément, si x — x sin(z) admettait une limite, elle devrait étre nulle puisqu’on a, pour tout n € N*|

(dn+1)m . ((dn+1)m\  (4n+1)m
2 Sm( 2 )‘ 2

>0

et

(An+3)7 “in <(4n—|—3)7r> _ ~(An+3)r <0

2 2 2
et on voit alors que la fonction x — xsin(x) posséde des valeurs négatives et positives pour = aussi grand
qu’on veut. Or, si la limite est nulle, alors sin est aussi de limite nulle en +o00, ce qui est absurde.
e Ici, on peut étre tenté d’utiliser ’expression conjuguée, mais cela ne marche pas (essayez! le probléme vient
du fait que les puissances de x sous les racines ne sont pas les mémes et donc ne se simplifient pas). On écrit
plutot que, pour x > 0, on a

m-m:m(l_ ”“2“)

r+1

z2+1
z+1

2 . . N
q/xz:_rll = —00, on a donc une limite de la forme +o0o X —oo, d’ou

lim vVoe+1—+vaz24+1=—-00

r—-+00

On sait que limg_s 40 = +o00 (par comparaison des mondmes de plus hauts degrés), donc lim, 40 1 —

o Cette fois-ci, on peut utiliser 'expression conjuguée et écrire

D= (z—1 2
lim VEFT—voi—i= lm EXD-@-D —0
T—+00 x—>+oo\/x—|-1+\/x—1 x—>+oo\/g/~+1_|_\/x_1

e On ne s’embarrasse pas du z'?2 et on écrit
27 +In(x) _ 2% 4 In(x) 2\ Inz
Vx21,0§3$+x122§ 3z ~—\3 30
Comme In (%) < 0, la limite de (%)m — *1(3) en +o00 est nulle. D’autre part, comme In3 > Ine = 1, on a
que 3z = 53 < ¢ tend vers 0 en +o0, donc que
1 1
lim —— = lim —— x — =0
z—+oo 3% z—+00 I 3z
donc que
2\* 1
i (2)" 22—
z—+oo \ 3 3%
et donc que
27 +Inzx

lim — =
2—rtoo 3T 4 122



Comme lim, o+ 922 =1 (c’est la régle de 'Hopital), on a lim, o+ 25

X
lim In (smx) = +00.

z—0t 22

L — o0 et donc

Comme limg_, o0 (1 + 22) = 400, on a directement

lim In(1 + 2?) = 4o0.

T—+00

e De méme, on a
lim In(1 + 2?) = 4o0.

T—r—00

Ici, on a limg 100 (% — %) =7, dou

e On alimy 402 =400 =lim,_, 4 e” et donc

lim z 4+ e* = 4.
r—r—+00

e Enfin, comme lim, o In(1 + 2%) = 400, on a limg o0 1n3(1 + 22) = +00 et donc

. 3 2 . _
lim e ™ 0+2%) — i ¥ = 0.
T—+00 Yy—+00

Exercice 2.

e On utilise ’expression conjuguée et on écrit

i Vi—z—r+1 i —2z Y 2
11711 = 11m = 1am — = -
20 x e=>0z(vVI—z+Vz+1) 50 V1-—z+/r+1

e C’est encore l’expression conjuguée :

. \/:L‘2—|—l’+4—2_1_ Va2 +x+4—+4

. 24r+4—4 . z+1 1
= lim =

1111 = —.
=0 (Va2 +z+4+2) 220224+ 4+4+2 4

J’avais également donné 'autre méthode consistant a poser f(xz) = V2?2 4+ x + 4 et a voir la limite demandée
comme un taux d’accroissement en 0, la limite est alors f/(0) = 1.
Et bien-stir, on peut utiliser la régle de I’Hépital, en dérivant en haut et en bas, ce qui revient essentiellement

au meéme.

e Nous allons donner deux méthodes (éssentiellement identiques) pour trouver le résultat. Soit (uy,)nen+ la suite

réelle de terme général
1 n
Up = (1 + > .
n

On introduit de plus la suite (v,)pen+ de terme général

1
vp, = In(uy) =nln <1 + ) .
n



1. Soit n € N* et posons N := L. Le terme général de la suite (v,) se réécrit

vp = In(uy) = M

N

Silon cherche a calculer la limite de (v, ), on peut reconnaitre un taux d’accroissement en 1 de la fonction

In et écrire
In(1+N)—-Inl

li =1l =In'(1) =1
T v
et on en déduit que

lim u, = lim €' = ¢! =e.

n—o0 n—oo

2. On peut remarquer que le terme de (v,,) s’écrit encore
1
vy, =nln (14— ) =n(ln(n+1) —In(n)).
n
Or, par le théoréme des accroissements finis, pour tout n € N*, il existe z,, €|n,n + 1] tel que
In(n+1) —In(n) =1n'(z,) = —

Comme, pour tout n on a x, €|n,n + 1[, il vient

n

Vn € N¥, 1<vn:£§
Tn, n+1

donc la suite (vy,) tend vers 1 quand n — oo par le théoréme des gendarmes et donc

lim u, = lim e =e.
n—oo n—oo

Dans tous les cas, on a obtenu la limite importante suivante

1 n
lim <1 + ) —e.
n—oo n

En utilisant la méme méthode, essayez de montrer que

x\ "
Vr € R, lim (14—7) =",
n

n—o0

On a, avec la régle de 'Hopital que 1’on peut appliquer (le vérifier!)

lim sin(2z) — lim 28111(2:L’)

= 2.
z—0 €T z—0 2z

De méme, comme z +— sin(2z) ne s’annule qu’en 0, que x +— 2cos(2z) ne s’annule pas en 0, la régle de
I’Hépital permet d’écrire

. sin(3z) 3cos(3x0) 3
im = = —.
z—0sin(2z)  2cos(2x0) 2
On recycle le calcul de lim,_,q Si;x = 1 pour écrire
sin x sin T
li =1 =0.
B T

Et on le recycle encore :

2 3 _ 2 2
lim 2237 i (20 - 3) (2) =-3.
z—0 sin (x) z—0



e On utilise la deuxiéme régle de ’Hopital. On le fait pour x — 07 ; pour z — 0T c’est exactement pareil.
Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0 en 0~ et le dénominateur ne s’annule pas sur [—1,0[.
Le numeérateur est une fonction dérivable sur [—1,0[, de dérivée z +— sin(2z) + 2z cos(2z). De méme, le
dénominateur est dérivable sur [—1,0[, de dérivée x _,ngﬁl qui ne s’annule pas sur [—1,0[. On peut donc
appliquer la régle de I’Hopital et écrire

[y ESI2E) L sin(2r) + 2wcos(2e) (1107 <<sin(2x)> +COS(2x)) s

v—0- In(1 +22)  2—0- 2L 20~ 2
et de méme on obtient lim,_,q+ 13; ?lﬁgﬁ)) = 2 et donc
zsin(2z
i 250022)

x—0 ln(l + .’I}2)
e Comme limy,_,;~ In(x) = +00 et que sin n’a pas de limite en 400, la limite n’existe pas

xHToo sin(In(x)) n’existe pas.

e De méme, comme sin n’a pas de limite en 400, la limite n’existe pas

. . (1 .
lim sin ( — ) n’existe pas.
z—07F x

. (1
xsin <>‘ <z,
x

1
lim zsin <> =0.
z—07F X

e Comme on a
Vr € R,

la limite recherchée est nulle

T Continuité, prolongement par continuité

Exercice 3. Soit la fonction

x? — 3z siz<—1
3z +7 si —1<zx<1

0 siz=1

20 cos(2mx) .
TS sil S x

On a, par définition de f :
f(=1)=4 et f(1)=0.

Ensuite, on a
lim f(z)= lim 2> -3z=4 et lim f(z)= lim 32+7=4,

T——1— T——1— z——11 z——11

ainsi que

. . . . 20cos(27mx)
i o) = Jim s 710 el f(0) = i ST -0
Donc,
lim f(z) =10 # 0 = f(1)
r—1
et on a

lim f(z)=4= f(-1).

rz——1
Des calculs ci-dessus, on tire que f est continue en —1 mais pas en 1. Il est par ailleurs clair que f est continue

ailleurs et qu’on a donc
DC(f) =R\ {1} =] = 00, 1[U]L, +0o0].



Exercice 4. Soient a,b € R et f la fonction

f: R — R
gl si w#£ 44
T a si x=-—4
b si x=4
On a A A .
xr — r —
v 4 = = = y
A = T T G D@D 114
d’ou 1
L At = T

Ainsi, f n’admet jamais de limite en —4, donc n’y est jamais continue. Elle est continue en 4 si et seulement si
+ =limg_,q f(z) = f(4) = b. On en tire que

R\ {+4} si b#

VYa,b € R, DC(f)z{ R\{-4} s b=

00| 00| =

Exercice 5.

e Soit la fonction
f: R\{1} — R
o2 -1

T —

La fonction f est clairement continue sur R\ {1} comme composée, combinaison linéaire et quotient de
fonctions continues. Ensuite, on a, en utilisant ’expression conjuguée

. ) 23 —1 Va3 =1 ) 3 —1
lim f(z) = lim = lim ——— = lim —
z—1 z—1 r—1 z—1 x—1 =1 (22 +1)(z — 1)

x4+ x+1 3
S =lim —— = —.
z—1 (z —1)(x2 +1) a—=1 23 41 2

e Ici, la fonction

x — In(|z|)

est continue sur R* comme composée de fonctions continues. Par contre, on a
lim g(z) = lim In |z| = lim In(z) = —oc0 ¢ R,
x—0 x—0 r—0t

donc g ne peut pas étre prolongée par continuité sur R.



Exercice 6.
1.La fonction f : x +— zlnz est définie dés que In lest, i.e. sur R* | d’ou

Dy =R1.
2. La fonction f est dérivable sur R* comme produit de fonctions qui y sont dérivables et on a

1
Vz e RY, f’(m):lxln(:p)—i—wx;:ln(m)—i—l.

La dérivée f/ s’annule en e~!, est négative sur ]0,e~![ et positive sur Je™!, +-00[, d’oti le tableau de variations

3.0na

i F = i o) = oo
On a donc une branche parabolique de direction Oy en +o00. On a de plus lim, o+ f(z) = lim, o+ zIn(z) =0
par croissances comparées et f(1) = 0, avec une tangente d’équation T': y = f'(1)(x — 1)+ f(1) =2 —1. On en

déduit 'allure du graphe de f :

Graphe de f
348

y=1ix)
Tangente en 1

2.5 -

x#In(x)

04 o

-0.5

[u] 02 04 08 08 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

=

F1GURE 1 — Allure du graphe de f : z — zIn(z)



T Fonctions de plusieurs variables

Exercice 7.

1. Soit la fonction réelle de deux variables réelles f : (z,y) — Cette fonction est définie dés que

1
z24+ay+1°
: 2 - : :
2?2+ xy+1+#£0,ie dés que y # —xm—ﬂ =— (x + %) Etudions donc la fonction u : x — —z — % Cette fonction

est définie, continue et dérivable sur R* et on a

Vo # 0, u(z) = i—1.

72
Le tableau de variations de u est donné par
x —00 -1 0 1 +o00
w'(z) = 0 + | + 0 -
400 400 —
u(z) T T
2 —00 —00
De plus, on a
. u(x . 1 . . -1
lim — = lim -1-—5=-1cet lim u(z)+r= lim — =0.
r—+o00 I T—>+00 x T—>+00 r—+00 I
On a donc une asymptote oblique en +o00, d’équation y = —z. De méme, on a
lim ul@) =—1 et lim u(z)+z=0,
r——00 I T——00

donc I’asymptote oblique en +00 est aussi une asymptote oblique en —oco. On en déduit 'allure du graphe de u
et donc le domaine de définition de f, qui est tout le plan, privé de la courbe en rouge ci-dessous :

Domaine de définition de f

Graphe de u @ y=-e1i

—— Asymptote oblique y=-x

Ficurg 2 — La fonction f est définie hors de la courbe rouge



2. La fonction ¢ : (x,y) — In(x + y) est définie dés que x +y > 0, i.e. dés que y > —z. Il s’agit du domaine
repreésenté par les points noirs sur la figure suivante (attention, la ligne verte n’est pas incluse dans le domaine
de définition de g) :

Domaine de définition de g

0 \
Mg, o, T T gt K + T,
& € * ge whk g7 T
11 e L+ L + + 1
+ = + + + + b + +
2 ol + + 3 + + =+ 4
+ +
+ + + it + +
+ + + F
3 + * + + + 8|
+ + +
+ £ F +
+ + +
il + Lt & g
+ it e + + +
+ + o + o +
= -5 + =+ + + — Ll
+ i + sk
+
i + + + + 1
+ + T
+ + + 5
74 + + + 4
+ * +
-8 + b3 -
+ +
+ +
-4 Y= =+ 4
1H+ 4+ +Pointsoi g est définie +
-10 T T T T T T T T T _1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 3 — Délimitation du domaine de g

3. La fonction h : (z,y) — +/In(z — y) est définie dés que In(z — y) est défini et est positif ou nulle, i.e. dés que
x—y > 1ie. dés que y <z — 1.1l s’agit du domaine représenté par les points verts sur la figure suivante (ici la
ligne verte est incluse dans le domaine de h) :

Domaine de définition de h

y=x-1
H  + -+ Points ol h est définie
10 o
4
ot
g - e " q
i
74 4
+ 4 +
. E g +
P, Ty R
> g S t oA
* oy e T ot
4 Ll St i i
+ +
o+ o+ e
+ + + + + + 4
A< + + g + + +
24 + + & + + + + H
+ + + + 4
+ + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + + 4
04 A + + + 4
+ + + + 4
+ + + + i
+ + + + 4
+ + + + o
+ 4 + 4 + 4 + 4 1
+ + & + o+ ok
2 + + + I+ TL + I+ I-.- + I+ I+ II + |+ 1
o 1 2 3 4 a 5] 7 =) a 10

"

FIGURE 4 — Délimitation du domaine de h



Exercice 8.
1.Soit la fonction
f: R = R
(z,y) = a’y+sin(zy)

Les dérivées partielles de f peuvent étre calculées en tout point (z,y) € R? et on a

0

5L (x,y) = 2y + y cos(ay)
V(z,y) € R,

g—i(x, y) = 2% + x cos(zy)

2. La fonction g : (z,y) — w est définie dés que zy # 0, i.e. dés que = # 0 et y # 0 et en peut

calculer ses dérivées partielle en chacun de ces points en utilisant la formule de dérivation des quotients :

(sin(y) — ysin(x))xy — y(zsin(y) + y cos(x))
$2y2

V(z,y) € R* ; 2y #£ 0, %(fb,y) =

sinxz coszx
T2

x x
et ) )
dg (x cos(y) + cos(z))ry — x(xsin(y) + ycos(x)) cosy siny
o (z,y) = 2,2 - T
Ay 2y y y
d’otl .
%(az,y) _ _mgm B ccx)szx
V(z,y) € R* 5 zy #0,
0 S sin
% (z,y) = 2 — sy

En considérant % et g—]yt comme des fonctions de deux variables, on peut encore les dériver et on remarque que

V(z,y) € R? o't (z,y) = 2z + cos(zy) — zysin(zy) = O'f (x,y)
De méme, avec g on remarque que
2 82
R2 - g —0— g _

En fait, ceci est un fait général : sous une hypothése technique, toute fonction f : R? — R vérifie

0% f B 0% f
Oydx  Oxdy’
C’est ce qu’on appelle le théoréme de Schwarz.
Exercice 9.
1. Soit f: R — R dérivable et posons
g : R - R

(z,y) = flay)

Comme f est dérivable, on peut calculer les dérivées partielles de g :

0 0
Viay) €B, S y) = yf () et 50wy) = (ry)

2. On remarque qu’on a

dg dg
2 99 _ / - 29
V(z,y) € R, e (z,y) = zyf'(zy) Yoy (z,y).



De plus, la relation f(Az) = A?f(z) valable pour tous A,z € R implique que I'on peut recalculer les dérivées
partielles de g :
V(z,y) € R?, g(z,y) = f(zy) = 2*f(y)
d’ot1
dg

%(fv, y) =2z f(y).

De méme, on a

0
V(z,y) € R, 8—§<x,y> = 22f'(y).

Or, la relation trouvée plus haut x% = yg—g entraine alors

0 0
Viay) € B 20 fly) = w5 (29) = vy (00) = 29 f ).

En évaluant cette relation en x = 1, il vient finalement

Yy e R, 2f(y) = yf'(v),

comme souhaité. On a maintenant deux méthodes pour finir I'exercice :

x On peut anticiper sur le TD d’équations différentielles et résoudre I’équation
xf —2f =0.

Résolvons-la sur R* . D’apreés le cours sur les équations différentielles, les solutions de cette équation sur R*
s'écrivent f : x > k1e2® = ky2? avec ki € R. De méme, sur R* , les solutions de cette équation sont données
par f:x — kee?™® = kyz:?. Comme on veut que f soit une solution sur R de I’équation et soit continue, on
doit avoir k1 = ko. Ainsi, les solutions sur R de I’équation différentielle x f' — 2f = 0 sont données par

f:xz—ka? keR.
Finalement, les seules fonctions f : R — R dérivables sur R telles que
YAz eR, f(hx) = Nf(z)

sont les fonctions
fix— ka:2,
avec k € R un réel quelconque.

* Une autre méthode, beaucoup plus simple, consiste & évaluer la relation f(Ax) = A2f(x) en x = 1 pour obtenir
YAER, f(A) = f(Ax1)=XFf(1).

Ainsi, en posant k := f(1), on obtient que les seules fonctions dérivables f : R — R vérifiant f(Az) = A2 f(x)
s’écrivent nécessairement
[z ka? keR.



