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L1 ScieNCES, TECHNOLOGIE, SANTE METHODES ET TECHNIQUES DE CALCUL

CORRECTION FEUILLE 2

1 Théoréeme de Rolle, accroissements finis, variations

Exercice 1.
1.Soient z,t € R. Supposons ¢t > 0. Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢; €|z, z + t[ tel que

fle+t) = fx) = (@+t=2)f(c1) = tf'(er)
d’out
[f(+1) = f(@)] = [f'(cr) [t] < alt].
Supposons maintenant ¢ < 0. Toujours par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢y €|x + ¢, x[ tel que
fl@) = flz+1t) =tf(ca),
d’ott
[f(@+1) — (@) = [ (c2) [t] < alt].

Enfin, si t = 0 le résultat est évident. Dans tous les cas, on obtient
Vet € R, |f(z+1) — f(2)] < alt].

N . a1 1l |1 1 RN . . L,
2. On cherche a étudier la quantité ‘\/@ ol = ’@ —m‘. On va bien-sir utiliser la question précédente.

On considére la fonction f définie par

1 _
f(z) = ﬁ = »’571
Cette fonction est définie et dérivable sur R* , avec

2 2 2/ 3

(de fagon générale, si o ¢ {0, —1}, la formule pour la dérivée de z® est ax
Pour appliquer la question précédente, on cherche & majorer |f'(z)| (au moins sur l'intervalle d’étude). La

. 1 P .
fonction z +— 505 est décroissante sur [99, 400, donc

a—l).

par la question précédente, on obtient donc
‘ 1 1 ‘ B ’ 1 1 ‘ P
V99 V100|  [v99  VO9+TI| T 24993

Remarque 1. Bien-stir cette borne n’a pas grand intérét : on approxime \/%, et pour calculer I'erreur, on devrait

calculer ﬁ, ce qui est encore plus compliqué...
Par contre, quitte a détériorer notre borne, on peut obtenir quelque chose de plus calculable :

1 1 1 1 1 1
< pu— p— pu— pu—
2v/993 T 2v/813 296  2x 93  2x 729 1458
Dans les deux cas, on a (via calculette, pour savoir si ces estimations sont proches de la réalité)

1

1
5,07.107* —— =6,85.10"*

1 1
— — ~5,03.107%
’ 2:/993 1458

/99 100



Exercice 2.
1. Soit f : & — V&2 — 22 — 3. Cette fonction est définie dés que 2 —2x—3 > 0, et dérivable dés que z2—22—3 > 0.
On calcule donc le signe de 2 — 2z — 3, on a
2—4 2+4
A=4+4+12=16 et 1 = — = —1, I'QZL:S
2 2

Comme le coefficient directeur de 2 — 2z — 3 est positif, on trouve que f est définie et continue sur ] — oo, —1] U
[3, +00] et est dérivable sur | — oo, —1[U]3, +00].
On calcule ensuite la dérivée de f, la formule est \/u(x), dont la dérivée est

()

2+/u(x)

, qui ici donne

2¢ — 2 r—1

f($):2\/x2—2x—3:\/a:2—2x—3

Pour calculer les variations de f, on calcule le signe de f’ : comme le dénominateur est de signe constant (une
racine est toujours positive), le signe de f’ est le signe de x — 1, d’ou le tableau de signes/variation suivant :

T —00 —1 3 +00
f'(@) - +
f(x)
|
Ainsi, f n’est pas dérivable en a = —1, donc la tangente cherchée n’existe pas (en fait géométriquement, la
tangente existe et est verticale, son équation est = —1, mais on ne peut pas le calculer par la dérivée).

En a = 4, 'équation de la tangente est donnée par
y=rf -4+ f(4)

Donc f'(4) = %, et f(4) = v/5, 'équation de la tangente & f en 4 est

3 _
V16—8-3

T4f:y:35(x—4)—|—\/5:\/3598—\;5

2. La fonction ¢ est définie par un quotient %2, o uw(x) =322 +2 —1etv(z) =+ 1.

v(z)
La fonction g est définie dés que u(x) est définie, et que v(x) est définie non nulle. On obtient ici

Dg :] - 17+OO[

et comme les fonctions u(x), v(x) sont dérivables sur ce domaine, (et v(x) non nulle), on obtient que g est
dérivable sur D,.
Pour calculer ¢'(z), on utilise la formule




Ici, on a v/(z) = 62 + 1 et V/(x) = 2\/%, d’on

3a24a-1
Vo> 1, g(z) (6 + 1)V + ST
rx+1
26z 4+ 1)(z+1)— (B2t +x—1)
B 20z +1)vz +1
12224+ 22+122+2 32" —2 +1

2@+ 1)V +1
_ 922 4+ 13z + 3

2@+ 1)Vr 1

Pour connaitre les variations de la fonction g, il faut connaitre le signe de la fonction ¢’, et comme il s’agit d’un
quotient, on calcule le signe du numérateur et du dénominateur.
- Signe de 922 + 132 + 3 : on calcule A = 132 — 118 = 61, 21 = #8\/5 et xo = #8‘/@, onazx <—1et
x9 > —1. La fonction z +— 922 + 13z + 3 est donc négative sur | — 1, 2] et positive sur [xq, + €7 ty[.
- La fonction z — 2(z + 1)y/z + 1 est évidemment positive sur | — 1, +00], la fonction ¢’ a en fait le signe de
922 4 13z + 3.

On a donc le tableau de signes/variations suivant :

x —1 T2 +00
g (z) - 0 +
g()

g9(a) = g(0) = —1 et g'(a) =¢'(0) = 5.
L’équation de la tangente a la courbe de g en a est alors donnée par

T:g’(a)(:c—a)—kg(a):gx—l

T Fonctions polynémes et fractions rationnelles

Exercice 3.

1. La fonction polyndmiale
f: R — R
r — 228 4+2+3

est de degré 3 et son coefficient de degré 0 (respectivement 1, 2, 3) vaut 3 (respectivement 1, 0, 2).

2. En tant que fonction polyndmiale, f est partout définie, continue et dérivable :

3.0n a
Ve €R, f'(z) =62% +1,



c’est encore une fonction polynémiale de degré 2, soit le degré de f moins un.

4. De facon générale, supposons qu’on ait une fonction polynémiale
n
P:xw apt” + an12™ ' 4+ aiz+ag = Zaixl,
i=0

de degré n (i.e. a, # 0). On calcule
n .
Vo € R, P'(z) = na,z" ' + (n — Dap_12" 2+ 4+ 2092 + a1 = Ziaixl_l.
=2

On constate alors que P’ est de degré n — 1. Ainsi, pour toute fonction polynomiale @, on a la formule

deg Q' = degQ — 1.

Exercice 4.
1. La fonction f : 2 — 32* + 222 — 4 est polynomiale, donc est partout définie, continue et dérivable :

et on a
Vr € R, f'(z) = 1223 + 4.

2. La fonction g : © — i;fg’i;é est définie dés que 22 — 5x + 6 # 0. Le discriminant de ce polynéme est A = 1

et ses racines valent 2 et 3. Ainsi, g est définie sur

Dy =] — 00,2[U]2, 3[U]3, +00]

De plus, elle est continue et dérivable sur D, en tant que quotient de fonctions continues et dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas, d’ou

Dy, =DC(g9) =Dy =R\ {2,3} =] — 00, 2[U]2, 3[U]3, +-00[.
En posant u(z) := 2% + 3z — 1 et v(x) := 22 — 5x + 6, la formule de dérivation des quotients donne

Vo € Dy, g/(x) _ u’(l‘)v(l‘) — U(ﬂj‘)v’(;l;) _ (3;52 + 3)(:52 — 5z +6) — (1:3 432 —1)(2z — 5)

v(x)? (22 — 5x + 6)?
3" —15a° 4 1827 + 32? — 152 + 18 — 22* — 62% 4 20 + 52° + 152 — 5
B (22 — 5x + 6)2
~a*—102® + 1522 + 2z + 13
(22 — bz + 6)2 '
Exercice 5. Soit la fonction
f+ R - R
r = ta?+r+1

avec a € R quelconque.
1. Quel que soit a € R, la fonction f est polynémiale, donc est partout définie, continue et dérivable :

2.0n a
Vo € R, f'(z) = 32% 4 2ax + 1.



e Supposons que a €] — 0o, —v/3[U]V/3, +00[. Dans ce cas, le discriminant de f’ vaut A = 4a® — 12 > 0. Les
deux racines réelles de f’ sont donc

—2a—2\/a— )(a+V/3) —a—\/a— 3)(a + v/3)

I =

et

—2a+2\/a— )(a+V/3) —a—i—\/a— a+\f)

Comme le coefficient dominant de f’ est posmf, f' est positive a Dextérieur de ses racines et négative a
Iintérieur. On obtient donc le tableau de variations suivant :

T —00 T T2 +00
f(x) + 0 — 0 +
f(z1) 0
—00 Z2

e Supposons que a €] —v/3,/3[. Dans ce cas on a A = 4a® — 12 < 0 et f’ n’a aucune racine réelle. De plus, f’
est toujours strictement positive (car f’ a le signe de f/(0) =1 > 0), d’ou le tableau de variations

x —00 +00
f'(@) +
+00
—00
e Supposons que a = —/3. Dans ce cas on a A = 4a® — 12 = 0 et la seule racine réelle de f’ vaut 2%6/?7’ = ? et

f! est positive ou nulle. Ainsi, le tableau de variations de f s’écrit

x —0 @ +00
I (z) + 0 +
B oo
f(x) 7
—0o0

e Supposons enfin que a = /3. Dans ce cas on a aussi A = 4a%2 — 12 = 0 et la seule racine réelle de f’ est
%\/g = —? et f’ est positive ou nulle sur R, d’ou le tableau de variations suivant



T Fonctions logarithmes et exponentielles

Exercice 6.

1.
- Par définition du logarithme népérien, on a
In(e™) =,
- Toujours par définition de In, on a
eln(7r) = .
- On calcule .
ez Hns = 1n(3?) x enB = M(VB) (5 — /35 5 = 5V/3.
- On a directement 1 1 Lo
“In(e™?) = = x 9y =""2
SI(e ) = 2 x (n4+2) = L
2.

- On passe a lexponentielle (on a le droit, car exp est partout définie!) et on obtient

1 1
OInz4+In6=0 = e2netlhb _ 1 o @2 _ 1 .21 = xE{ }

N

et, comme In n’est défini que pour les réels strictement positifs, la seule solution possible est z = %.

1 1
2In|{ —= | +In6=In( =) +n6=—-In6+In6=20
(v%> (6)

et donc I'équation 2Inz + In6 = 0 admet une unique solution donnée par

1 V6

V6 6

Réciproquement, on a

Ce type de raisonnement est trés utilisé en Mathématiques et s’appelle l'analyse-synthése. On suppose que
l'on a une solution & notre probléme et on en déduit certaines de ses propriétés; c’est l’'analyse. Quand on
a assez avancé pour trouver une solution, on prend ce candidat et on vérifie qu’il répond & la question ; ¢’est
la synthése. Dans le cas ot ['on aboutirait 6 une contradiction, cela veut dire qu’il n’existe pas de solution
au probléme posé.

- On raisonne encore ici par analyse-synthése. En passant encore a 'exponentielle, on a (pour une éventuelle
solution x)

In(z) +In(z+1)=1 = nz@+1)=1 = z@+1)=c = 22 +z—ec=0.

Le discriminant de ce dernier polynéme vaut A = 1 + 4e et la seule racine positive de ce polynéme est

—1++v1+4e —1+v1+4e
2 2

. La seule solution possible est donc = = . Réciproquement, on calcule

1n<—14m/1+4@> +1n<_1+‘/1+46+1> _ln<—1+\/l—|—4e y 1+\/1+4e)
2 2 a 2 2

xr =




donc I'équation In(z) + In(x 4+ 1) = 1 admet une unique solution donnée par

vV1+4e—1
5 )

- On raisonne toujours par analyse-synthése. Si x est solution de 'inéquation, alors
In(3z) >In(z? —1) = 3z>2> -1 = 22 -3z -1<0.

Ce dernier trindéme est de discriminant A = 13 et ses racines sont x; = 377 VI3 of 19 = B’JFT V13 - Ainsi, pour

que 22 —3x—1 < 0, il faut et il suffit que x € {m, Lﬁ} Or, pour que In(3x) et In(z% —1) aient un sens,

2
il faut que = > 0 et |z| > 1; il faut donc que = > 1. Ainsi, il faut que z € }1, %ﬂ} Réciproquement, si

x € } 1, 3+§/ﬁ} , on vérifie que I’on a bien In(3z) > In(z% — 1) et donc ’ensemble des solutions de I'inéquation

considérée est

1 3++v13
’ 2

- Ona
2
BT >t T2 o 3> -2 = 22 —4r—2<0.

Le discriminant de ce trinome est A = 24 et ses racines réelles valent 1 = 4_37‘/6 =2—V6etzy = 4+%‘/6 =
2 + /6. Ici, la définition des deux membres de 'inéquation ne pose probléme en aucun réel et on vérifie que

si2—vV6<x<2+ \/6, alors on a bien 3% > ¢®>=2=2 ot donc I'ensemble des solutions de cette inéquation

est
2 - 6,2+ V6.

Exercice 7.

1.Onax < 2?2 < 22 — 2 > 0, on calcule donc le signe de ce polynome, ses racines sont 0 et 1, il est donc
strictement positif pour z €] — 0o, 0[U]1, +o0o[. La deuxiéme inégalité n’a de sens que dans les cas ol x est positif,
auquel cas la fonction x + 2 est croissante, on a donc \/z < x = x < 22, équation dont on connait déja les
solutions, les solutions de cette deuxiéme inégalité sont donc RyN] — oo, 0[U]1, +o0[=]1, +00].

2. Soient 0 < a < b deux réels fixés.

- Supposons que z €]0, 1[. Alors on a In(z) < 0 et alors, comme a et b sont positifs :
blnzx <alnzx

et, par croissance de I’exponentielle, on obtient

b:eblnr < alnzx a

xr (& =x .

- Supposons que = €]1,4o00[. Alors In(x) > 0 et, comme a et b sont positifs :
alnz <blnz

et, par croissance de ’exponentielle,

7% — ealnx < eblnx — IIZb,

d’ou le résultat.



Exercice 8. 1. Remarquons tout d’abord que cette équation a un sens quel que soit € R. En la multipliant
par 3% = e*I"3_ on obtient
3 +37=2 = 3% -2x3"+1=0.

Posons alors X := 3%. On doit avoir X2 —2X + 1 =0 et comme X? —2X + 1 = (X — 1)2, on doit donc avoir
X = 1, soit 3% = 1, soit e*3 = €0 soit xIn3 = 0, donc # = 0. Réciproquement, = = 0 vérifie clairement
3% 4+ 37% = 2, donc cette équation admet pour unique solution

x = 0.

2. L’équation 3%* — 2.3% + 1 = 0 vient d’étre résolue et sa seule solution est

x = 0.

3. Ici, on a deux fagons (quasiment identiques!) de résoudre le probléme. On peut utiliser la définition de log,

ou bien utiliser la formule utile
Inx

Va >0, Vx > 0, log,(z) = o

Par définition de log,, on a

-3 _1 1
log,(2)=-3 = 27°=2 = =2 3:3—\/5.

Autrement,
In2 In2 1 _1 1
Réciproquement, z = {%@ vérifie bien I’équation, qui admet donc pour unique solution
1 41
=5\
4. On a

2% — 8 = Inz =logy(8) =logy(23) =3 = z=¢3

et e3 vérifie clairement I’équation, qui admet donc pour unique solution

J;:eg.

Exercice 9.
1. On écrit

1 1 1 3
logs (W) = log, (275) = R logs(27) = 510g3(33) _ :

d’o’tt logs(V/27) = 2.
2. On écrit
1
2log;(4) — B logs(64) — logs(2) = logs(4%) — logs(V/64) — log5(2)
= log;(16) — logs(8) — logs(2)
1
= log; ( 62/8> =logs(1) =0

d’ott 2log;(4) — 3 logs(64) — logs(2) = 0.



1 Fonctions hyperboliques

Exercice 10. B
1. Les fonctions Pf et If sont définies via les fonctions f : x — f(x) et f: xz — f(—x), il faut et il suffit que
ces deux fonctions soient définies pour que Pf et I f le soient, donc

Dpf :D[f :DfﬂDJ';: Dfﬂ—Df

qui est bien un domaine symétrique. La parité/imparité de Pf et I f sont évidentes :

f=2) + f(=(=2) _ f(=2)+ f(z)

Pf(-2) = : = B R p)
(e = LoD S0ty

2. Si f est dérivable sur R, il en va de méme de ]?: x +— f(—x), donc Pf et If sont dérivables sur R comme
somme (et multiplication par un nombre réel) de fonctions dérivables. Comme on a f’ : z — —f'(—z), on a

(Pf)’(ac) _ f/(x) _zfl(_x) _ I(f’) et (If)/ _ f/<$) +2f,(_$) _ P(f/)

3. Dans le cas ou f(z) =€”, on a

Pf(z) = e’ ch(z) et If(x)= % = sh(z)

La question précédente nous donne alors les formules ch’ = sh et sh’ = ch.

Exercice 11. Ce sont des calculs rébarbatifs, mais sans grande astuce :

ef +e Tet —e®

2sh(z)ch(z) = 2

2 2
B (em + 6_$)(€z _ e—w)
N 2
2¢ _ ,—2x
_— 26 = sh(22)

(on utilise (@ — b)(a + b) = a® — b?)

2 _ (ex + e—x)Z N (ex _ e—x)Q

ch(z)? + sh(z)

4 4
_ eQw 1 2e%e™% 4 e—Qz eQac — 2eTe™T L 6—2m
- 4 * 4
_ 6290 + 2e%e™% 4 6—23: + 6290 — 2e%e~ | 6—23:
B 4
62:13 + 6721 4 62:): + 672517
B 4

=—7F — = ch(2x)



Exercice 12.
1. Premiérement, on a
e +e -3+ 3" —2e* +4e™*

f(z) = 5 = 2 =2 T —¢e"

La dérivée de cette fonction est x — — (2™ + %) qui est strictement négative sur R, la fonction f est donc
strictement décroissante sur R, comme on a

lim f(z)=+o00 et lim f(z)=—o00

T——00 T—+400

on en déduit par le théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe une unique solution de 'équation f(z) = —1.

2. Par définition de la fonction f, on a
2 “—e*+1=0

En multipliant cette équation par e® (qui est non nul!) on obtient
2—e¥ 4 e =0
qui est 1’équation demandée. On pose alors X = e®, et I'équation devient X? — X —2 = 0, on calcule

1-3 1+3
A=1+8=9, X;=-—"=-1, ng%:2

Donc X = e® € {—1, 2}, mais comme la fonction exponentielle est strictement positive, la seule solution possible
est e = 2 et @ = In(2). (ceci suffit pour conclure : on a montré que I’équation f(z) = —1 admet une unique
solution, donc notre unique candidat « est forcément solution : il doit y en avoir une!).

3. L’intersection d’une fonction f avec ’axe des abscisses est toujours donnée par les solutions de ’équation
f(x) =0, ici 2¢=# — ef =0, on applique le méme raisonnement qu’a la question précédente : en multipliant par
e, on obtient
2-e¥=0s2=¢"
< In(2) =25

) ava) = g

L’intersection de f avec I'axe des abscisses est donnée par = = In(y/2).

Exercice 13.
1.O0n a

(:h(:l:)2 — sh(ac)2 = (¢" +e77)" — (" —e7)”

4 4
_ 6290 + 2e%e™% 4 6—255 6290 — 2eTe™T L 6—21‘
- 4 B 4
_ 62:13 1 2e%e~ % 4 6721 _ 62:13 1 2e%e™t — 6721
B 4
_ dete?
4
=e"e v =e0=1

| 2. Par la question précédente, on a sh(x)? = ch(z)? — 1, donc

5ch(x)? 4 3sh(x)? = 5ch(x)? 4 3(ch(z)? — 1) = 8ch(z)? — 3



3.0n a
a+3

8

On pose b = “TH. On sait que si b est négatif, cette équation n’a pas de solutions, on se restreint donc au cas ou
b est positif, on a alors

5ch(z)? + 3sh(z)? = a < 8ch(z)? —3 =a < ch(z)? =

ch(z)? = b« ch(z) = Vb
s +te=2vb
S e +1-2b=0

On pose X = €7, et on obtient équation X2 — 2vbX +1 =0. On calcule A = 4b — 4 = 4(b — 1).
- Sib<1,onaA <0 et cette équation n’a pas de solutions.

- Sib=1,0na A =0 et cette équation admet une unique solution Xy = 27\/5 =1.

- Sib>1, on a deux solutions X; :M =vVb—vb—1et Xo =vVb+b— 1.
On a donc, pour I’équation de départ :

- Si b < 1 (autrement dit a < 5), il n’y a pas de solutions.

- Si b =1 (autrement dit @ = 5), il y a une unique solution z = In(Xy) = In(1) = 0.

- Si b > 1 (autrement dit a > 5), il y a deux solutions z; = In(X;) = In(vb — Vb — 1) et 23 = In(X3) =

In(vb+ b —1).



