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L1 ScieNCES, TECHNOLOGIE, SANTE METHODES ET TECHNIQUES DE CALCUL

CORRECTION TD 1

Rappels :
Polynémes, delta et signe : On considére un polynome de degré 2

P(X):=aX*+bX +c¢

Pour calculer le signe de P(X), on définit A := b* — 4ac, on a alors

- 81 A <0, 'équation P(X) = 0 n’a pas de solutions réelle, le signe de P sur R est donc donné par

X —00 400

P(z) signe de a

- Si A =0, 'équation P(X) = 0 a une unique solution réelle zg = ;—é’, le signe de P sur R est donc donné par

x —00 Zo +oo

P(z) signedea (0 signedea

notons que la fonction ne change pas de signe, elle 'rebondit’ sur I’axe horizontal (n’écrivez surtout pas ¢a
comme ¢a, c¢’est juste une maniére de le retenir!)

- Si A > 0, I'équation P(X) = 0 admet deux solutions réelles z; = _bgcz/g et xo = —b;rC:/Z7 le signe de P sur
R est alors donné par
T —00 tal T2 +00
P(x) signedea (0 signede-a (O signedea

De facon générale, la formule a retenir est « Signe de a & Uextérieur des racines, signe de —a entre les racines »

Domaines de définition : Le domaine de définition est donnée, pour une formule du type f(z) = ... par les
valeurs de x pour lesquelles la formule a un sens (typiquement, la formule f(z) = 1/x n’a pas de sens pour
x=0).

La plupart des fonctions usuelles ont des domaines de définitions connus, que ’on rappelle ici :

x>z 0,400

1 | — 00, 0[U]0, +00]
0, +o0]
x+— In(z) ]0,4o00]

Ces formules sont utiles, mais elles ne font pas tout : en pratique, on calcule les domaine de définitions de
composées de ces fonctions, par exemple x +—> @, la régle générale est alors de raisonner par étape, dans cet
exemple, il faut que In(z) soit défini, et ne soit pas égal a 0, il faut donc que = €]0, +oo[ et  # 1 (la seule valeur
de z pour laquelle In(z) = 0).



Domaines de définition

Exercice 1.

a).

La fonction f; : z — In(x — 4) s’écrit x — In(u(z)) avec u(x) = = — 4. Pour qu’elle soit définie, il faut et il
suffit que w(z) soit défini et > 0. Bien str u(z) est partout défini, et on a

r—4>0< >4

Le domaine de définition de f; est alors
Df1 :}47 +OO[

La fonction fo(z) = 2z + 1 s’écrit x — Ju(z) avec u(zx) = 2z + 1. Pour que cette fonction soit définie, il
faut et il suffit que u(z) soit défini, et positif ou nul. A nouveau, u(x) est partout défini (c’est une fonction
affine), et on a

20+120& 22 2 -1
-1

AT

Le domaine de définition de fo est donc donné par

1
=L

(on remarque que ’on peut avoir x < 0 tout en ayant 2z+1 > 0, auquel cas /x n’est pas défini, mais /22 + 1
est défini!).

z24z—4
3x—4
définie, il faut que u(x) soit défini (ce qui est vrai pour tout x ici : ¢’est un polyndme), et que v(x) soit défini

et non nul. Une fois de plus, v(z) est toujours bien défini, et on a

Z((ig, avec u(z) = 22+ — 4 et v(x) = 3z — 4. Pour que cette fonction soit

La fonction f3:x +— s’écrit

4
v(m):()<:>3x—4:()<:>x:§

Le domaine de définition de fs est alors donné par

b).

La définition de g1 ne pose probléme en aucun point, ¢g; est donc partout définie. Pour connaitre son signe,
on utilise la méthode générale pour les polynomes :
On calcule

A=3%2—4%1x%(—4)=25=5>

Il y a donc deux racines réelles de g7, données par

o 3-V25_-3-5_ -8 . -34V% _2
YT T 2 Ty T2 T2
Ainsi, g; est strictement négative sur | — 4, 1], strictement positive sur | — oo, —4[U]1, +0o0][ et nulle en —4 et

1. Ce que l'on écrit
g1(z) <0 & ze[-4,1]
g1(x) >0 & x €] —o0,—4]U|[l,4o00]

On peut aussi résumer la situation dans le tableau de signe suivant :



g1(x) + 0 — 0 +

x—l—l

e La fonction gg : x — s’écrit g g avec u(z) =z + 1 et v(x) = x — 1. Comme u(x) et v(z) sont définies sur
R, la seule condition pour le domaine de définition de go est que v(z) # 0, autrement dit  # 1. Le domaine
de définition de go est alors

RAA{1} =] = o0, 1[U]1, +o0]

De plus, g1 est positive si le numérateur et le dénominateur ont le méme signe. Ils sont tous deux négatifs sur
] — 00, —1] et tous deux positifs sur |1, 4o00|. Ainsi, on a

{ g(r) <0 & zel-1,1]
g2(z) >0 & x €] — oo, —1]U]1, +o0[

Autrement dit

T —00 —1 1 +00
u(z) - 0 + +
v(z) - - 0 +
g2(x) =
u(x) + 0 - +
v(z)

e La définition de g3 = sin ne pose probléme en aucun point ; elle est donc définie sur R. De plus, par définition
de la fonction sinus, le réel gs(x) est positif si x est dans 'un des intervalles [km, (k + 1)7] pour un entier
relatif pair k, ou encore que z soit dans I'un des [2km, (2k + 1)7] pour un entier relatif k, ce que 'on écrit

g3(x) >0 & 3k eZ; x e 2km (2k+ 1)7] W re U [2km, (2k + 1)7].
kEZ

c) Les trois premiéres fonctions hy, ha, hz font intervenir le méme polynome z? + 3x — 4, que I'on a déja étudié
a la question b), on réutilise donc les résultats de cette question sans les démontrer.

e C’est toujours la méme méthode : pour que hy(z) = Va2 + 3z — 4 soit définie, il faut et il suffit que ce qui se
trouve sous la racine soit positif au nul, il faut donc que x2 + 3z —4 > 0. On en déduit par la question b) que

Dp, =R\] - 4, 1[=] — 00, —4] U1, +o0].

e Pour que hy = In(2? + 3x — 4) soit défini, il faut et il suffit que ce qui se trouve sous le logarithme soit
strictement positif. Toujours par la question b), on trouve

Dy, =R\ [—4,1] =] — 00, —4[U]1, +0o0.
e Ici, on veut que 22 + 3z — 4 # 0 pour pouvoir diviser, i.e. on veut que x # —4 et x # 1 et donc
Dh3 =R \ {_47 1} :} — 00, _4[U] —4, 1[U]17 —|—OO[

e Pour que hy(x) = 1/x+% soit défini, il faut et il suffit que ce qui se trouve sous la racine soit défini, et positif

au nul. D’aprés 'étude de signe de go menée dans la question b), il faut que < —1 ou que = > 1, d'on

Dp, =R\] - 1,1] =] — 00, —1]U]1, +00].



e De méme que pour hg, on trouve que hz(x) = In <%> est défini sur

Dy, =R\ [-1,1] =] — 00, —1[U]1, +0o0].
e Pour que hg(z) = ﬁ = ;}_’} = i—ﬁ soit défini, il faut et il suffit que go(x) soit défini et non nul, ou encore
que x ¢ 1,—1, d’on
Dy, =R\ {1} =] — 00, —1[U] — 1, 1[U]1 4 o0].
(bien str, on voudrait dire hg(z) = i—ﬁ, auquel cas le domaine de définition serait R \ {1}, mais la formule

de hg donnée au départ n’est pas définie pour x = 1, il existe simplement une autre formule qui étend la
premiére au cas = 1, qui n’était pas couvert jusque la).

e Pour que hy(z) = y/sin(x) soit défini, il faut et il suffit que sin(z) > 0, d’out en utilisant I’étude de signe de
g3 :
Dy, = | J[2kn, (2K + 1)7].
kEZ

e Pour que hg(z) = In(sin(z)) soit défini, il faut et il suffit que sin(z) > 0, d’ou en utilisant I’étude de signe de
gs et le fait que sin ne s’annule qu’en les multiples entiers de 7 :

Dy = | J12km, (2K + D)=
keZ

1
sin(x)

e Pour que hg(z) =
entier de w, d’ou

ait un sens, il faut et il suffit que sin(x) # 0, ce qui n’arrive que si x est un multiple

Dy, =R\ {kr, k € Z} = | J]km, (k + 1)x].
kEZ

Exercice 2.

e La fonction f est donnée par un quotient de deux fonctions partout définies, la seule condition qui apparait
est que le dénominateur soit non nul, on résout donc I’équation

22 —5r+6=0
On calcule A =25 —24 =1 et 1 = 2,5 = 3. Le domaine de définition de f; est donc
Dfl :] — 00, Q[U]27 3[U}37 —|—OO[

e La fonction fo est donnée comme la racine d’une fonction partout définie, la seule condition qui apparait
est que ce qui est sous la racine soit positif ou nul, on résout donc 1’équation

2 —=3x+2>0

On calcule A=9—-8=1¢et 21 = 1,22 = 2. Le signe de 2% — 3z + 2 est alors donné par

T —00 1 2 +00

x2—3x+2 + 0 — 0 +

Le domaine de définition de fo est alors donné par

Dy, :] — 00, 1] U [2,—1—00[



La fonction f3 est donnée comme la racine d’une fonction partout définie, la seule condition qui apparait
est que ce qui est sous la racine soit positif ou nul, on résout donc 1’équation

a:2—a:+120

On calcule A =1 —4 = —3 < 0. Le signe de 22 — x + 1 est alors donné par

x —00 +00

2—x+1 +

La fonction f3 est donc définie sur R.

La fonction f4 est donnée comme le logarithme (népérien) d’une fonction partout définie, la seule condition
qui apparait est que ce qui est dans le logarithme soit strictement positif, on résout donc 1’équation

—224+1>0

On calcule A=0+4=4¢et x;y =1,29 = —1. Le signe de —22 + 1 est alors donné par

T —00 -1 1 400
La fonction fy est donc définie sur | — 1, 1].
La fonction f5 est définie par une formule de la forme ﬁ avec u(z) = \/v(z), avec v(x) = —2% +2r — 1 =

—(x —1)2. Pour que f5 soit définie, il faut et il suffit que u(z) soit définie et > 0. Pour que u(x) soit définie,
il faut et il suffit que v(x) soit définie, positive ou nulle, mais v(z) < 0, et v(z) = 0 si et seulement si x = 1,
donc u(x) est définie sur {1}, avec u(1) = v/0 = 0, donc f5 n’est jamais définie.

La fonction fg est définie comme la différence de deux fonctions z — /3x + 2 et x — ﬁ Pour qu’une telle
formule soit définie, il faut et il suffit que les deux formules dont on prend la soustraction soient définies.
Ce qui donne
Dy, = [-2/3,+00[N] — 00, 3[U]3, +o0[= [—2/3, 3[U]3, +-00]
La fonction f; est définie comme un quotient % avec u(z) = In(x+2) et v(x) = 2%+ 22 — 3, les conditions
que 'on a sont donc que u(x) soit défini (autrement dit z > —2), et que v(x) soit défini et non nul (donc
x ¢ {—3,1}), on obtient donc
Dy, =) = 2,1[UJ1, +0|

Pour que fg soit définie, il faut et il suffit que le quotient Qf;} soit défini et positif, on a le tableau de signes
suivant :
x —00 -3 1/2 400
2 — 1 - - 0 +
x+3 — 0 - -
u) - - 0 -~
D’ou



Exercice 3.

e On a fi(z) = yu(z) avec u(z) = /v(x) — 5 avec v(z) = 16 + z%. La fonction v(z) est partout définie et
strictement positive, donc u(x) est partout défini, pour que u(x) soit positif, on résout

V16+ 2225 16+22 > 25 < o ¢ [-3,3]
D’ou Dy, =] — 00, —3] U [3,400].

e La fonction f5 est définie comme un quotient de deux fonctions, la seule condition qui apparait pour que
f2 soit définie est que sin(2z + 1) # 0, on a

sin2zx+1)=0<2x+1¢€ {kn,k € Z}

-1
:@xe{kz ,keZ}

kr—1 (k+1)m—1
DfQ:U] 2 2 [
keZ

e On sait que cosinus est (strictement) positif sur les intervalles de la forme [2km — 7/2,2km + 7/2[ pour
ke Z,dou
D =J }%ﬂ— g,leJrg[
kezZ
e Ici il faut un peu d’astuce (ou étre trés violent, et calculer des dérivées et des tableaux de signes...) pour
remarquer que 1 est racine du polynoéme 2% — 22?2 —x + 2 avec 2% — 222 —2+2 = (v — 1)(2? -2 - 2) =
(x —1)(x +1)(x — 2), d’ou le tableau de signe suivant :

T —00 -1 1 2 +00
r—1 - - 0 + +
z+1 - 0 + + +
z—2 - - - 0 +
3_o.2_
v - 0 + 0 - 0 +
x4+ 2
D’ou Dy, = [—1,1] U [2, +00].
e 11 faut déja étudier la fonction tangente tan(z) := igi((?), on a
x 0 5 m 3{ 27
sin 0 + 1 + 0 - -1 - 0
Cos 1 + 0 — -1 - 0 + 1
tan 0 + — 0 + — 0

Sur l'intervalle [0, 27[, la fonction tan est donc positive sur [0, 7/2[U[m, 37/2[, d’ont (par périodicité)

Dy, = U [2km, 2k + m/2[U2km + 7, 2km + 37 /2]
keZ



Continuité

Exercice 4.
1). La fonction f, comme la partie entiére F, est partout définie :

f+ R — R
x — E@Bx+2)

On sait (cours!) que la partie entiere est continue sur R\ Z = J,cz]k, k + 1[, donc ici f est continue si
k

DC(f)_Uy;,k;l{.

kEZ

2). La fonction z — est définie sur R\ {—1} et on a

1
z+1

1 .
—— & x#-1
— x+1
9(@) { 2 s w=-1
Ainsi, g est partout définie :
g : R — R
1 .
—= s z# -1
|_> IEJrl K
o { 2 s xz=-1
Ensuite, la fonction = — H% est continue sur R\ {—1}, donc ¢ est continue sur R\ {—1}. Reste & voir si elle

est continue en —1. On a )
li = i —_— == 2=g(-1
im_ge) = Tim = —00 £2=g(-1)

r——1— z——1- 1

(en fait, g n’a méme pas de limite en —1), donc g n’est pas continue en —1 et donc
DC(g) = R\ {—1} =] — 00, —1[U] — 1, +oc].

Exercice 5.
1) Soit
f: R — R
SR sin(i) s% x#0
0 si =0
Comme z — sin% est continue sur R* := R\ {0}, f est continue sur R*. Mais f n’admet pas de limite en 0,
donc n’est pas continue en 0 et donc

DC(f) =R* =] — 00,0[U]0, +00].

2) Soit
g : R — R
. xsin(%) si x#0
v 0 si z=0

La fonction = — xsin% est continue sur R* et on a

Vx € R*,

1
xsin —| < |z],
T

donc on a 1
lim g(z) = lim zsin — = 0 = ¢(0),

z—0 z—0 x

et donc g est continue partout :
DC(g) =R.



Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 6.

La fonction z — f(z) := 3z + 1 + sin(z) est définie et continue sur |—%,0[ et on a
3
lim f(z)=—"2 <0,
xangr 2

donc, par définition de la limite, il existe xg € ]—g, O[ tel que f(xp) < 0 et de méme, comme

lim f(z)=1>0,
z—0~
il existe x1 € ]—%,O[ tel que f(z1) > 0. De plus, toujours par définition de la limite, on peut supposer que
zo < x1. Comme f est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires assure 'existence de y €]xg, z1[ tel que
f(y) = 0, autrement, dit
3y +1+sin(y) =0,

d’ot le résultat.

Exercice 7.
Considérons une équation polynomiale

f(@) = ap2" + an_12" '+ + a1x + ag

avec an # 0 et de degré impair, i.e. avec n impair. Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que a, > 0.
Alors, comme n est impair on a
lim f(z)= lm apz" =—-o00 et lim f(x)= lim apz" = +oc.
T—>—00 r—r—00 T—>+00 r—r+00
Ainsi, par définition de la limite, il existe xo < 0 tel que f(z¢) < 0 ainsi que z1 > 0 tel que f(z1) > 0. Comme

f est polynomiale, elle est continue et par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc y €]xzg, z1[ tel
que f(y) =0 et ce y répond alors a la question.

Exercice 8.
1) Posons
g : [0,1] — R
r = f(z)—-=z
Comme f est continue sur [0, 1], g est aussi continue sur [0, 1] et, puisque f(0) =1et f(1) =0,onag(0) =1>0
et g(1) = —1 < 0; donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe z¢ € [0,1] tel que g(xo) = 0, i.e.
f(CC(]) = Xg.
Bonus : En fait, la conclusion reste vraie quelles que soient les valeurs de f en 0 et 1, pouvez-vous trouver
pourquoi ¢ 2) Soit
h : R — R
r = 23+222 —Tr+1

La fonction h étant polynomiale, elle est partout définie, continue et dérivable et on a

Vz € R, h(z) =3z% + 4z — 7.

La dérivée B’ est un trinome de discriminant A = 16 + 84 = 100 = 102 et de racines —4—VA _ —4-10 _ —% et

243 6
_4;;? = _42),“0 = 1. Le coefficient dominant de h’ étant positif, b’ est positive a I'extérieur de ses racines et

négative entre ses racines. De plus, on calcule h (—%) = %79 ~ 15,52 et h(1) = —3. On obtient alors le tableau

de variations suivant



B (x) + 0 — 0 +
419 +00
h(ZC) ) / 27 \ _3 /

Ainsi, le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure que

une solution si a< -3 oua > 42—179
Péquation h(z) = a admet { deux solutions si a=—3 oua= %2
trois solutions si -3I<a< 42—179

Dérivabilité, domaine de dérwabilité

Exercice 9.

e La fonction f :x — 223 4 32 — 4 est polynomiale, donc est partout définie, continue et dérivable :
Dy =DC(f)=Dp =R.

De plus, on a
vV €R, f'(z) = 62>+ 3.

e La fonction g : 2 +— In(2?+1) est définie dés que 22+1 > 0, i.e. est partout définie. Elle est de plus continue
et dérivable partout ou elle est définie en tant que composée de fonctions continues et dérivables, donc est
partout continue et dérivable :

Dy, = DC(g) = Dy =R.

De plus, en utilisant la formule de dérivation de fonction composée
(uow) = (u ov) x

on obtient (en posant u(x) := In(x) et v(z) := 22 + 1) que

Vz eR, ¢'(x) = (uov) (x) = (v ov)(x)(z) = X 2x =

x2+1 x2+1

e La fonction h : x + sin?(3z + 1) est partout définie, continue et dérivable comme combinaison linéaire,
composée et produit de fonctions continues et dérivables :

Dy, = DC(h) = Dy = R.

Posons a : x + sin(3z + 1). Alors on a h = a? et en posant u(z) := 22 et v(z) := a(z), la méme formule
que ci-dessus donne
Vo € R, W (z) = (uov)(x) = 2a(x)d ().

Or, en utilisant encore la méme formule avec @(z) := sin(x) et v(z) := 3z + 1, il vient
Vz € R, d'(z) = (uo ) (z) = 3cos(3x + 1)
et donc

Vz € R, M (z) = 2a(x)d' (z) = 2sin(3x + 1) x (3cos(3z + 1) = 6.cos(3z + 1) sin(3x + 1).



Exercice 10.

On rappelle que x — /x est définie et continue dés que x > 0 et est dérivable dés que = > 0. On
rappelle également que In est défini, continu et dérivable dés que = > 0 et enfin que = — |z| = Va?
est partout définie et continue, et est dérivable dés que z # 0.

e La fonction f : & — V22 — 62 + 8 est définie et continue dés que 22 — 6z + 8 > 0 et est dérivable dés que
22 — 62 + 8 > 0. On vérifie que les racines de 22 — 6z + 8 sont 2 et 4. Comme le coefficient dominant de ce
polynome est positif, on a que 22 — 62 + 8 > 0 si et seulement si x €] — 00,2] U [4, +oo[ et 22 — 62 +8 > 0
si et seulement si z €] — 0o, 2[UJ4, +00]. Ainsi, on obtient

Dy, = DC(f1) =] — 00, 2] U [4, 00|

et
Df{ =] — 00, 2[U]4, +00].

De plus, en utilisant la formule de dérivation des fonctions composées (appliquée & u(z) := /x et v(x) :=
22 — 62 + 8 et en se rappelant que v/(z) = ﬁ si x > 0), on obtient
2 — 6 z—3

Vo €] — 0o, 2[U]4, +o0f, fi(z) = (uov)(x)= 222 — 62 + 8 B Va2 —6x+8

e La fonction f5: x +— ;ﬁ—;é est définie et continue dés que ;—jﬁ% existe et est positife ou nul et est dérivable
dés que i—;é est défini et strictement positif. On obtient alors

sz = DC(fQ) :] — 00, _S[U[lv +OO[

et
Dy =] — 00, =3[U]1, 400[.
En posant a(z) := \/z et b(z) := i—;;’, la formule de dérivation des fonctions composées donne
b'(x)
Vi€ Dyy, Ji(e) = d (ba)(x) = L
2\/ 73

Pour trouver ¥, il nous faut ici appliquer la formule de dérivation des quotients :
(u)’ vy —w
v/ v2

en posant u(z) ==z — 1 et v(z) := x + 3. On obtient alors

/ u(z)v(z) —u(z)v'(x z+3—(x—-1 4
2 Dy, vy < MEPE e 0) i) 4

Ve e D f,(m)_b’(x)_ 4 2y +3 2 \/m
fa 02 2,/2=L  2(z + 3)2 /% (x 432V -1 (z+3)2Vaz—-1

z+3

et donc

e La fonction f3:x — |x2 — 4z + 3| est partout définie et continue comme composée de fonctions continues.
Elle est de plus dérivable dés que x2 — 42 + 3 # 0. En trouvant les racines de ce trinome, de discriminant
A = 4, on obtient que #? — 4z + 3 = 0 si et seulement si z € {1,3}. Ainsi, on obtient

Dy, = DC(f3) =R

et
Dfé =R\ {1,3} =] — 00, 1[{U]1, 3[U]3, +o0].



Avec la formule abs(z) := |z| = V2, on trouve que

1 si z>0
Va # 0, abs'(:n):{_l § 2<0

En appliquant la formule de dérivation des fonctions composées & u(z) := abs(x) = |z| et v(z) := 22 —4x+3,
on trouve que

2r—4 si 22 —4xr+3>0

Vo€ Dy i) = (wou) o) =wloiel@ = { Bl N LT

ou encore | U [
2 —4 sl x €] —o00,1{U]3, 400
v D , / — i bl 9
€Dy, f5(x) { —2x+4 si x €]1,3]
La fonction f4 : z — In (i—;;) est définie, continue et dérivable partout ol elle est définie, comme
composée de fonctions continues et dérivables. De plus, elle est définie dés que % > 0, i.e. dés que

x €] — 0o, —2[U]1, +o0[, d’on
Df4 = DC(f4) = Dfi :] — 00, —Q[U]l, —I-OO[.

En posant a(z) := In(z) et b(x) := i—jr;, la formule de dérivation des fonctions composées donne

Va € Dy, fi(x) = (a0 b)(z) = ' (b(x))b'(x) = Z((j)) =22 ().

Et en posant u(z) := 2z — 1 et v(x) := x + 2, la formule de dérivation des quotients donne

ooy d (@) —u(zp(z) 42— (x—1) 3
Vo =2 V(@) = (1) @) = v(@)? T @2t @ty
et donc e D f’(x)—x+2b’(x)—x+2 3 _ 3
fo A = Y T Tl @ 2?2 - D@ +2)

La fonction f5 : z — eV** =372 ogt définie, continue et dérivable partout ou la fonction z — V22 — 3z + 2
I'est. Cette derniére est définie et continue partout ot 2 —3x+2 > 0 et est dérivable dés que 22 —3z+2 > 0.
En calculant les racines de 2% — 3z + 2, qui sont 1 et 2, on trouve que 2 — 3z + 2 > 0 si et seulement si
r €] — 00,1] U [2,+oo[ et que 22 — 3z + 2 > 0 si et seulement si z €] — oo, 1[U]2, +-00[. Ainsi, on obtient

Df5 = DC(fE)) :] - OO,l] U [27+OO[

et
Dy, =] — o0, 1{U]2, +o0l.

En posant a(z) := e” et b(x) := V2 — 3x + 2, on obtient que

Vo € Dyy, filw) = (a0 b)' (&) = d'(b(@)¥ (z) = ¥ 572 (a).

De méme, en posant a(z) := /7 et b(z) := 22 — 3z + 2, on obtient

) — (5 0TV () — 3 (N () — g’(m) _ 2r — 3
VJ}EDfé,b(-f)—( b) () (b(z))V' () 2\/@ 2\/m'

On obtient donc finalement

; 2 — 3 :
Vi€ Dy, fie) = VIR (1) = L2V
9V2? — 32 12



e La fonction fg: z — sin% est définie, continue et dérivable partout ou la fonction = % I’est, donc dés

que z # 0. Ainsi, on a
Dy, = DC(fs) = Dy = R* =R\ {0} =] — 00, 0[U]0, +00.
L "on obtient

257

De plus, en posant a(z) := sin(z) et b(x) :

Vo #0, fi(z) = (aob)(z) =d(b(z))t(z) = cos <;> b (z).

Or, on a
v 0, v = ——
x% ) ( ) 1'27
d’ou
Vo € R, fi(z) = sy
» J6 - .%'2
Exercice 11.
R

Soit
f: R —
2 1 .
SN :csm(;) si x#0
0 si x=0
La fonction f est définie sur R et est continue et dérivable au-moins sur R*. De plus, en appliquant la formule

de dérivée d’un produit
(uwv) = v'v +uv'

au(z) =22 et v(z) := sin% et en utilisant le calcul de f} dans l'exercice précédent, on obtient
/ / / . 1 1
Ve #0, f(z) = (x)v(x) +u(z)v(xr) =2zxsin | — ) —cos | — | .
x x

I reste donc & voir si f est continue et dérivable en 0. On a

Yz #£ 0,

1
z?sin—| < x2,
T

donc
lim /() = 0 = (0),

donc f est continue en 0. Est-elle dérivable en 07 On a
lim fO+h) = F(0) = lim M = lim hs.in1 =0,
h—0 h h—0 h h—0 h

donc f7(0) existe et vaut 0. La fonction f est donc dérivable en 0. Finalement, on obtient

Dy = DO(f) = Dy =R

. 1 1 .
wer, pa={ 2 e () a0

Remarquons au passage que si 'on avait commencé par montrer que f est dérivable en 0, sa continuité en 0

et

aurait été automatique!



