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TD 5 - ANNEAUX, PARTIE 1

Exercice 1. Soit Q un ensemble. On note P(€2) 'ensemble des parties de €. Pour toute partie X de €, on note
X¢ le complémentaire de X dans Q. Pour X, Y € P(Q), on deéfinit la différence symétriqgue de X et de Y par
XAY (= (X°NY)U (X NY*°). Montrer que (P(2),A,N) est un anneau commutatif. Est-il unitaire ?

Exercice 2. Soit n > 1 un entier naturel. Montrer que I'ensemble M,,(Z) des matrices carrées de taille n a
coeflicients entiers est un anneau non commutatif et déterminer ses éléments inversibles.

Exercice 3. Soit d > 1 un entier naturel. On considére ’ensemble
Z[iVd] == {aﬂ'\/&be C | a,bez}.

1. Montrer que Z[iv/d] est un sous-anneau de C.
2. Soit z € Z[iv/d]. Montrer que z est inversible dans Z[iv/d] si et seulement si |z| = 1.

Exercice 4. Soit (A4, +,-) un anneau. On dit que A est un anneau de Boole si pour tout a € A, on a a? = a.

1. Soit © un ensemble. Montrer que (P(2), A,N) est un anneau de Boole.
2. Soit (A, +,-) un anneau de Boole.

(a) Montrer que a + a = 0 pour tout a € A.

(b) Montrer que A est commutatif.

(c) Montrer que A* = {14}.

(d) Montrer que A est intégre si et seulement si Card(A4) = 2.

Exercice 5. Soit n > 1 un entier naturel.
1. Déterminer (Z/nZ)*.

2. Montrer que Z/nZ est intégre si et seulement si n est un nombre premier.

Exercice 6. Soit f: R — R un morphisme d’anneau.

1. Montrer que pour tout n € Z, on a f(n) = n. En déduire que pour tout =z € Q, on a f(z) = x.

2. Soit x € Ry, montrer que f(x) > 0 (indication : utiliser la racine carrée).

3. En déduire que pour tout z,y € R tels que < y, on a f(x) < f(y).

4. Montrer que, pour tout x € R, on a f(z) = x.
Exercice 7. Soit A = C*(R,R) lanneau des fonctions infiniment dérivables de R dans R, muni de ’addition
définie par (f + g)(x) = f(z) + g(x) pour tout z € R et de la multiplication définie par (f - g)(x) = f(z)g(x)

pour tout = € R.
Montrer que {f € A | f(0) = f’(0) = 0} est un idéal de A mais que {f € A | f'(0) = 0} n’en est pas un.

Exercice 8. 1. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Montrer que I = A si et seulement si
contient un élément inversible de A.

2. Montrer que tout anneau commutatif intégre ayant un nombre fini d’idéaux est un corps.

Exercice 9. Soient A un anneau commutatif intégre et a,b € A. Montrer que les idéaux (a) et (b) sont égaux
si et seulement s’il existe u € A* tel que a = ub.

Exercice 10. Soient A un anneau commutatif et a,b € A. Montrer que a divise b si et seulement si (b) C (a).



Exercice 11. Soit A un anneau commutatif intégre. Une partie multiplicative de A est une partie de A stable
par multiplication, contenant 14 et ne contenant pas 04. On pose

Ag = {g € Frac(A) | aeA,seS}.

. Montrer que Ag est un sous-anneau de Frac(A).

. Soit B un anneau, et f : A — B un morphisme d’anneaux tel que f(s) € B* pour tout s € S. Montrer
a

qu’il existe un unique morphisme d’anneaux f : Ag — B tel que f(—A = f(a) pour tout a € A.

. Soit I C A un idéal premier de A. Montrer que le complémentaire S := A\ I de I dans A est une partie

multiplicative.

. Que vaut AA\{OA} ?

5. Soient s € A\ {04} et S = {s™ | n € N}. Montrer que S est une partie multiplicative de A, puis que

Ag ~ A[X]/(sX — 14).

Exercice 12 (Pour avoir les idées claires). Les objets suivants existent. Donnez en au moins un exemple, en
justifiant.
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Un idéal d’un anneau.

Deux idéaux d’'un anneau dont la réunion n’est pas un idéal.

Un anneau non intégre.

Un anneau intégre qui n’est pas un corps.

Un anneau sur lequel il existe un polynéme non nul ayant une infinité de racines.

Un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible, mais qui n’est pas un corps.
Un anneau intégre dont un quotient n’est pas integre.

Un anneau sur lequel tout polynéme non constant admet une racine.

Un anneau dans lequel ’ensemble des éléments non inversibles n’est pas un idéal.

Un anneau dans lequel ’ensemble des éléments non inversibles est un idéal.

. Un anneau sur lequel il existe des polynémes de degré arbitrairement grand n’ayant aucune racine.
. Deux entiers m,n > 1 tels que Z/mnZ # Z/nZ x Z/nZ.

. Deux entiers m,n > 1 tels que Z/mnZ ~ Z/nZ x Z/nZ.

. Deux idéaux I et J d’un anneau commutatifs tels que {xy | = € I,y € J} ne soit pas un ideéal.

. Un idéal premier non maximal d’un anneau.

. Un idéal maximal d’un anneau.

. Un idéal non premier d’un anneau intégre.

. Deux anneaux intégres dont le corps des fractions est Q(X).

. Un anneau intégre A et un idéal premier I de A tels que le corps de fractions de A/ ne soit pas isomorphe

a un quotient de Frac(A).



