UPJV 2024-2025
L3 MATHEMATIQUES GROUPES, ANNEAUX, CORPS

TD 3 - GROUPE SYMETRIQUE, PREMIERES ACTIONS DE GROUPES

T Groupe symétrique

Exercice 1. Calculer les produits de permutations suivants.
1 1 2 3 45 6 o 1 2 3 45 6
"\4 35 2 6 1 216 4 3 5)°
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2. ) o )
<4 1 2 3) <2 3 1 4> <3 2 4 1>
3. (1432)0(132).

L (254)0(1423)0(24).
5. (1974)0(4382)0(45972).

I

Exercice 2. Pour 0 € G,,, on définit le support de o comme l'ensemble {i € [1,n] | o(i) # i}. Déterminer le
support, l'ordre et la signature des permutations suivantes.

11234567
" \4 3 75 6 1)

2
123456\ (12

2'(42 35 6 1>°<1 3

3. (1542)0(354).

4. (123)0(124)0(234)0(134).

Exercice 3. Déterminer I'ordre dans Gg des éléments suivants :

(12)0(34), (1234)0(567)0(82),
(573)0(238), |(12456783)0(345678)0(12).

Exercice 4 (Cardinal).
1. Soit n > 2. On pose H := {0 € &,, | o(n) = n}. Montrer que H est isomorphe & &,,_;.
2. Soient 0,0’ € &,,. Montrer que 0 H = ¢’ H si et seulement si o(n) = ¢’(n). En déduire que |&,,/H| = n.

3. Montrer par récurrence sur n > 2 que |&,| = nl.

Exercice 5 (Générateurs). On rappelle que les transpositions engendrent le groupe symétrique. On rappelle
également la formule o(iy --- ix)o~ ! = (o(iy) --- o(ix)).

1. Montrer que l'ensemble E := {(1 2),...,(1 n)} engendre toutes les transpositions. En déduire que E
engendre G,,.

2. En déduire que l'ensemble {(1 2),(2 3),...,(n — 1 n)} des transpositions consécutives engendre S,,.
3. En déduire que l'ensemble {(1 2),(1 2 --- n)} engendre &,,.

T Actions de groupes

Exercice 6. Soient k un corps, et soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que la multiplication
scalaire de k sur V induit une action de groupe de k* sur V. Quels sont les orbites de cette action ?

Exercice 7 (Equivalence des matrices). Soient k un corps, et n,m > 1 deux entiers.



1. Rappeler la loi de groupe définie sur le produit direct GLy, (k) x GL, (k). On pose G := GL, (k) x GL,, (k)
dans la suite.

2. Montrer que 'on définit une action de groupe de G sur M, (k) en posant

a: GXMpnk) — Mpn(k)
(P,Q),A) — (P,Q)-A:=PAQ".

3. Montrer que deux matrices A, A" € M, (k) sont dans la méme orbite sous 'action de G si et seulement
si elles représentent dans des bases différentes la méme application linéaire f : k™ — k™. On dit alors que
A et A’ sont équivalentes.

4. Montrer que deux matrices équivalentes ont le méme rang.

5. Montrer que toute matrice A € M,, (k) est équivalente & une unique matrice de la forme

I, 0
Im,n,r = <(; 0>

ou r = rang(A). En déduire que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Exercice 8 (Similitude des matrices). Soient k un corps, et soit n > 1 un entier.

1. Montrer que l'on définit une action de groupe de GL, (k) sur M, (k) en posant

a: GLy(k) x Mu(k) — My(k)
(P,A) —s P-A:=PAP!,

2. Montrer que deux matrices A, A" € M, (k) sont dans la méme orbite sous l’action de GL,, (k) si et seulement
si elles représentent le méme endomorphisme de k™ dans des bases différentes de k™. On dit alors que A
et A’ sont semblables.

3. Montrer que deux matrices semblables sont toujours équivalentes au sens de 1’exercice 7.

4. Montrer que l'action « se restreint en une action de GLj, (k) sur ’ensemble D, (k) des matrices diagona-
lisables sur k. Montrer que deux matrices A, A’ € D,,(k) sont semblables si et seulement si elles ont les
mémes valeurs propres.

Exercice 9 (Demi-plan de Poincaré). On considére G := GLj (R) I’ensemble des matrices de taille 2 & déter-
minant strictement positif. On pose
H:={z € C | Sm(z) > 0}.

1. Soit M = <Ccl Z) € G. Montrer que pour tout z € H, on a cz + d # 0. Montrer également que gjig € H.
2. Montrer que 'on définit une action de groupe de G sur H en posant
b
vMm = (¢ b e€eqG, zeH, M~z:az+
c d cz+d

3. Soit z € H, montrer qu’il existe M € G telle que M -7 = z. En déduire que I'action ci-dessus est transitive.
4. Soient M € GG et soit z € H. Montrer que, pour tout A€ R,ona AM € Get AM -z=M - 2.



