UPJV — UFR des Sciences 2024 - 2025
LICENCE 1 — ALGEBRE LINEAIRE R. ABDELLATIF

TD 2 — Applications linéaires et matrices

I) Calcul de matrices associées a des applications linéaires

Exercice 1. —
On considére V'application f : R;[X] — Ry[X] définie par f(Q(X)) = Q'(X). On pose P(X) :=3X +2
et R(X):=2X + 3.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de R;[X].
2. Montrer que la famille B := (P(X), R(X)) est une base de R;[X].
3. Donner la matrice de f dans la base B.

Exercice 2. —

Soit n > 1 un entier. Vérifier que les applications suivantes sont des endomorphismes de R, [X], puis
calculer leurs matrices dans la base canonique B de R, [X], puis dans la base usuelle échelonnée en degré

j
B = (e1,...,en), avec €; ::ZXj pour j € {1,...,n}.

)
k=0
* f1: P(X)— P(X);
x o1 P(X) o 3 (P(X) + P(-X));
* f3: P(X)— P(X)—P(0);
* fy: P(X)— TP(X);
 fs: P(X) = P(X + 1) — P(X)

Exercice 3. —
On considére les éléments f et g de £(R3) définis comme suit :

V (2,y.2) B, f(z,,2) = (204 3y — 42,2y + 2,22) et g(,y,2) := (32,22 + 3y, +y +3z) .

1. Déterminer les matrices associées & f et & ¢ dans la base canonique de R3.

2. Aprés avoir justifié leur existence, déterminer les matrices associées & fog, g o f et f + g dans
la base canonique de R3.

3. Déterminer les matrices associées & f2 := f o f et g = g o g dans la base canonique de R3.

4. Reprendre les trois questions précédentes en remplacant & chaque fois la base canonique de R?
par la base B/ ={(100),(210),(30 —1)}.
II) Rang et noyau d’une matrice quelconque

Exercice 4. —
A quelle condition nécessaire et suffisante une matrice est-elle de rang nul ?

Exercice 5. —
Déterminer le rang des matrices suivantes.

2(1)8 1 000 0 0 0 1 2 3 i_l_(l);l
001|233 o0y L2 3 a0 2 sl
5 9 9 4 5 6 0 -1 -2 -3 2 5 8 ) 0
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Exercice 6. —
Déterminer le noyau des matrices suivantes.

0 1 0 1 -1 4
1 0 1 ) 07 3 1 ) (1) ? g ) (1) g g | 4 0 -1 1
0 1 0 ' 2 70 7)) 9 5 8 ’ 1 _9 _3 "l 2 1 0
1 0 1 1 0 0
Exercice 7. —
Sans calculer leur déterminant, déterminer lesquelles de ces matrices sont inversibles.
01 2 10
4 2 1 2001 1 9 8 L 102 01 010
2 0 0 4 2 6 0 9
3 5 8 ; ; 4 1 7 ; ;110 0 01
2 0 2 1 1 2 1 2
9 4 2 9 0 2 9 0 8 3 9 9 0 7 0 21 20
4 0 4 0 4

IIT) Matrices de passage et changements de base

Exercice 8. —
Soit (e1, €2, e3) la base canonique de R?. On définit les vecteurs suivants :

fi=—e1+es, fo=2e1 —ex+2e3, fs=e€1—extes.

Vérifier que B = (f1, fa2, f3) est une base de R3.
Déterminer la matrice de passage de la base canonique a la base B.

Déterminer la matrice de passage de la base B a la base canonique.

Ll

Si un vecteur a pour coordonnées (x,y,z) dans la base canonique, quelles sont ses coordonnées
dans la base B?

Exercice 9. —
Soit u:= [(z,y) € R? — (z — 2y, 3y) € R?].

1. Veérifier que u est un endomorphisme de £(R?).

2. Déterminer la matrice de u dans la base canonique (eg, e2) de R2.
3. Montrer que B = (e1, e; + e2) est une base de R?.
4

. Déterminer la matrice de v dans B de deux maniéres différentes.

Exercice 10. —
2

1 0
Soit u 'application linéaire associée a la matrice A = —2 1 2 | dans la base (e, eq,e3).
1 3

—_

Posons fi1 :=e; —ex +e3, fo:=e1 +e3 et f3:=ex+e3.
1. Montrer que B = (f1, f2, f3) est une base de R3.

2. Déterminer la matrice de v dans la base B.



