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M2 PREPARATION A L’AGREGATION EXTERNE MATHEMATIQUES GENERALES

RAPPELS ET EXERCICES SUR LA REDUCTION DES ENDOMORPHISMES.
REDUCTION DE JORDAN

Par défaut, on fixe k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n < co, et v € L(E). On notera X, le polynome
caractéristique de u, et m, son polyndéme minimal.

1 Polynomes d’endomorphismes

Exercice 1.
1. (i) = (i1) est clair puisque 7, est un polyndéme annulateur de u. Réciproquement, si P € k[X] est un polyndme scindé
a racines simples qui annule wu, alors 7, qui divise P est lui aussi scindé & racines simples.

2. Supposons que u est diagonalisable. Soit une base B de E dans laquelle on a
M = Matg(u) = diag()\l,)\l,. . .,)\1,)\2,. . ‘,)\2, .. .,)\3, .. .,)\r)

avec les \; distincts deux a deux. On voit que M est annulée par le polynéme P(X) := (X — A\ )(X — X2)--- (X — \,),
qui est scindé & racines simples. Comme ’ensemble des polyndmes annulateurs de M est égal & ’ensemble des polynoémes
annulateurs de u, on trouve que u annule un polynoéme scindé a racines simples et donc que 7, est scindé & racines simples
d’aprés la question 1.

3. On écrit m,(X) := [[;_, (X — a;) avec les o; distincts deux a deux. Par le lemme des noyaux, on a

T
E =Ker(m,(U)) = @Ker(u —a;1d)
i=1
Comme les Ker(u — «; Id) sont les espaces propres de u, on trouve bien que F est la somme directe des espaces propres
de ’endomorphisme u, qui est donc diagonalisable.

Exercice 2.

(i) < (i) On sait que les facteurs irréductibles de x,, et de m, sont égaux, les premiers sont donc tous de degré 1 si et
seulement si les second sont tous de degré 1. Autrement dit, , est scindé si et seulement si m, Dest.

Ici encore, (i) = (7i7) est immédiat puisque 7, est un polynéme annulateur de . Enfin, si v annule un polynome scindé,
alors ce polynéme est un multiple de 7, qui est donc lui aussi scindé.

Exercice 3.
1.Comme tout élément de F' est une racine de X7 — X, on a que

X -X=]][(X-a)
acl

est scindé & racines simples.
2. Supposons d’abord que M est diagonalisable. Pour un certain P € GL,,(F), on a

PMP™! = diag(A1,..., \n)
(avec les \; non nécessairement tous distincts). On a alors

(PMP Y- PMP ' =PM?— M)P! =diag(A\! — A\, A — Ao, 02 —)\,)

n

Comme tous les éléments de F' annulent X9 — X, on en déduit que P(M? — M)P~! =0 et que M — M = 0.
Réciproquement, si M? — M = 0, alors M annule le polynéme X9 — X, qui est scindé a racines simples. Ceci implique
directement que M est diagonalisable.

Exercice 4.
1. Comme u? est diagonalisable, on sait que le polynéme minimal de u? est scindé & racines simples, notons alors

r

mu (X) o= [[(X = o),

i=1



avec les a; distincts deux a deux. Comme 7,2 (u?) = 0, on en déduit que u annule le polynome

r

me (X7) = [[(X° - o)

i=1

Pour un a; non nul, on a (X2 —q;) = (X —r;)(X +7r;) avec 7; une racine de o; dans k (comme ce dernier est algébriquement
clos, on peut prendre une telle racine). Comme u € GL(E), on a u?> € GL(E), et donc u? n’admet pas 0 comme valeur
propre, les «; sont donc tous non nuls et on a

I

T2 (X?) = J[(X = ri) (X +79)

i=1

Comme 7; # —r; et r; # rj pour i # j (on a rf = a; # a; = r3), on trouve que 7,2 (X?) est scindé a racines simples, et
donc u est diagonalisable.

2. Comme on I’a vu, des problémes peuvent apparaitre quand 0 est une valeur propre de u. Par exemple, considérons la

matrice
0 1
Mo (0 O)

On a M? = 0 est diagonalisable, et pourtant, le polynéme minimal de M est X2, qui n’est pas scindé & racines simples. De
fagon générale, les endomorphismes nilpotents d’indice 2 fournissent tous des contre-exemples au résultat de la question 1
quand on considére un endomorphisme non inversible.

3. On vérifie que, en caractéristique 2, on a u? = Id, donc u? est diagonalisable. Pourtant, on vérifie que y,, = 7, = (X —1)?
n’est pas & racines simples, et donc que u n’est pas diagonalisable.

1 Endomorphismes nilpotents

Exercice 5.

1. Si u est nilpotent, alors son polyndme caractéristique est x,(X) = X". Comme la trace de u est (au signe preés) le
coefficient de degré n — 1 de x,, (somme des valeurs propres avec multiplicités), on trouve tr(u) = 0. Comme pour tout
p € N*, uP est nilpotent également, on trouve tr(u”) = 0 pour tout p > 1.

2.(a) Par définition, u* et Q(u) sont des polynémes en u, qui commutent donc avec u. On a alors que Ker u*, Im u*, Ker Q(u), Im Q(u)
sont des espaces u-stables. Le fait que F = F @ G est une conséquence du lemme des noyaux puisque F = Ker(m,(u)) et
puisque X* et Q(X) sont premiers entre eux par construction.
(b) Par définition, pour tout z € G, on a Q(u)(x) =0 = Q(ug)(x) =0, d’oit Q(ug) = 0.

Posons Q(X) =>""_,a,X*. On a

0 =1tr(0) =tr(Q(ug)) = Zai tr(ul) = ap dim G + Zai tr(u).

=0 i=1

Comme ag # 0, dim G # 0 implique qu’il doit exister un certain i € [1,7] tel que tr(ul,) # 0.
En choisissant une base Br de F' et une base Bg de G, on obtient une base B de E dans laquelle

_ (Matg, (ur) 0
Mats(u)—< Bo | MatBG(UG)>

Pour tout p > 1, on a tr(u?) = tr(ufF) + tr(ug,). Comme up est nilpotent, sa trace et celle de ses puissances sont toutes

nulles, on trouve donc tr(uf,) = tr(u”), qui est non nul pour un certain p d’apres ce qu’on a dit précédemment.

(¢) Comme par hypotheése, on a tr(u?) = 0 pour tout p > 1, on a une contradiction avec tr(uf,) # 0 pour un certain p. La
contradiction vient de dim G # 0, on a donc G = {0}. Ceci implique E = F = Keru*, donc X* annule u, qui est alors
nilpotent.

Exercice 6. On note K; le noyau de u’. Par hypothése, on a Ky = E, la suite des noyaux emboités est donc
{0}:K0CK1:KeruCK2:E.

Comme la suite des noyaux emboités s’essouffle, on a dimKeru > (dim E — dim Keru). En notant d := dim Ker u, on
trouve d > 4 —d et donc d > 2. On a d # 4 par hypothése puisque u est non nul, on a donc d € [2,3]. (autre méthode, le
fait que u soit nilpotent d’indice 2 entraine Im u C Ker u, on peut alors utiliser le théoréme du rang pour avoir d € [2, 3]).



Si d = 2, alors la partition de 4 associée & u est (2,2). On procéde alors comme dans la preuve de Dexistence de la
réduite de Jordan : Soit G un supplémentaire & Keru dans E. On a dim G = 2, et on peut prendre z,y une base de G.
Comme G @ Keru = E, on a Keru NG = {0}, et donc u est injective sur G. La famille {u(x),u(y)} est alors une famille
libre de Imu C Keru, et donc c’est une base. On obtient alors une base {z,u(z),y,u(y)} de E, dans laquelle la matrice
de u est de la seconde forme voulue.

Si d = 3, alors la partition de 4 associée a u est (3,1). On procéde alors comme dans la preuve de Dexistence de la
réduite de Jordan : Soit G un supplémentaire & Keru dans E. On a dim G = 1, et on peut prendre x une base de G.
Comme G @ Keru = E, on a KeruN G = {0}, et donc u est injective sur G. La famille {u(z)} est alors une famille libre
de Imu C Keru, que l’on compléte en une base {u(x),a,b} de Keru. On obtient alors une base {z,u(x),a,b} de E, dans
laquelle la matrice de u est de la seconde forme voulue (puisque a, b € Ker u).

Exercice 7. On suppose d’abord que X <. Y. On note X = (X1,...,X,). On a deux cas a considérer : premiérement,
si X, = 1 et si c’est cette case du diagramme qui bouge pour passer du tableau de Young de X a celui de Y, alors on
aY =(Xy,..., X+ 1, X04,...,X1), et X; = X;11,... = X,—1. Deuxiément, si la case qui bouge provient d’une
colonne du tableau de X de hauteur > 1, disons X;, alorson a Y = (Xy,..., X; + 1, X;41,..., X;-1, X; —1,..., X,) et
X; = X;11=...=X,_1. Dans les deux cas, on calcule explicitement X* et Y* et on voit que Y* <, X*.

Maintenant dans le cas général ot X < Y. Il existe une suite Xo,..., X, telle que Xg =X, X, =Y et X; < X;11
pour tout i € [0,r — 1]. Par ce qu'on a vu, on a X, < X; pour i € [0, — 1], et donc Y* < X*. Enfin pour la
réciproque, si Y* < X* alors X** =X Y =Y*".

Exercice 8. Le polynome caractéristique de 2u est donné par

X X X
Xou(X) = det(2u — X 1I,,) = det (2 (u - 2In)> = 2" det (u - 2In) =2"Xu (2)

Si xu(X) = > i, a; X", on obtient

Si u et 2u sont semblables, alors on a

a;
2n—i

Vi € [0,n], =a; e (1-2"""a; =0.
En particulier, cela entraine a; = 0 pour ¢ < n, on a alors x, = X" et u est nilpotent.
Réciproquement, supposons que u est nilpotent. Pour tout ¢ > 0 et x € F, on a

u'(z) = 0 & 2’ (x) = (2u)'(z) = 0.

Autrement dit, les suites de noyaux emboités pour u et pour 2u sont égales. Les termes successifs de ces suites ont donc
les mémes dimensions, et Y (u) = Y (2u), d’ott u et 2u semblables par le théoréme de Jordan.

Exercice 9. Supposons d’abord que u est nilpotent. On a vu dans 'exercice précédent que u est semblable & 2u, il est
donc semblable a %u Par une récurrence immédiate, on obtient que u est semblable & tous les Z%u Cette derniére suite
converge clairement vers 0, qui est donc dans ’adhérence de la classe de similitude de wu.

Réciproquement, supposons que 0 est dans ’adhérence de la classe de similitude de u. Fixons une base B de E et M
la matrice de u dans cette base. L’identification £(F) ~ M., (k) issu du choix de B identifie la classe de similitude de u
avec celle de M. Par hypothése, il existe une suite (P, )men de matrices inversibles telles que P, M P! converge vers 0.
Comme le produit des matrices est une application continue, on a que, pour tout p € N*, la suite (P,,M P,,})? = P,, MP P!
converge vers 0P = 0. Comme la trace est une application linéaire (donc continue), on en déduit que

lim tr(P, MPP ') = tr(0) = 0.

Comme la trace est constante sur les classes de similitude, cette limite est également la valeur de tr(M?). On obtient donc
tr(MP) = 0 pour tout p € N*, et donc M est nilpotente d’aprés un exercice précédent.

t Calcul de réduction de Jordan

Exercice 10.
1. Si m # 1, alors A,,, admet deux valeurs propres m et 1, de multiplicités respectives 1 et 2. Si m = 1, alors A,, admet 1
comme unique valeur propre, de multiplicité 3.

2. Si m # 1, alors les facteurs irréductibles de x4,, sont (X —m) et (X — 1). Comme les facteurs irréductibles de 74, et
de x4,, sont les mémes, on a soit m4,, = (X —m)(X —1), ou bien w4, = xa,,. Pour distinguer les deux, il suffit de tester



si (Ap, — mI3)(Anm — I3) = 0 ou non. En général, on a

-m+2 m-—1 -1 1 m—1 -1 -1 0 1
(A, —mI3) (A, —Is) = [ —m+1 0 m—1 -m+1 m—1 m—-1]=m(m-1){0 0 0
1 m—1 —m 1 m—1 -1 -1 0 1

Sim # 0 et m# 1 (cas déja exclus de toute facon), alors (A, — mI3)(A, — I3) # 0 et le polyndme minimal de A,, est

XA, -
Sim=0,o0na

2 -1 -1
Ao=1[1 0 -1
1 -1 0
dont le polynéme minimal est X (X — 1).
Sim=1,0ona
2 0 —1
A;=10 1 0
1 0 0
Ona Ay — I3 # 0, et (A — I3)? = (A; — mI3)(A; — I3) = 0 par le calcul général effectué dans les cas précédent. Le

polynome minimal de A; est donc (X — 1)%.
Pour résumer, on a les polyndmes minimaux suivants

Valeurs de m | A,
m =0 X(X-1)
m=1 (X —1)?

m¢{0,1} | (X —m)(X —1)?

Comme A,, est diagonalisable si et seulement si son polyndéme minimal est scindé & racines simples, on trouve que 4,, est
diagonalisable seulement pour m = 0. Pour diagonaliser Ag, on calcule les espaces propres de Ag :

— Ep = Ker Ay = Vect(1,1,1)

— By =Ker Ayg — I3 = Vect((1,1,0), (1,0, 1)).
Dans la base B = {(1,1,1),(1,1,0), (1,0,1)}, on trouve la matrice diag(0,1,1).

3. On commence par traiter le cas m = 1. L’espace caractéristique Ny = Ker(A; — I3)3 est égal & E. Autrement dit, A,
est unipotente et A; — I3 est nilpotente. On a

10 -1
A—L=|0 0 o0
10 —1

Comme (A; — I3)? = 0, la suite des noyaux emboités est de la forme
{0} =Ky CK, = Ker(Al 7]3) CKy=F

Comme la seule partition de dim F = 3 en deux termes est (2,1), on a d’emblée la partition Y (A; — I3) = (2,1). Cela
nous permet d’un coup d’affirmer que A; — I3 est semblable & la matrice de Jordan diag(Jy, Jo), et donc A; est semblable
a diag(J1(1), J2(1)). Mais on peut étre plus précis et calculer une base de Jordanisation.

Comme d’habitude, on remplit le tableau de Young de A; — I5. On commence par fixer G un supplémentaire a K3
dans E. On a K; = Vect((0,1,0),(1,0,1)), on peut prendre G = Vect(0,0,1). On a

(0,0,1)

Oun prend ensuite 'image (A; — I3).(0,0,1) = (—1,0,—1), et on remplit



(-1,0,-1) (0,0,1)

Pour finir, on prend un supplémentaire & Vect(—1,0, —1) dans K, par exemple Vect(0,1,0) :

(0,1,0)

(71707*1) (07071)

En lisant les lignes du tableau, on obtient une base de Jordanisation {(0,1,0), (—1,0,—1), (0,0,1)}, dans laquelle la matrice
A; — I a la forme voulue. On peut vérifier que dans cette base, la matrice A; devient

1 00
0 11
0 01

On traite ensuite le cas m # 0,m # 1 : On calcule les espaces caractéristiques :

-m+2 m-—1 -1
N, :=KerA,, —mIs =Ker | -m+1 0 m—1] = Vect(1,1,1),
1 m—1 —m
-1 1 1
Ny :=Ker(A,, — I3)> =Ker(m—1)* [ =1 1 1| = Vect((1,1,0),(1,0,1))
-1 1 1

Sur I'espace N, la réduction est déja faite : Ny, est en fait 'espace propre de A, pour la valeur propre m, et A, y,, est
simplement la multiplication par m. Sur ’espace Ny, on a

A (1,1,0) = (m+1,1,m) = (1,1,0) + m(1,0,1) et Ap.(1,0,1) = (1,0,1)

La matrice A, |y, dans la base (1,1,0),(1,0,1) est alors

- (3%

En considérant la base (m,0,m), (1,1,0), on trouve la matrice

o)

qui est la réduite de Jordan de A,,n,. Au final, dans la base (1,1, 1), (m,0,m), (1,1,0), on trouve la forme de Jordan

oo 3
(=
== O

1 Applications



Exercice 11.

1. Soit J une matrice de Jordan. Il s’agit d’une matrice diagonale par blocs avec des blocs de la forme J,,,(\) pour \ € k
sur la diagonale. La matrice *.J transposée de J est elle aussi diagonale par blocs, avec des blocs de la forme *(.J,,(\)) sur
la diagonale. Si chaque bloc de Jordan est semblable & son transposé, alors on obtient que J est semblable & sa transposée
(en prenant une matrice dans GL,(k), diagonale par blocs, avec sur la diagonale des blocs de la forme P € GL,, (k)
conjuguant J,,(A) en *(J,())). Il suffit donc de répondre & la question pour les blocs de Jordan.

Soit J,,,(A) un bloc de Jordan, on a Jp,(\) = A, + Jim, ot Jp, = Jn(0) est un bloc de Jordan nilpotent. Si J, est
semblable & ?(J,,,), disons par une matrice P € GL,,(k), alors

PJn(NP™ =Py + Jn) Pt = APL, P 4+ PJ, P = M, + 1(Jn) = H(Tm (V).

Il suffit donc de montrer que le bloc de Jordan nilpotent .J,,, est semblable & son transposé. On peut bien-sir exhiber
une matrice de passage explicite, mais on peut aussi utiliser le théoréme de Jordan : La matrice !(J,;,) agit sur la base
canonique de k" par ‘(J,,).e; = e; 1 pour i < n et t(J,,).e, = 0. Le noyau de (*(J,,))" est donc Vect(e,_it1,...,e,) et est
de dimension i. Les partitions Y (J,,) et Y (*J,,) sont donc toutes deux égales a (1,...,1), et J,, et 'J,, sont semblables,
ce qui termine la preuve.

2. Soit M € M, (k). Puisque k est algébriquement clos, le polyndome caractéristique de M est scindé, et M admet une
réduite de Jordan J : il existe P € GL,, (k) telle que PM P~! = J. Par la question précédente, il existe Q € GL, (k) telle
que QJQ! =*J. La matrice R :='PQP € GL, (k) est donc telle que

RMR™ ' ='P(Q(PMPH)Q 1 (P)™!
='P(QJIQH)('P)!
='P("))"(P")
=4PtJP)
=tM

et M est semblable & sa transposée.

3. Soit M € M, (k), et soit L une cloture algébrique de k. Par la question précédente, M et *M sont deux matrices de
M, (k) qui sont semblables dans M,,(L). On sait qu’elles sont alors semblables dans M, (k).

Exercice 12.
1. Soit M € D:eg(k). Puisque toutes les valeurs propres de M sont distinctes, le polynome caractéristique de M a n racines
distinctes. Puisqu’il est de degré n, il est donc scindé & racines simples et M est en particulier diagonalisable.

2. Soit M € D,(K), et soit P € GL,(K) telle que PMP~! est une matrice diagonale, disons D := PMP~! =
diag(A1, ..., A1, A2, ..., Ag, ..oy Ay), Ot les A; sont tous distincts deux & deux, et ou chaque \; apparait n; fois. On peut
considérer ¢ la moitié de la distance minimale entre deux )\; distincts (qui est donc non nul), et considérer la suite

D, := diag (Al +Ea+ =
n

3 9 9
2n,...,)\1+En1n7>\2+ﬁ,...,)\2+7,...,)\7«4— >

nan Nen
Par construction, D,, est une matrice diagonale dont toutes les valeurs propres sont distinctes : le choix de ¢ fait qu’il n’y
a pas de coincidences entre un \; + -= et un \; + —5—, et on a évidemment \; + = # \; + ~5— pour m # m/'. La suite
(Dy,)nen~ converge vers D, et par continuité du produit de matrices, la suite (P~1D,, P),en+ est une suite de D**8(KK) qui
converge vers P"'DP = M.

3. Soit T' € M,,(K) une matrice triangulaire supérieure. Elle s’écrit 7' = D + N ou D est la partie diagonale, et N la
partie supérieure (donc nilpotente). On peut écrire D comme dans la question précédente, et considérer la méme suite
D,,. La matrice T,, := D,, + N est une matrice triangulaire supérieure, dont toutes les valeurs diagonales (qui sont donc
ses valeurs propres) sont distinctes deux a deux. On obtient que T,, € DI*8(K) et que la suite (T}, )nen+ est une suite de
matrices de DI*8(K) qui converge vers T'.

4. Comme D!8(K) C D, (K), on a Dy, *(K) C D,,(K), il suffit donc de montrer que 7,,(K) C D;*(K) pour conclure. Par la
question précédente, on a que toute matrice triangulaire supérieure se trouve dans D;,®(K). Soit maintenant M € T, (K),
et soit P € GL,(K) telle que PM P~ soit triangulaire supérieure. On peut alors prendre une suite (D, ),en+ de DF8(K)
qui converge vers PM P~1. Par continuité du produit de matrices, la suite (P~!'D,, P),en- est une suite de D**¢(K) qui
converge vers M, d’ou M € Dy®(K).

5.(a) Comme C est algébriquement clos, la réduction de Jordan donne que T,,(C) = M,,(C). Comme D?¢(C) est dense
dans T,,(C), on a bien le résultat.



(b) Le théoréme de Cayley-Hamilton est clairement vrai pour les matrices diagonales a valeurs propres distinctes. Pour
P € GL,(C) et D une matrice diagonale & valeurs propres distinctes, on pose M := PDP~! € D'*¢(C), et on a

xm (M) = xp(PDP™') = Pxp(D)P~' =0

Donc le théoréme de Cayley-Hamilton est vrai pour toute matrice dans D:°8(C). Soit maintenant M € M, (C) et soit
(Dp)nen une suite de Di8(C) qui converge vers M. Comme les coefficients du polyndéme caractéristiques sont continus
(polynomiaux) en les coefficients de la matrice considérée, on a que la suite xp, est une suite de P’espace C,[X] des
polynémes de degré au plus n qui converge vers xs. La suite xp, (D,,) converge vers x (M), mais comme xp, (D)) est
identiquement nulle, on obtient que (M) = 0, soit le théoréme de Cayley-Hamilton.

6.(a) On I'a déja montré précédemment : les coefficients du polynome caractéristique sont des fonctions polynomiales donc
continues en les coefficients de la matrice. Comme une suite de polynéme de degré fixée converge si et seulement si tous
les coefficients convergent, on a bien le résultat voulu.

(b) On sait que application qui & un polynoéme de degré n dans C[X] associe ’ensemble de ses racines est continue, &
valeur dans ’ensemble C"/&,, des multiensembles de n points complexes (Exercice F.33 dans H2G2). Si la suite des xp,,
est scindée, alors le multiensemble des racines de xp, vit en fait dans R"/&,,, qui est un fermé de C"/&,,. En passant a
la limite, les racines de xp_ sont également un élément de R"/&,, et donc xp_, est scindé.

(¢) Nous venons en particulier de montrer que, pour tout M € D, (R), le polyndome y s est scindé, autrement dit M est
trigonalisable, d’ou D,,(R) C T;,(C). Comme on avait déja l'inclusion réciproque par la question 4, on a bien le résultat
voulu.

Exercice 13.

1. Comme X est non nul, on peut écrire J,,(A\) = A, + J, = A1 + 1J,). La matrice 1J,, est nilpotente, et donc la
matrice 1 + %Jn est unipotente. Comme A\ € C est non nul, il existe un nombre complexe I tel que ¢/ = X. La matrice
Ln(A) := 14 L(1 + 5J,) est alors telle que

exp <z +L (1 + i‘]"» = ¢l exp <(L <1 + iJn>) =\ (1 + iJn) = Ju(N).

2. Considérons une matrice diagonale par blocs D = diag(Mj, ..., M,). On sait que D" = diag(M7,..., M), et donc
exp(D) = diag(exp(My),...,exp(M,)). A présent, considérons une matrice de Jordan J = diag(J,, (A1), - .., Jn, (\)) avec
tous les A; non nuls pour que J soit inversible. La matrice diag(Ly,, (A1), ..., Ly, (Ar)) est alors un antécédent de J par
I’exponentielle.

3. Soit M € GL,(C). On peut considérer P € GL,(C) telle que J := PM P! soit une matrice de Jordan, inversible car
M est inversible. Par la question précédente, il existe H € M,,(C) telle que exp(H) = J. On sait alors que exp(P~1HP) =
P~1JP = M, et donc M admet des antécédents par I'exponentielle de matrices.



