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M2 PREPARATION A L’AGREGATION EXTERNE MATHEMATIQUES GENERALES

RAPPELS ET EXERCICES SUR LE GROUPE LINEAIRE II - CORRECTION

1 Groupes topologiques

Exercice 1. Comme la topologie de C (et de C* par restriction) est métrique, on peut utiliser la caractérisation
séquentielle de la continuité.

Soient a,b € C*, et (an,bp)nen une suite de (C*)? qui converge vers (a,b). On sait que les suites (an)nen et
(bn)nen convergent vers a et b, respectivement. On doit montrer que la suite (anby)nen converge vers ab. On a

|anbn, — ab] = |anby, — anb + apb — ab| < |ay||bn — b| + |an — alb

Par hypotheése, la suite (Jay|)nen est convergente donc bornée. Comme (by, ) e converge vers b, le terme |ay,||b, —b|
converge vers 0. De méme, |a, — a||b| converge vers 0, d’ou le résultat.
Soit ensuite a € C* et (a,)nen convergeant vers a, on a

1 1

an a

a—ap| |a—ay

aan, |aa,|

Comme (|aay,|)nen est une suite de C* qui converge, elle est donc minorée par une constante A > 0, d’ou

et le résultat.
Ensuite, S! est un sous-groupe de C*, et forcément un groupe topologique pour la topologie induite (le
produit et le passage a l'inverse sont continus par restriction).

Exercice 2. On fixe g € G. On commence par vérifier que ’application

w: G — GxG
h +—  (g,h)

est continue. Soit U C G x G un ouvert. on montre que ¢, ' (U) = {h € G | (g,h) € U} est ouvert dans G.
Soit h € L;l(U), on a (g,h) € G x G. Par définition de la topologie produit, on peut choisir un voisinage Uy,
(resp. Up) de g dans G (resp. de h dans G), tel que Uy x U, C U. On a en particulier {g} x U, C U, et donc
Up C 17 ' (U). L'ensemble ¢, *(U) est alors ouvert car il contient un voisinage de chacun de ses points.

Comme ¢4 est continue, on conclut facilement que Ly = poe, est continue. Il s’agit également d'une bijection,
de réciproque Lg-1, qui est continue : ¢’est un homéomorphisme. On applique un raisonnement similaire pour
R, en regardant l'application h +— (h, g).

Exercice 3. On pose Fy := {F € P(G) | F est fermé et H C F'} ’ensemble des fermés de G qui contiennent
H. On a par définition
H= () F

FeFg

1. Comme H est un sous-groupe de G, on a ((H) = H. Soit F' € Fg. Comme ¢ est un homéomorphisme de G,
L(F) est aussi un fermé, qui contient ((H) = H, on a donc «(F) € Fg. Comme 2 = Id, on voit que ¢ induit une
bijection de Fg dans lui-méme, ainsi

(Hy=: (F|=()u)= () FF=H

FeFy FeFy FreFy



2. Soient z,y € H, et U un voisinage ouvert de xy. On cherche & montrer que U N H # @. Comme le produit est
continu, u~!(U) est un voisinage de (z,y) dans G x G. Par définition de la topologie produit (engendrée par les
produits d’ouverts), il existe alors U,, U, des voisinages ouverts respectifs de x et y tels que U, x U, C p=H(U).
Comme z,y € H, les ouverts U, et U, contiennent chacun un point de H, disons h et h’. On a (h,h’) € U, x U, C
p=t(U) et hh' € U N H, d’ot1 le résultat.

3. Nous avons montré a la question 1) que «(H) = H, autrement dit que H est stable par inverse. Ensuite, nous
avons montré a la question 2) que H est stable par produit. Comme H est non vide (il contient H), nous avons
bien que H est un sous-groupe de G.

Exercice 4.

1. Comme dans le cas des groupes topologiques, on commence par vérifier que l'application ¢, : g — (g, ) de G

vers G x X est continue. Soit U C G x X un ouvert. on montre que ¢, ' (U) = {g € G | (g9,x) € U} est ouvert

dans G. Soit g € 1;}(U), on a (g, ) € G x X. Par définition de la topologie produit, on peut choisir un voisinage

U,y de g dans G, et un voisinage U, de  dans X, tel que Uy x U, C U. On a en particulier Uy x {z} C U, et

donc U, C ¢;1(U). L’ensemble ¢ 1(U) est alors ouvert car il contient un voisinage de chacun de ses points.
Comme ¢, est continue, on conclut facilement que a, = « o 1, est continue.

2. Soit g € G. Par définition du stabilisateur dans une action de groupe, on a

g € Stabg(z) & g.x = ax(g) =
= g€a; ({z})

Ainsi, Stabg(z) = ay'({x}). Comme X est séparé, {z} est fermé, de méme que son image réciproque par
I'application continue a.

3. On utilise que la translation par ¢ € G est un homéomorphisme. Soient y € O, g € G, et U un voisinage
de g.y. L’ensemble g~1(U) est un voisinage de y. Comme y est adhérent & O, ce voisinage contient un point
h € O. En translatant par g, on obtient que U contient g.h € O. Comme tout voisinage de g.y intersecte O non
trivialement, on obtient bien que g.y € O.

Exercice 5.

1. Par restriction, f : H — {0,1} est une application continue. Comme H est connexe, f|y est constante.
Considérons la translation L, par g, il s’agit d’'un homéomorphisme de G. Donc f o L, est également une
fonction continue de G vers {0, 1}. En particulier, pour h,h' € H, on a foL,(h) = f(gh) = f(gh') = fo Ls(l).
Donc f est constante sur les classes & gauche modulo H.

2. Comme f est constante sur gH, on peut définir f(gH) := f(x) pour x € gH (le choix de x ne change pas
la valeur de f(z) justement car f est constante sur gH). L’application f est continue car, pour un ouvert U de

{0,1}, on a
1

F W) ={gH | fl9) €U} =n({g | flg) € U}) =n(f'(V))
qui est un ouvert de G/H.

3. Par la question précédente, f : G/H — {0,1} est continue, donc constante car G/H est connexe. On a donc
que f prend la méme valeur sur toute les classes a gauche modulo H, comme ces classes a gauche forment
une partition de G, on obtient que f est constante sur G. Nous avons montré que toute application continue
G — {0,1} est constante, ce qui est une caractérisation de la connexité de G.



2 Groupes de matrices

Exercice 6.
1. Par définition, le déterminant est une fonction polynomiale en les coordonnées de la matrice considérée. 1l
s’agit en particulier d’une application continue.

2. Les coordonnées d’une matrice produit sont des fonctions polynomiales en les coordonnées des deux facteurs,

donc le produit de matrices est continu. Pour 'inverse, la fonction associant & une matrice la transposée de sa

comatrice est continue (les coordonnées de la comatrice sont des déterminants), et comme le déterminant est
1

continu et non nul sur GL, (K), il en va de méme de g, d’ou le résultat.

3. Soit () une suite de K* convergeant vers 0. On considére la suite A4,, = A — ¢, I,,, qui converge clairement

vers A. On a
det(A,,) = det(A —enly) = xalem)

Comme x4 est un polynéme non nul, il existe un certain r > 0 tel que toute racine non nulle de x4 ait un
module supérieur a r. Or, a partir d’un certain rang, |e,,| < r, donc det(A,,) # 0 a partir de ce rang. On obtient
donc une suite (Ay,)men de GL,(K) qui converge vers A.

Exercice 7.

1. Comme le déterminant est polynomial en les coordonnées et 'application z — zA + (1 — z) B est polynomiale
en z, P est une application polynoémiale de C vers lui méme, autrement dit un polynéme. De plus, P est non
nul car P(0) = det(B) # 0.

2. Comme P est un polynéme complexe non nul, il admet un nombre fini de racines. On pose C l'’ensemble C
privé des racines de P. Il s’agit d’un plan privé d’un nombre fini de points, donc connexe par arcs, et il contient
0,1 car A et B sont inversibles. Il existe un chemin v dans C allant de 0 & 1, donc

vt € [0,1], P(y(t)) = det(y()A + (1 —7(£))B) # 0

3. Avec les notations de la question précédente, le chemin ¢ — v(¢)A + (1 — y(¢))B est un chemin continu dans
GL,(K) allant de B vers A.

4. I’application det est continue et surjective de GL,(R) vers R*, comme ce dernier espace n’est pas connexe,
GL,(R) n’est pas connexe.

Exercice 8.
L’ensemble considéré contient (i,/2), et plus généralement, la suite (ni, v/n + 1), qui n’est pas bornée. Ensuite,
pour (a,b) dans ’ensemble considéré, on a

—b
M(a,b) = <Z a) € S0,(C)
donc SO2(C) n’est pas borné : pour la norme |||, 'ensemble des matrices M (a, b) n’est pas borné. Donc SO2(C)
n’est pas compact, de méme que O2(C) qui le contient.

2. Le groupe O, (R) est donné par les endomorphismes linéaires de R™ qui préservent le produit scalaire usuel,
donc qui agissent par isométrie. En utilisant la norme sur M, (R) subordonnée & la norme euclidienne, on a
que tous les éléments de O, (R) sont de norme 1. En particulier O, (R) et SO, (R) sont bornés. Comme ils sont
également fermés dans M, (R), qui est de dimension finie, ils sont compacts.

3. On sait que toute matrice de O, (R) est conjuguée, dans O, (R), & une matrice de la forme
R(61)

R(6,) avec R(0) = (:?5((3)) :}2;?2?) et 2r+k+k =n

—1I
Ik/



Le déterminant d’'une telle matrice est (—1)¥. Une matrice écrite sous cette forme se trouve donc dans SO, (R)
si et seulement si k est pair. Ensuite, on note que —Is = R(m). On peut alors remplacer —Ij par une matrice

diagonale par bloc

R(~) R(x)

R(r) ou

_1 R(n)

selon si k est impair ou pair. Ainsi, une matrice de SO, (R) est conjuguée (dans O, (R)) a une matrice de la
forme

R(6h)

M6y, 0., k) =
( ) R(6r)
I
Soit A € SO,(R), et soit P € O,(R) telle que PAP~™' = M(6;,k') comme ci-dessus. Pour € [0,2x], on
considére le chemin
Yo : t — R(t0)

qui est un chemin continu de I vers R(f) dans SO2(R). On considére le chemin continu

Y6, (t)

I':t— M(té?j,k:’) =
70, (t)
Ik/

Qui est clairement dans SO, (R) et va de I,, vers M (6}, k'). Comme le produit matriciel (et 'inverse des matrices)
est continu, le chemin ¢ ++ P~T'(t)P est un chemin continu de P~1I,,P = I,, vers A, donc SO, (R) est connexe
par arc.

Exercice 9.
1. Comme A est inversible, on peut noter A~'(AB)A = BA, et donc AB et BA sont conjuguées par A. Soit
AeK ona

xAB(A) = det(AB — \I,,) = det(A™ 1) det(AB — AI,,) det(A) = det(BA — A\I,) = xpa(N)

Comme ceci est vrai pour tout A € K, et que K est infini, on obtient que x4p = xBA-
2. Soit A = (ai,j); je[1,n] une matrice carrée. On rappelle que le déterminant de A est donné par

n

det(A) = Z €(U)Haa(i)7i'

ceS, i=1

Ainsi, le déterminant de A — A, est donné par

det(A—=A) = Y (o) [] aoq. (aii — \)

oe6y, o(1)#i o(i)=t

Pour o € G, fixé, le polynome Hg(i#i Ao (i), i Hg(i):i(am — A) € K[A] a pour degré le nombre de points fixes de
o, et ses coefficients sont des polynomes en les coefficients de A. Ainsi, det(A — AI,) est un polyndéme dont les
coefficients sont des polynémes en les coefficients de A.

En identifiant K, [A] et K"*! en tant qu’espace vectoriel normé. On obtient que A + x4 est une application
M, (K) — K*F1 dont les coordonnées sont polynomiales, il s’agit en particulier d'une application continue.

3. Soit A € M,,(K), et soit (A;,)nen une suite de GL,,(K) qui converge vers A dans M,,(K). Comme le produit des
matrices est continu, les suites (A, B)nen et (BAy, )nen convergent respectivement vers AB et BA. Par continuité



du polynéme caractéristique, les suites de polynomes (x4, B)nen €t (XBA, JneN convergent respectivement vers
XAB et xpa. Enfin, par la question 1, les suites x4, B et xBa, sont en fait égales, il en va donc de méme de leur
limite : xap = XBA comme annonce.

4. Soit A € M,,(K), on sait que le terme de degré n —1 du polynéme caractéristique de A est donné par — tr(A).
Le résultat est alors une conséquence directe des questions précédentes.

Exercice 10. (Densité des matrices diagonalisables dans les matrices trigonalisables)

1. On construit les coefﬁcients diagonaux ek de Dy, récursivement : On commence par poser 5’f .= 27% En
supposant que €’f, e 6 ont été construits, on choisit 5Z+1 tel que

A1 +efg €+, A+ e}

Un tel 51 1 <27 k existe toujours étant donné qu’on Cherche a éviter un ensemble fini de valeurs.

Par définition, la norme infinie de Dy est inférieure & g, donc la suite (Dg)ren converge vers 0, et (1" + Dy)
converge vers T, tout en étant une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous distincts. Comme
T + Dy, est triangulaire, ses coefficients diagonaux sont ses valeurs propres, d’ott T + Dy, € M3 2 (K).

2. Soit A une matrice trigonalisable : il existe P € GL,,(K) telle que PAP~! = T soit triangulaire supérieure. Par
la question précédente il existe (T7,) une suite de My, *(K) qui converge vers 7. Par continuité de la conjugaison
des matrices, la suite (P~!T},P) converge vers A et se trouve dans My ®(K) (car ce dernier est stable par
conjugaison).

3. On vient de montrer que M, ®(K) est dense dans ’ensemble des matrices trigonalisables, comme My ®(K) C
D, (K), on obtient que ce dernier ensemble est également dense dans Iensemble des matrices trigonalisables.
Dans le cas K = C, toute matrice est trigonalisable, d’ou le résultat.

Exercice 11. (Cayley-Hamilton)
1. Soit D = diag(Ay, ..., \,) une matrice diagonale a valeurs propres distinctes. On sait que

n

o) =] =)
i=1
Or, la matrice (A1, — D) est donnée par diag(A; — A1,...,0,...,A; — Ap,) : son i-éme coefficient diagonaux est
nul. Le produit des matrices (A\;I, — D) est donc un produit de n matrices diagonales, et pour tout i € [1,n],

le i-éme coefficient du i-éme terme de ce produit est nul : le produit xp(D) est nul.

2. Soit A € M 8(C), il existe P € GL,(C) telle que PAP~! soit diagonale & valeurs propres distinctes. Or, on
sait que

0= xpap-1(PAP™') = Pxpap-1(A)P~" = Pxa(A) P!
d’ott x4(A) = 0 par conjugaison.

3. Comme le produit des matrices est continu, de méme que les sommes, la continuité de P — P(A) est
immeédiate. Comme A — x4 est continue d’aprés ’exercice précédent, on conclut par composition que A —
XA(A) est continue.

4. Comme l'application A — y4(A) est continue et s’annule sur une partie dense de M,,(C) (la partie My, *(C)),
on conclut que cette application est constante égale a 0, d’ot1 le résultat.

'y:tl—>1t
01

qui va de Iz vers T. On a det(y(t)) = 1 car () est triangulaire supérieure avec des 1 sur sa diagonale. On a le
résultat en considérant le chemin
In—2 0 >
t—
< 0 ()

Exercice 12. (Connexité de SLy,(K))
1. On considére le chemin continu suivant :



2. Soit s une transvection dans SLy, (K). On sait que s est conjuguée a la matrice de la question 1 via une matrice
P. En conjuguant le chemin de la question précédente par P~! (opération continue), on obtient un chemin
continu de I, vers s.

3. On sait que les transvections engendrent SL, (K). Il suffit donc de montrer que les produits de transvections
sont dans la composante connexe par arcs de I,,. On procéde par récurrence sur le nombre de termes apparaissant
dans un produit de transvections. Les transvections (i.e les produits de 1 transvections) sont dans la composante
connexe par arcs de I,, d’aprés la premiére question. Soit maintenant un produit de la forme s; ... sgy1. On sait
que s1 ... est dans la composante connexe par arcs de I, par hypothése de récurrence.

On peut considérer un chemin continu de I,, vers siy1 d’aprés la question 1, la translation par s; ... s; étant une
opération continue, on obtient un chemin continu de s;...sg vers sj...sg41. Par concaténation de ce chemin
avec un chemin de I,, vers sj...sp4+1, on obtient le résultat voulu.

4. On sait a présent que SL,(C) et C* sont connexes (par arcs). Or on a vu précédemment que l'on a une suite
exacte courte topologique
1—SL,(C) —» GL,(C) - C* =1

qui donne alors que GL,,(C) est connexe d’aprés I’exercice 5

5. 1l est clair par restriction que I'on a un morphisme de groupes surjectif GL}(R) — R% . Le noyau de ce
morphisme est bien SL,,(R) par définition. On obtient donc la suite exacte courte voulue, ainsi que la connexité
de GL; (R) d’aprés 'exercice 5. Soit M une matrice de déterminant —1. La multiplication par M induit un
homéomorphisme de GL,,(R), envoyant par définition GL; (R) sur GL;, (R) et inversement. Comme image d'un
connexe par un homéomorphisme, GL;, (R) est connexe. Les composantes connexes de GL, (R) sont donc GL, (R)
et GL,, (R) : ce sont deux connexes, et il n’y a pas de plus grand ensemble connexe dans GL,(R) (sans quoi ce
dernier serait connexe, ce qu’on sait étre faux).

Exercice 13. (Sous-groupes a un paramétre de GL,,(C))
1. Soient t, s € R, on doit avoir f(t + s) = f(t)f(s). En utilisant la formule du produit de matrices, on a

fuj t+5 Zfz fk,]

2. Soient 7,5 € [1,n], on a

/tH_a fm(s)ds = /a fi,j(s + t)dS

:/0 Zfzk (8) fr,(t)

k=1

Zn:/ fie(8) fr.j(t)ds

(/ fix(s dS) Jri (@)

Il
i M: i

Ce dernier terme est la coordonnée (7, j) du produit ( )ds) f(t), comme annonce.
3. On sait que F': a — fo s)ds est une primitive de f, nulle en 0. On a

1 (¢ F(a)— F(0

[ o= L= FO

o Jo «

qui converge quand « tends vers 0, vers F'(0) = f(0) € GLy(R). Comme GL,(R) est un ouvert, pour « assez
petit, L [0* f(s)ds se trouve dans GLy(R).

4. On note g, la fonction considérée. On a




Et donc
9a(t) = 9a(0) _ F(t+a)—F(t) F(a)—F(0)

t at at
1 (Ft+a)—F(a) F(t)— F(0)
o« t t
1 f(e) = f(0)
Z(F' — =
- L(F(0) - F(0) = 12
Soit « assez petit pour que M, := foa f(s)ds soit inversible (un tel « existe par la question 3. On a

F(t) = Mg ga(t)
d’aprés la question 1. Donc f est dérivable en 0 car g, est dérivable en 0. Ensuite, pour s € R, on a

s+ ti —s) _ f(t)f(sz — f(s) _ f(®) - T 5y = £(0)5(s)

d’ou le résultat : f est dérivable en s et f'(s) = f/(0)f(s).

5. Léquation " = f’(0)f donne, pour toute colonne f; de f, une équation différentielle linéaire & coefficients
constants : f] = f/(0) f;. Sachant de plus que f;(0) = e; est la i-éme colonne de la matrice identité, on a

fi(t) = ' Oe;

est la i-eme colonne de la matrice e/f'(9) Ceci étant vrai pour toute colonne de f, on obtient f(t) = etf'(0),

6. C’est évident : comme tM et sM commutent, on a bien f(t + s) = exp(sM + tM) = exp(sM ) exp(tM)

3 Topologie de quelques actions classiques

Exercice 14. On identifie K™ avec 'espace M, 1(K) des matrices colonnes. Sous cette identification, I'action
de GL,(K) sur K" est simplement donnée par le produit des matrices, que l'on sait étre une opération continue.
On sait que pour cette action, Iorbite de 0 est réduite & {0}. On montre ensuite que l’orbite du premier vecteur e;
de la base canonique de K™ est égale a K™\ 0. Soit v; € K™\ 0. On peut compléter v; en une base V = vq,...,v,
de K". La matrice P de changement de base de la base canonique vers la base V est un élément de GL,(K),
qui par définition est tel que P.e; = Pe; = v1. Ainsi, v1 € Ogr,k)(e1), et donc K"\ 0 C Ogqr,, (k)(e1), et
K™\ 0 = OgL, x)(e1)-

Ensuite, on calcule les stabilisateurs de 0 et de e1. On a évidemment Stabgp,, (k) (0) = GL,(K), qui est bien
fermé. Pour P € GL,,(K), on a P.e; = e; si et seulement si la premiére colonne de P est égale a e;. On a alors

StabGLn(K) (61) = {<(1) ;&) ’ (S Kn_l et M € Mnl(K)} N GLn(K)

Comme on considére uniquement des matrices triangulaires par blocs. Une matrice de ’ensemble considéré est
dans GL,(K) si et seulement si le bloc M est dans GL,,—1(K). On a donc

StabGLn(K) (61) = {((1) ;\2) ‘ u € K" !et M S GLn_l(K)}

qui est fermé dans GL,(K). Enfin, en posant Oy := Ogqr,,(k)(0) et O1 = Oqr,(k)(€1), on a Oy = O et
071 =K"=0OyU0O;.



Exercice 15.
1. Le groupe B n’est pas distingué dans G. Par exemple, on a

() GOED-G6 )0 )
(o) o)
()

. . : 0 1 0 1
Cette derniére matrice ne se trouvant pas dans B. De fait, on peut montrer que <1 0> B <1 0) est le sous-

groupe de G formé des matrices triangulaires inférieures.

2. Par définition, on a
V(e b_c d)eG, (a b_c d).[1:0]=]a:d.
Par construction de P!(K), on a [a: ¢] = [1: 0] si et seulement si (¢) et () sont colinéaires, c’est a dire si ¢ = 0.
On a donc bien
(@ b_c d) eStabg([1:0]) e c=0« (a b_c d) € B.

Comme G = GL2(K) est un ouvert de l'espace localement connexe Ms(K), il s’agit d’un espace localement
connexe. L’espace P!(K) est localement connexe car il s’agit d’une variété. On peut alors appliquer le théoréme
d’homéomorphisme pour les actions continues pour obtenir I’homéomorphisme souhaité.

3. L’action de B sur P!(K) est donnée par

(6 ) snl=loa s vy = [0 5y

On peut diviser car d # 0 (det(B) = ad # 0). Il s’agit d’'une action continue par restriction de 'action de G.
Pour déterminer les orbites pour cette action, on calcule

v<8 Z)eB, (g Z).u:o}:[a:o]:[l:o]

On a donc Op([1:0]) = {[1: 0]}. Ensuite, on a

<8 Z).[O:l]:[b:d]:[zzl]

Soit [A: p] € PL(K). Si =0, alors [A: u] = [1:0]. Si u # 0, alors

] = (é 2) 0:1] € O5([0: 1))

On a donc deux orbites pour Paction de B sur P}(K) : Op = Op([1 : 0]) et O1 := PYK) \ [1:0] = Op([0 : 1]).
La premiere orbite est un singleton, la seconde orbite est homéomorphe a K par projection stéréographique, elle
est en particulier localement compacte. On a Oy = Og et O1 = O1 U Oy.

4. Le sous-groupe B~ C G des matrices triangulaires inférieures est le stabilisateur de [0 : 1] pour laction
de G sur P!(K). On obtient la décomposition de P!(K) déduite de la précédente par antipode, c’est & dire
PL(K) = {[0: 1]} U (PYK) \ [0: 1)) = O (0 1)) U Op-([1: 0)).



Exercice 16.
1. On sait déja que 'application donnée est une action de groupes. De plus, il s’agit d’une application continue
car le produit et 'inverse des matrices sont des opérations continues.

2. On rappelle que rg(M) = dimIm M. Soient M € X,g € G1,h € Go, on poset N = gMh~! un élément de
I'orbite de M. Pour x € K", on a

re€KerN& Ne=0
s gMh ™tz =0
& Mh ez =0
& hlz e Ker M
S x € hKer M

Comme h € GL,(K), les dimensions de Ker M et de Ker N = h Ker M sont égales. Par le théoréme du rang, on
en déduit que dimIm M =n — dimKer M =n — dim Ker N = dimIm N.

3. L’image de M}, est clairement engendrée par les k premiers vecteurs de la base canonique de K™, on a donc
rg My, = k. En particulier, My, et M}/ ne sont pas équivalente. Il suffit donc de montrer que toute matrice M € X
est équivalente a une matrice de la forme My, (elle sera nécessairement unique).

On pose k := rg M. Par le théoréme du rang, on a dimKer M = n — k. Soit F' < K" un supplémentaire de
Ker M. Soit vy, ..., v, une base de F' et vgi1,...,v, une base de Ker M. La famille uy := Mwvy,...,ux := Muvg
est une base de Im M. En effet, comme vy --- v, est une famille génératrice de K”, les images par M des v;
sont générateurs de Im M. Or par définition, on a Mv; = 0 pour ¢ > k, donc les u; engendrent Im M. Comme
dimIm M = k, on déduit que les u; forment une base de Im M.

On compléte les u; en une base uq,...,u, de K™ En posant h (resp. g) la matrice de passage de la base
canonique & la base u (resp. de la base canonique & la base u), on obtient bien gMh~! = My, soit le résultat
voulu.

4. On fixe k < k' < m,n. On considére la suite de matrices

I, 0 0
Ay:=10 1L, 0
0 0 0

Par construction, (Ay),en est bien une suite de matrices de rank &’ — k qui converge vers Mj,.

5. D’apres la question précédente, on a My, € Oy, si k < k. Comme Oy, est une réunion d’orbites, My C O,
entraine Oy C Oy, pour k < ko. Ainsi, I’ensemble des matrices de rang < ko forme un sous-ensemble de (’)7160.
Réciproquement, les matrices de rang < kg sont exactement les matrices dont les mineurs d’ordre 7 4+ 1 sont
tous nuls. Comme les mineurs sont des applications polynomiales, leur annulation est une condition fermée.
L’ensemble des matrices de rang < ko sont donc un fermé qui contient Oy,, d’oul 'inclusion réciproque et le
résultat.

6. On pose r = min(m,n). L’adhérence de Oy est formée des matrices de rang au plus k. Donc Oy est la
seule orbite fermée. Une orbite est ouverte si et seulement si son complémentaire est fermé. Pour k < r, le
complémentaire de Oy contient les matrice de rang r, dont 'adhérence est X. Pour k = r, le complémentaire
de O, est formé des matrices de rang < r — 1, c’est a dire de 'adhérence de O,_1, il s’agit en particulier d’un
fermé. Si m =n, Op = {0} et O,, = GL,(R).

Exercice 17.
1. Par définition, on a

E:{(a b)|mthR}
C —a

Cet espace est de dimension 3, et admet la base suivante

= (b ) = (6 8) - ()



Avec

cC —a

<a b)zah—l—be-i—cf

Le déterminant est donné par det(ah + be + cf) = a® — be. En identifiant E et R? (avec la base h, e, f), on a

1 0 0 a
a—bc=(abc)[O0O 0 —1/2 b
0 —1/2 0

Donc det est bien une forme quadratique sur F, sa forme polaire est donnée par

1 1
o((a,b,c), (a' V', ) =ad — ibcl — ib’c.

2.0nae =h,e= %(62 —e3) et f= %(62 + e3). La famille ej, e, e3 est donc génératrice, et c’est une base de
FE car ce dernier est de dimension 3. Ensuite, on a

2¢(e1,e2) = p(h,e+ f) = p(h,e) +o(h, f) =0+0=0
2p(e1,e3) = o(h, f —e) = p(h, f) —p(h,e) =0-0=0
dp(ez,e3) = wle+ f, f —e) = ple, f) +@(f, f) — ple,e) — p(f,e) = det(f) —det(e) =0

Donc ey, e, e3 est une base orthogonale pour . Enfin, on a
det(e;) = —1,det(eg) = —1,det(eg) =1

donc la signature de det est (1,2).
3. Soient g,¢' € Get M € E, on a

(99")-M = gg' Mg ~'g" = g.(¢ Mg ") = g.(¢'. M)
Comme 1.M = M est évident, on a bien une action de groupe de G sur E.

4. Par construction du morphisme G — G(FE) associé a l’action précédente, on a

Vge G,geKerp = (VM € E, gM=M)
& VM e E,gMg' =M < ghgt=h, geg ' =e, gfg = f

Soit g = (CCL Z) € SLy(R), on a g~ ! = Toig (_dc _ab) = (_dc _ab). On a alors
hol_ (@ b\ /1 0 d —-b\ _ [a —b d —b\ [(ad+bc  —2ba
9" = \e a)\o —1)\=¢ a )" \e —d)\=¢ o)~ 2¢d —be — ad
1 _f(a b\ (0 1 d —b\ _ d —b\ [-—ac a?
geg = <c d) <0 O) (—c a ) (0 a 0 c) —c a ) \= ac
ft (@ DY (0 Oy (A BY (b OY(d b _ (b
979 = \¢e a)\1 0)\=¢ o« )7 \d 0)\=¢ o) \@ —bd

Sigée Kergp,onab?>=c?=0eta?=d? =1 par les deux derniéres équations. La premiére équation donne
alors que a et d ont le méme signe. Les seules possibilités sont alors Iy et —I>. On vérifie facilement que ces deux

[y

matrices sont dans Ker ¢.

5. Premiérement, on montre que ¢(G) C GL(E), c’est a dire que l'action de G sur E est linéaire. Soient M, N € E
et A, p € R. On a

Vg € G, o(g)(AM + uN) = g(AM + uN)g ™
= AgMg~" + pgMg™
Ap(9)(M) + pp(g)(N)



Donc ¢(g) € GL(FE) pour tout g € G. Ensuite, on montre que ¢(g) préserve toujours la forme quadratique det,
autrement dit que p(G) C O(det). Cela découle directement des propriétés de la conjugaison des matrices : pour
g €SLa(R) et M € E, on a

det(p(g)(M)) = det(¢Mg™t) = det(g) det(M) det(g) ™ = det(M)

Comme ¢ est continu, et comme SLa(R) est connexe, o(G) est connexe et contient Idg, d’oit ¢p(G) C Og(det).

6. Par le théoreme d’inversion locale, il existe U C SLa(R) un voisinage de I tel que ¢ : U — ¢(U) soit un
C'-difféomorphisme, en particulier un homéomorphisme. Comme U est un voisinage de I, il contient un ouvert
contenant Ip. Cet ouvert est envoyé sur un ouvert par I’homéomorphisme ;. On obtient bien un ouvert de
o(U) C ¢(G) qui contient Idg.

7. Soit p(g) € ¢(G). Comme Op(det) est un groupe topologique, la multiplication par ¢(g) est un homéomor-
phisme. Soit V un ouvert de ¢(SL2(R)) contenant Idg. L’ensemble ¢(g)V est un ouvert qui contient ¢(g). Ainsi,
©(G) contient un voisinage de chacun de ses points : il s’agit d’'un ouvert de Og(det). Ensuite, le complémen-
taire de ¢(G) dans Op(det) est la réunion des classes a gauche non triviales de Og(det) modulo ¢(G). Comme
ces classes & gauche sont toutes homéomorphes & ¢(G), on obtient que le complémentaire de ¢(G) est une
réunion d’ouverts, donc un ouvert. Ainsi, ¢(G) est fermé dans Og(det). Comme Og(det) est connexe, le fait que
©(G) C Op(det) soit ouvert et fermé entraine que p(G) = Og(det).

8. D’aprés les question précédentes, ceci est une conséquence du théoréme d’isomorphisme.

4 Groupes de Lie

Exercice 18. (GL,(R) et GL,(C) comme groupes de Lie)
1. On sait que M, (C) est un C-espace vectoriel de dimension n?. 1l s’agit donc d’un R-espace vectoriel de
dimension 2n? (il faut doubler la dimension car C est une extension de R de degré 2).

2. On sait que GL,(R) est un ouvert de M, (R), il s’agit donc d'une variété réelle de dimension n?. De méme,
GL,(C) est un ouvert de M,,(C), en particulier vu comme R-espace vectoriel de dimension 2n?. Donc GL,,(C)
est une variété réelle de dimension 2n2.

3. Si F est un R-espace vectoriel de dimension finie, et U un ouvert de E. L’espace tangent & U en tout point
est E (c’est un sous-espace de E, de méme dimension que U, qui a par définition la méme dimension que E).
Donc les espaces tangents en I,, & GL,(R) et GL,(C) sont respectivement M,,(R) et M, (C).

4. Ce sont toujours des applications polynomiales (ou des inverses d’applications polynomiales 1a ou elles sont
non nulles). Ces applications sont toujours de classe C*.

Exercice 19. (SL,(R) comme groupe de Lie)

1. Comme R est de dimension 1, il suffit de montrer que la différentielle du déterminant en tout point de GL,,(R)
est non nulle. Soit A € GL,(R), la différentielle du déterminant en A, appliquée & A, donne tr(*com(A)A) =
ndet(A) # 0 d’ou le résultat.

L’ensemble SL,(R) étant défini comme ’ensemble des matrices de déterminant 1, et comme le déterminant est
une submersion & valeur dans un espace de dimension 1, SL,(R) est une variété de dimension n? — 1. L’espace
50, (R) est le noyau de la différentielle du déterminant en 7, : la différentielle du déterminant en I, étant tout
simplement la trace, sl,(R) est simplement 'espace des matrices de trace nulle.

2. Soit D = diag(A1,...,\,) une matrice diagonale (quitte a avoir ses valeurs diagonales complexes), on sait
que exp(D) = diag(eM, ..., e*), donc dans ce cas det(exp(D)) = e"(P) comme annoncé. A présent si A est une
matrice diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P telle que PAP~! = D est diagonale, on a alors

det(exp(A)) = det(exp(P~'DP)) = det(P~ " exp(D)P) = det(exp(D)) = e™(P) = (4



Enfin, on conclut par densité des matrices diagonalisables de M,,(C) dans M,,(C) (donc dans M, (R)), on a le
résultat voulu.

3. D’aprés la question précédente, on a
Vt € R, det(exp(tM)) = etM) — ot tr(M)
D’otu1 le résultat voulu.

Exercice 20. (O,(R) et SO, (R) comme groupes de Lie)
1. Soit M € M,(R), on a

(M) ="("MM) ="M ("M) ="MM = f(M)
donc f(M) est symétrique.

2. Soient Xg et M deux matrices, on a

F(Xo+ M) ="(Xo+ M)(Xo+ M)
= ("Xo +"'M)(Xo+ M)
='XoXo+"MXo+"'XoM +'MM
= f(Xo) + "M X + ' XoM + o(M)

D’ou le résultat.
Soient maintenant Xy € O, (R) et S une matrice symétrique, en posant M = %XOS, on a

1 1
dfx, (M) = 5(tStXOXO + ' X0X0S) = 5(ts +8)=8

Donc dfx, : Mn(R) — S, (R) est surjective.

3. L’espace O, (R) est une sous-variété comme préimage de {I,} par la submersion f. Comme f est une sub-
mersion & valeurs dans S,(R), un espace de dimension n(”2+1), on conclut que O, (R) est une sous-variété de

dimension n? — n(n;l) = n(n;l) de M, (R).

4. On sait que SO, (R) est un ouvert de O, (R) (défini par det # —1), il s’agit donc également d'une sous-variété
de méme dimension que SO, (R). Comme les dimensions sont égales, et I,, € SO,(R) C O,(R), on obtient bien
que les espaces tangents sont les mémes.

5. L’espace tangent 70, (R);, est donné par le noyau ker dfy, . D’ou
50, (R) = {M € M,(R) | "M + M = 0}

soit ’espace des matrices antisymétriques

6. Soit f : t — exp(tM) un sous-groupe & un paramétre. Comme f décrit en particulier un chemin continu
passant par I,, € SO,(R), on a que f est a valeurs dans O, (R) si et seulement si il est a valeurs dans SO,,(R)
la composante connexe par arcs de I, dans O,(R). On a

f(s) € 0, (R) < texp(sM)exp(sM) = exp(s'M) exp(sM) = I,

On sait que pour A une matrice réelle, Uinverse de exp(A) est exp(—A), donc I’équation ci-dessus devient
exp(stM) = exp(—sM). Ainsi, si M est antisymétrique, le sous-groupe & un parameétre associé est bien a valeurs
dans O,(R)



