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M2 PREPARATION A L’AGREGATION EXTERNE MATHEMATIQUES GENERALES

RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS - CORRECTION

1 Espaces préhilbertiens, espaces euclidiens

1.1 Définitions

Exercice 1. Commencons par montrer que nous avons au moins affaire a trois formes bilinéaires symétriques.
On a @;(u,u') = uM;'u’, avec respectivement

1 00 1 2 0 1 -2 -3
My:=10 2 0], Ma=1(2 1 0}, Ms=|-2 6 0
0 0 4 0 0 4 -3 0 a

Les applications ¢; sont donc bien bilinéaires, et symétriques car les matrices M; sont symétriques.

On sait ensuite que ¢; est définie positive si et seulement si M; est définie positive, autrement dit si ses
valeurs propres sont strictement positives. Cela montre en particulier que ¢ est un produit scalaire : les valeurs
propres de la matrice diagonale M; sont 1,2 et 4.

La matrice My n’est pas définie positive : en posant u := (1,—1,0), on a Mou = (—1,1,0) = —u, donc —1
est une valeur propre négative de Ms. Cela se traduit d’ailleurs en g (u,u) = —3 < 0.

Déterminer si la matrice M3 est bien définie positive en calculant xjps, est pénible. On préfere utiliser la
réduction de Gauss de la forme quadratique ¢ : u +— @3(u,u). On a

q(u) : = 2% + 6y* + az® — 4oy — 6z2
= 2% — 22(2y + 32) + 6% + a2’
= (v = (2y +32))* — (2y + 32)* + 6° + a2’
— (2y +32))* 4 2% — 92° — 12y2 + a2®
— (2 +32))2 4+ 2(3® — 6yz) — 922 + a2?
(2y +32))? + 2((y — 32)% — 92%) — 922 4 a2?
(204 32))2 + 2(y — 32)® + (a — 27)22

= (T —

(
— (z
(
= (z -

Donc la forme quadratique g est de signature (2,1) si a — 27 < 0 et (3,0) si @ — 27 > 0. Donc ¢3 donne un
produit scalaire si et seulement si a > 27.

On pouvait aussi utiliser le critére de Sylvester : il montre que la deuxiéme matrice ne convient pas (son deuxiéme
mineur diagonal vaut -3), et pour la troisiéme matrice, le déterminant est 2a — 54

Exercice 2.
1. Soient z,y € E, on définit la fonction P : X — @(x + Ay, z + Ay). On a

P\ = o(z + Ay, z + My) = o(z,2) + 2Xp(z, y) + N2o(y,y)

Il s’agit d'un polynome de degré 2, et comme ¢ est un produit scalaire, on sait que P(A) > 0 pour tout A € R.
Le discriminant de P est donc positif :

dp(z,y)? — 4oz, 2)p(y,y) < 0 < p(z,y)? < olz, 2)p(y, y)

Les deux termes de cette inégalité étant positifs, on peut passer & la racine pour obtenir I'inégalité voulue.

2. Dans 'inégalité ci-dessus, on a égalité si et seulement si le discriminant de P est nul, i.e il existe un réel A tel
que P(A\) = f(x+ Ay, z+ Ay) = 0. Comme f est un produit scalaire, cela équivaut & © = —\y, et a la colinéarité
de x et y.



1.2 Bases orthonormées, projection orthogonales
Exercice 3.
1.a) C’est le théoreme de Pythagore appliqué aux vecteurs orthogonaux pp(u) et u — pp(u) :
lull® = (u,u) = (u — pp(u) + pr(u), u — pr(u) + pr(u))
= (u—pr(u),u—pr() + (pr(u),pr(u) + 2 (u — pr(u), pr(u))
2 2

= llu = pr()[|” + lpr(u)]
b) On a ||pp(u)||* < |lu||* par la question précédente, d’ou linégalité voulue. On a égalité si et seulement si
lu—pr(u)||® =0, ce qui équivaut & u = pp(u) et u € F.
¢) On utilise orthogonalité pp(u) L (v —pp(v)) et (u—pp(u)) L prp(v) :

(u,v = pr(v)) = (u—pr(u),v—prv)) = (u—pr(u),v)
On en déduit
(u,v) = (u, pr(v)) = (u,v) — (pr(u),v)

d’ou le résultat voulu.
d) Une base orthogonale adaptée a I correspond au choix de deux bases orthogonales {b;} et {b7} de I et de

F+ respectivement. On a pp(b;) = b; car se cont des vecteurs de F, et pp(bf) = 0 car ce sont des vecteurs de
F (définition du projeté parallélement & un sous-espace). La matrice en question est donc de la forme

I, 0
0 0
Avec p = dim F.

e) On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit v € F', comme v L (u — pp(u)) et pp(u) L (v —pr(u)), on a

lu = pr()l* = (u = pr(u),u —prw) = (u—pp(u),u) = (= ppu),u—o) < llu—pp@)]lu— ol

Siu ¢ F (ce qui est le seul cas non trivial), on peut diviser par ||u — pp(u)|| pour obtenir 'inégalité voulue.
2.a) Par définition, le vecteur f(a,b) —y est donné par (axy +b—y1,...,ax, + b —yy,), donc

n

1£(a,0) =ylI* = > _(az; + b —y:)?

i=1

d’ou le résultat voulu.
b) On projette y sur le plan P := Vect(z, 1), et on a az + bl = pp(y). Donc

alz,z) +b(l,z) = (pp(y),z) = (y,pr(z)) = (y,z)

a(l,z) +b(l,1) = (Laz +bl) = (1,y)

c¢) La question précédente nous donne un systéme linéaire, dont la matrice est

dont l'inverse est

ce qui donne le résultat voulu.



Exercice 4.

l.a) Pour ¢ € [1,d], on pose V; := Vect(b,...,bq) et V/ = Vect(b#, . ,b?). On montre le par récurrence sur i
que V; = V! pour tout i € [1,d]. Le cas i = 1 est immédiat : on a bfﬁ = by, donc V5 = V] par définition. Ensuite,
si Vi—1 =V, pour un certain i € [2,d], on cherche & montrer qu’alors V; = V.

On a que b? =b; — E]Q a”b;§E est une combinaison linéaire de b; et des b; pour j < i, d’ou
bz# € Vi + Vect(b;) = Vi1 + Vect(b;) = V;.

Ainsi,ona V/ =V | + Vect(b#) Vie1 + Vect(b ) C Vi1 + V; =V par hypothése de récurrence. Réciproque-
ment, on a également b; = bf# + ZKZ- wabj ,donc b; € V/ et V; C V.

Pour i = d, on sait que V; est de dimension d (car engendré par une famille libre de cardinal d), donc V] est
de dimension d, et la famille (bf#, e ,bf) est donc libre. En particulier aucun des bfﬁ n’est nul.
b) On pose b} := by. On suppose ensuite construits les b7,...,b7 ;. En appliquant la question précédente aux
familles by,...,b;i—1 et b],...,b]_;, on trouve que b}'f # 0 pour j < i. Cela implique que les p; j sont bien définis
(on peut diviser par (07, b";> # 0), on peut donc alors poser b} := b; — Zj<i 13,505 et poursuivre la construction.
c) On montre par récurrence sur ¢ que, pour tout i[1,d], la famille (b7,..., b)) respecte la propriété (P3).
L’assertion est vide pour ¢ = 1. Si elle est vraie au rang i — 1, on doit montrer que (b;,b;) = (b;,b;) = 0 pour

k<1i. Ona
I<t
bubk Z,uz,j<

1<t
= <bi7 bz> — Hik < za bz> =0
D’ou le résultat voulu.

2. On confond b; avec le vecteur colonne associé dans M,, 1(R), le produit matriciel ‘b;b; est en fait le produit
scalaire (b;,b;). Les coefficients de la matrice "BB sont donc les (b;, b;).

On considére la matrice B* dont les colonnes sont les bf. Comme la famille (b}) est orthogonale, la matrice
!B*B* est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les Hbeg On a donc det(*B*B*) = ngl Hb;‘”g Il suffit
ainsi pour conclure de montrer que ‘B*B* et BB ont le méme déterminant.

On sait que, pour tout 4, b; = bf+> . i M jb Autrement dit la 7-éme colonne de B s’écrit comme combinaison
linéaire des i-premiéres colonnes de B*, les coefﬁc1ents étant respectivement 14 1,...,t;i—1,1. Au final on a
B*A = B, ou A est la matrice triangulaire supérieure dont le coefficient 7,5 est p;; si j <, 1sit = jet0si
j>10na

‘BB="A'"B*B*A

et donc ces matrices ont méme déterminant (car det(A4) = 1).
3. Si d = n, alors det BB = det B2. De plus, b; = b} + qu pi,j05, donc l'orthogonalité de la base b; donne
2 * 12 *||2 * 12
Iill* = 107117 + > w2 10511 = 11851l
j<i
On a donc

d
act B = (@et' BB = [T 1021 > [Tl
=1 =1

Exercice 5.
Comme on est avec le produit scalaire usuel, le vecteur normal au plan F' est donné par n = (1,—2,1). On pose
(€1,€2,3) la base canonique de R3.



On pose (a,b,c) := pr(e1), on a e —pr(e1) = (1 — a, —b, —c) doit étre colinéaire & n. Donc il existe A € R tel
que

a=1-X
(A, =2\ A) =(1—a,—b,—c) = < b =2\
c=—-A

Le fait que (a, b, ¢) soit dans F' devient donc
1-A=22\) - A=0 )=~

Le projeté de €1 sur F est donc %(1, —2,1).

On pose (a,b,c) := pr(e2), on a g3 — pr(e2) = (—a,1 — b, —c) doit étre colinéaire & n. Donc il existe A € R tel
que

a=—\
A, 20N =(—a,1 =b,—c) & < b=1+2\
c=—A
Le fait que (a, b, ¢) soit dans F' devient donc
-1

“A—21420) - A=0&A= —

Le projeté de g9 sur F est donc %1(1, —2,1).

On pose (a,b,c) := ppr(e3), on a €3 — pp(e3) = (—a, —b, 1 — ¢) doit étre colinéaire & n. Donc il existe A € R tel
que

a=—\
(A, =2\ A) = (—a,—b,1 —c) & ¢ b =2\
c=1-AX

Le fait que (a, b, ¢) soit dans F' devient donc
1
—)\—2(2/\)4—1—/\:0(:))\:6

Le projeté de e3 sur F est donc %(1, -2,1).
La matrice de pr dans la base canonique est donc

1 -2 1
1
5 -2 4 =2
1 -2 1

2. Les vecteurs v; organisés en colonne donnent la matrice
1 21
011
1 0 1

qui est de déterminant 2 # 0, donc les v; forment une base de R3. On applique l'orthogonalisation de Gram-
Schmidt :
- vy =v1 =(1,0,1)

- Pour v3, on calcule
*
<U2a Ul) 2
f2,1 = =-=
(v

Et v5 = vy — po1vf = (1,1, -1).



- Pour v3, on calcule

v3, U] 2 v3, U5 1
M3,1=<* }k>=*=17 ﬂ2,1=<* i>=*
<Ulvv1> 2 <U2avz> 3

Et vj = v3 —vj — 205 = (—1/3,2/3,1/3)

En renormalisant, on obtient la base orthonormeée

1
-(1,0,1)
1

3(17 17 _1)

1
_(~1,2,1)

S

S-S

3. On pose v] = (1,0, 1). Ensuite, on a pg 1 = % = 2, donc v3 = (0,1,0). Ensuite, on a pg1 =1 et u3 2 =1, donc

vz = 0. L’espace F' est donc de dimension 2, et une base orthonormée en est donnée par %(1, 0,1) et (0,1,0).

Exercice 6.
1. Si la famille S est orthogonale, la matrice des (u;, u;) est diagonale, et ses coeflicients diagonaux sont (comme
toujours) les ||u;]|*>. Dans ce cas, G(S) est le produit des ||u;]|*.

2. On pose M (S) la matrice de taille n x p dont les colonnes sont les vecteurs de S (on note C; sa i-éme colonne,
avec donc C; = wu; en tant que vecteur de R™). On a toujours G(S) = det(*M(S)M(S)). Considérons une
combinaison linéaire
u; = Uu; + Z )\i,juj
J#i

Et considérons la famille 8" = (uy,...,u;—1,u}, it1,...,up). Nous cherchons a montrer que G(S) = G(5").
On peut passer de M(S) & M(S') en effectuant la transformation de Gauss C; < C; + 3, \ijC;. Cette
transformation correspond a la multiplication (a droite) de M (S) par la matrice A, dont la i-éme colonne a pour
j-éme coefficient \; ; (avec la convention \;; = 1). La j-éme colonne de A (pour j # i) est le j-éme vecteur de
la base canonique de R™ :

A= 1 € M, ,(R)

Aip 1

En développant le déterminant de A par rapport a la i-éme ligne, on s’apercoit que det A = +1. Or, on a

Soit le résultat voulu.

3. Le procédé de Gram-Schmidt ne fait qu’ajouter successivement & des vecteurs de S des combinaisons linéaires
des autres. Chaque étape du procédé préserve donc le déterminant de Gram, d’oil le résultat.

4. On pose F := Vect(S) et v’ := pp(u) le projeté orthogonal de u sur F. On sait que u’ est combinaison linéaire
des u; (car ' € F par définition). On peut donc (d’aprés la question 2) remplacer T par T = (ug, ..., up, u —
pr(u)). Or, on sait que u — pp(u) € F+, donc la matrice de Gram est de la forme

<tM(5)M(S) 0 >
0 lu — pr(u)|



Son déterminant est donc G(T”) = G(T) = G(S) ||lu — pr(u)||>. Comme le projeté orthogonal réalise la distance
avece le sous-espace, on a bien

e = llu—pe(w)|” = d(u, F)?

5.a) Par la question 3, on peut supposer que la famille S’ est orthogonale. On a alors

p
=[[lwl® >0 G(S)#0=0¢S

i=1

Soit le résultat voulu. Pour p = 2, la matrice de Gram a la forme

2
A= < [Jua| <U17U2>>
(ug,ur)  luzll
On a det(A) > 0 < |luy|* |Juz]|* > (u1,u2)?, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz (et le cas d’¢galité en

particulier).
b) On pose S := (uj,..., u;;) la famille obtenue par orthogonalisation de Gram-Schmidt. On sait que

G(8) = G(S") = |ui]* - ||us|®

On prouve par récurrence que, dans ’orthogonalisation de Gram-Schmidt, on a ||u}|| < ||u;|| avec égalité seule-
ment si u; = u;. On a toujours u; = uj, 'initialisation est donc immeédiate. Ensuite, on a

*
- E Mz,]uj
7<t

(uisu;)

Avec p;; = () Comme les u? sont orthogonaux, on a ||u;|* = [|u?|? +D < B

H H [ ug ||, avec égalite

si et seulement si les y;; sont tous nuls, autrement dit si u; est déja orthogonal aux u; pour j < ¢, auquel cas
u; = .

1.3 Endomorphisme orthogonal ou isométrie vectorielle

Exercice 7. On commence par considérer une base de F, sur laquelle on applique le procédé de Gram-Schmidt
avec normalisation, de sorte & obtenir une base orthonormée de (E, ), que I'on note u1, ..., u,. Envoyer u; sur
le i-éme vecteur de base canonique de R™ donne un isomorphisme f : E — R", dont il reste & montrer qu’il
préserve le produit scalaire.

Soient x,y € E, on pose

n n
T = E Tiu; et y= E YU
i=1 j=1

Par bilinéarité du produit scalaire, on a

n n n n
rg) = 30 et ny) = 3 ) = Y i
i=1 i=1

i=1 j=1

Or, lisomorphisme f envoie x sur (z1,...,Ty) et y sur (y1,...,Yn), donc ¢(z,y) est bien égal a (f(x), f(y)).
L’application
O(E) — O(R"™)
u +— fouof!

Induit un isomorphisme, et il est facile de voir que O(R") s’identifie & O,,(R) (en prenant la matrice dans la base
canonique).



Exercice 8.
1. En prenant y = 0 dans la conservation des distances, on obtient

Ve e B, ||f(z) = fO)l = [lf ()] = [l

Autrement dit f conserve la norme. Ensuite, on a

If(@) = F@I? = llz =yl & (f(@) = f(W), f(@) — f(y) = (z — g,z — )
S F@IP+ 1F @I = 2(f (@), fF@)) = Iz + ly]* — 2 (z,y)
& (f(2), f(y) = (z,y)

donc f préserve le produit scalaire.

2. Soit t € E, on a

(2 (1) = (F O + ), F(8) = A (@), FO) = 1 (F (). (D)
= (A\x + py,t) — Az, t) — p(y,t) =0
Et

(z,2) = (f O + py) — M () — nf (y), fFQx + py) — M () — pf(y))
=0-—XN—pu0=0

Donc z = 0 car sa norme est nulle, ainsi, f est linéaire et il s’agit d’une isométrie vectorielle.

Exercice 9.

l.a) C’est le principe d'une valeur propre : si x est un vecteur propre pour la valeur propre A € R, alors
f(x) € Vect(x), qui est donc globalement invariante par f.

b) On pose A\ = x + iy la forme algébrique de X. On a

AZ =22 < AU +iV) = (x +iy)(U +1iV)
< AU +iAV = 2U — yV +i(yU 4+ zV)
AU =zU —yV
-
AV =yU + 2V
Soit le résultat voulu.
c) Le polynome caractéristique de f admet peut-étre des racines réelles, mais il admet toujours & minima

des racines complexes, on a le résultat voulu par les deux questions précédentes (dans le second cas, 1'espace
Vect(U, V) est f-invariant).

2. Cela découle du fait que f préserve le produit scalaire : soit y € F*, on doit montrer que f(y) est orthogonal
a F. Soit donc x € F, on sait que f(z) et f~!(z) sont dans F par hypothése, donc

(@, f(y)) = (f 1 (x),y) =0
donc f(y) € F*, qui est alors f-stable.

3.a) Soit u = (u1, uz) une base orthonormée de E. On a f(u1) = auy + bug, avec a®> +b* =1 = Hu1H2 car [ est
une isomeétrie. Il existe donc 6 tel que a = cos(f) et b = sin(f). Comme ug est orthogonal & uy, f(ug) doit étre
orthogonal & f(u1), donc de la forme A(—buj + ausy). La matrice de f dans la base (u1,us) est de la forme

(conty i)

Le déterminant de cette matrice est A = 1, donc la matrice de f a bien la forme voulue. De plus, la trace de f
est 2cos(f), ce qui détermine totalement ’angle 6.
b) On commence le méme raisonnement que ci-dessus. On arrive a la forme matricielle

(Gt )



Dont le polynéme caractéristique est X2 — 1 = (X — 1)(X + 1), il existe donc une base dans laquelle la matrice
de f a la forme voulue. Comme f préserve le produit scalaire, la base de diagonalisation est orthogonale, et il
suffit de renormaliser pour obtenir une base orthonormeée.

4. La question précédente nous a permis de montrer le résultat pour les cas n = 1 et n = 2. D’apreés la question
1, on peut décomposer E en somme directe F @ F*, avec F de dimension 1 ou 2. Par hypothése de récurrence,
f se décompose sous la forme voulue sur F' et F-, et comme des espaces sont orthogonaux et f préserve le
produit scalaire, on a bien la forme désirée.

1.4 Endomorphisme adjoint, endomorphisme symétrique

Exercice 10.

1. On considére 'application E — E* définie par x — (—,z). Il s’agit d’une application linéaire, injective car
le produit scalaire est non dégénéré. 1l s’agit donc d’un isomorphisme d’espaces vectoriels (on est en dimension
finie). Considérons a présent 1’application

Jorur <f(u),v)

Il s’agit d’une forme linéaire sur F, il existe donc un unique vecteur, que l'on note f*(v), tel que (f(u),v) =
(u, f*(v)) pour tout u € E. L’application v — f*(v) est linéaire par bilinéarité du produit scalaire :

(u), Avy + pva)

(f(u),v1) + p(f(u),v2)

< [ (v2)) + p(u, f*(v2))
[ (v1) + pf(v2))

(u, f*(Av1 + pwa)) =

{f
A
A
= (u,

Comme ceci est vrai pour tout u € E, on a bien f*(Avy + pvg) = Af*(v1) + puf*(ve).

2. Le choix d’une base orthonormée nous permet de nous ramener & la situation R” muni du produit scalaire
usuel. Notons U et V' les coordonées de U et V dans la base orthonormée choisie. Le produit scalaire est donné
par

(f(u),v) =AUV ='UTAV

Donc les coordonées de f*(v) dans la base orthonormée choisie sont celles du vecteur AV autrement dit la
matrice de f* dans la base choisie est 'A.

3. Ce sont de brutales vérifications, soient u,v € F
(u, f7(v)) = (f*(u),v) = (v, [ (u)) = (f(v),u) = (u, f(v))
(u, (f +9)"(v)) = {(f + 9)(u),v) = (f(u),v) + {g(u),v) = (u, f*(v) + g*(v))
(u, Af)*(v)) = (Af(u),0) = A(f(u),v) = (u, Af*(v))
(u, (9f)"(v)) = {gf (u),v) = (f(u),g"(v)) = (u, f7g"(v))

Exercice 11.
1.a) Soit A = a + ib une valeur propre complexe de f et soit U + iV un vecteur propre complexe de f. On sait
que AU = aU — bV et AV =bU + aV, donc

(AU VY = a (U, V) =b||[V|? = b||U|)? +a (U, V) = (U, AV)

Donc b(|U|* + [|[V|*) = 0 et b= 0, X est donc réelle.
b) Soit y € F+, on doit montrer que f(y) est orthogonal & F. Soit donc = € F, on a

(z,f(y)) = (f(2),y) =0



car f(x) € F par hypothése. On a bien que F- est f-stable.
c) Soient A et p deux valeurs propres (réelles d’aprés la question a)) distinctes de f. Et soient z,y deux vecteurs
propres (non nuls) pour ces valeurs propres respectivement. On a

1 1

(9) = 5 Do) = 3 (F@)0) = 5 (@ F) = 5 2.0)

3
Comime % # 1, cela entraine (x,y) = 0. Les espaces propres de f sont donc orthogonaux.

d) On proceéde par récurrence sur la dimension de n. Premiérement, f admet une valeur propre réelle \ (f admet
une valeur propre complexe, qui est en fait réelle par la question 1.a)). On décompose E = E), L E/\L On sait
que f est encore symétrique sur E)%, on peut donc trouver une b.o.n de Ei sur laquelle f se diagonalise. D’oul
le résultat. (la base de diagonalisation est orthogonale car les espaces propres de f sont orthogonaux, il suffit
ensuite de renormaliser).

2. C’est le résultat de la question précédente appliquée a R™ muni du produit scalaire usuel (en effet, une matrice
est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une b.o.n).

Exercice 12.

1. On a bien affaire & une application bilinéaire par bilinéarité du produit de matrices (et linéarité de la trace).
La symétrie découle de l'invariance de la trace par transposée, mais comme on ne manipule pas des matrices
carrées, on va étre un peu prudent. Le i-éme terme diagonal de XY est

D
Z Tk ilYk,i
k=1

Qui est égal au i-éme terme diagonal de 'Y X, d’oul la symétrie de (.,.). I reste ensuite & établir que (.,.) est

défini positif. Soit X € M, ,(R), on a
a p
r(f X X) = szik

i=1 k=1
Il s’agit de la somme des carrés des coefficients de X, qui est positive, et nulle si et seulement si tous les
coeflicients de X sont nuls.

2. Soient X,Y € F, on a
(f(X),Y) =tr("(AX —= XB)Y)
=tr('X"AY - 'B'XY)
=tr("X*AY —'XY'B)
= (X,'AY - Y'B)

3. On tire de la quesion précédente que f est autoadjoint si et seulement si (A —'A)X = X (B — 'B)

Exercice 13.

1. On sait que Papplication y — (—,y) fournit un isomorphisme f entre E et E*. Comme ¢ est bilinéaire,
I'application y + ¢(—,y) est une application linéaire de E vers E*, que I'on compose par f~! pour obtenir u.
En effet f~1(o(—,y)) est bien I'unique vecteur u(y) tel que f(u(y)) = (—, u(y)) = ¢(—,v).

2. Par symétrie de ¢, on a
(u(),y) = (y, u(x)) = oy, x) = ¢(x,y) = (z, u(y))
d’ott u = u*.

3. Il existe par le théoréme spectral une base orthonormée de diagonalisation pour u. Soient e;, e; dans cette
base avec j # i. Il existe A tel que u(e;) = Aej, on a alors

p(ei,ej) = Aei,ej) =0

car e; et e; sont orthogonaux pour (.,.). La matrice ¢ sera donc diagonale dans cette base.



Exercice 14.
On commence par calculer les valeurs propres de la matrice

5 4 =2
4 5 2
-2 2 8
5—X 4 —2 9-X 9-X 0
4 5—-X 2 |=| 4 5—X 2
—2 2 8§—X -2 2 8§—X
9-X 0 0
=| 4 1-X 2
-2 4 8§—X

=(O-X)(1-X)8—-X)—-8)
=(9-X)(8—9X + X2 -8)

= —X(9-X)?
Le polynome caractéristique de la matrice A est donc X (X — 9)3. Le calcul des espaces propres nous donne
0 1 0 0
2 0 1 0
Ey = Ker A = Vect 9 et Fg = Vect ol 1o l]1
1 0 -2 2

11 suffit pour conclure d’appliquer Gram-Schmidt avec renormalisation sur la base obtenue, on trouve la base

0 1 0 0
11 2 0 1 1 1 4
3{-21710)°v5 1 0 | vo1|9
1 0 -2 2
Dans laquelle la matrice A correspond a
00 00
09 00
00 90
00 09

Soient a, b, ¢, d les coordonées d’un vecteur z dans cette base orthonormée. On a

g(z) 90+ + d?) <9
(m,)  a?+b2+c+d>

avec égalité dans le cas ot a = 0.

1.5 Décomposition polaire

Exercice 15.
1. Comme f est un polynéme en g, on a que f et g commutent. Ces endomorphismes sont donc codiagonalisables.
Dans une base de codiagonalisation, dire que g2 = f revient a dire que les éléments diagonaux de la matrice de
g sont les racines de ceux de f, d’ou le résultat.

2. Soit B une base orthonormée dans laquelle la matrice M de f est diagonale. Comme les éléments diagonaux
A; de M sont des réels positifs, ils admettent une unique racine réelle. On pose alors g ’endomorphisme dont la
matrice dans la base B est donnée par Diag(y/)\;). On a bien une racine carrée de f, et cette racine est unique
d’aprés la question précédente.

3. On diagonalise A dans une base orthonormée : PAP~! = D, la matrice P~'v/DP est la racine carrée
symétrique positive de A.



Exercice 16.
1.a) On commence par noter que EM M est symétrique car

t(tMM):tMttM:tMM

Ensuite, pour x € R", on a
({MMz,z) = (Ma, Mz) = |Mz|?

qui est positif ou nul, et strictement positif si z # 0 (car M € GL,(R)). Donc tMM € S (R).
b) Pour montrer que O est orthogonale, on calcule

too =4S Y)Y MMS™ = 5718287 = Iy

car S est symétrique (donc S~! également) d’ot le résultat.

2.5 08 =0'S" =M, onatMM = S? = 5?, l'unicité des racines symétriques positives nous donne alors
S =5 etdoncO=MS"'=MS"1=0".

= (5 )5 )< (37 o)t

La racine carrée de cette matrice est |z|I2, et on a

Re(z) —Im(z) i
|z T M (2) = |2] 2] _ cos(f) —sin(6)
Im(2)  Re(2) sin(f)  cos(9)

Bl ||

Exercice 17. On a

ou 0 est un argument de z. La décomposition polaire d'une matrice M (z) correspond alors a la décomposition
polaire classique z = |z[e®.

Exercice 18.
1. L’ensemble O, (R) est défini comme image réciproque du fermé {I,,} par I'application continue M s ‘M M.
Il s’agit donc d’un fermé de M, (R).

2.a) La quantité Z?Zl aii correspond au carré scalaire de la i-éme ligne de A, qui est le i-éme terme diagonal
de la matrice YAA = I,, donc égal a 1.

b) La question précédente nous apprend en particulier que toutes les lignes de A ont norme euclidienne égale a
1, leur norme ||.|[; est donc majorée par 1 également. Donc le max ||A||, de ces normes est également majoré

par 1.

3. C’est un fermeé borné de M, (R) par les questions précédentes (borné pour la norme ||.|| ., mais ¢a n’a pas

d’importance car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie).

4.a) Comme O,(R) C G,ona S =0"1M e G, et P'SP =D € G. Comme G est un groupe, on a D € G
pour tout p € Z. Or comme D est diagonale, on a | Dl|, = \/p(D?) = p(D) et | DP||, = ||D|}5. Si cette norme
est différente de 1, on obtient une suite non bornée en considérant (DP),en ou (DP),c_N, ce qui vient contredire
le fait que G est compact (donc borné).

b). D’apres la question précédente, M = O et donc G C O, (R).

o0

Exercice 19. On sait qu’il s’agit d’une application bijective d’aprés les exercices précédents, et continue par
continuité du produit matriciel. Il reste & montrer que sa réciproque est continue. Soient (O)) et (Sp) deux suites
telles que (OpSp) converge vers OS. Soit O’ une valeur d’adhérence de (O,), limite de la sous-suite (Op, ). On
a que (Sp,) converge vers O'"'M = S’ qui est symétrique définie positive. Comme M = O’S’, I'unicité de la
décomposition polaire donne O = O’ et S = S’. La suite (O,) n’a alors qu’une seule valeur d’adhérence O. Elle
converge alors vers O comme suite d’'un compact, d’oil le résultat.



2 Espaces hermitiens

2.1 Definitions

Exercice 20. On a

flz,y)=f Z%ei,zyﬁj = Zinyﬁf(ei,ej) —1XAY
i=1 j=1 i=1 j=1

Exercice 21. On prend x = (1,2i), et on a p(x,z) = 12 +4i> = -3

Exercice 22. 1. La forme f; n’est pas sesquilinéaire : pour x = (1 —4,0), y = (1,0), on a

fil@, Ay) = 2X = Afi(z,y) # Mi(z,y)

par exemple pour A = 1.
2. La forme f5 est sesquilinéaire et donnée par la matrice

14+4¢ 2
0 0

elle n’est pas hermitienne car sa matrice n’est pas hermitienne.
3. La forme f3 est sesquilinéaire, hermitienne et donnée par la matrice

(& o

4. La forme fy est sesquilinéaire et donnée par la matrice

(o)

Elle n’est pas hermitienne (son coefficient diagonal i n’est pas réel).
5. et 6 sont & valeurs strictement réelles, ce qui n’est pas possible de la part d’une forme sesquilinéaire.

Exercice 23.
1. On a par définition

1

Re(f)(z,y) = %(f(azy) + f(z,y) = %(f(%y) +fy,2)) et Im(f)(z,y) = 5. (f(z,y) = fy,2))

Premiérement, Re(f) est symétrique, et Im(f) est antisymétrique par définition. Il suffit donc de vérifier que
Re(f) et Im(f) sont linéaires par rapport a leur premiére variable. Soient z,z',y € F, on a

Re(f)(z+2',y) = - (fle+2",9) + fly,z +2))

(flz,y) + f&'s9) + fly,z) + fy, 2))

5 (f@y) + fly,2) + % (f(' y) + fy,2"))

= Re(f)(z,y) + Re(f)(z",y)
Ensuite, pour A € R (car on regarde la structure de R-ev).

Re(f) () = 5 (F0a,9) + Fy, \a)

= % ()\f(w, y) + Xf(yﬂl?))

=2 () + f(5,2)

= ARe(f)(z,y)

RN =N



On applique le méme raisonnement (avec les mémes calculs) pour Im(f)

2. Les formes q; : Re(f)(x,z) et g2 : Im(f)(x, z) sont données par

q(z) = f(z,z), q2(x)=0

donc ¢ est positive et définie, autrement dit Re(f) est une forme bilinéaire symétrique, définie positive : c¢’est
un produit scalaire.

Exercice 24.
1. Go le faire en plusieurs fois :

qz+y)—qlz-y)=flat+y,rz+y) - flr—y,x—y)
= f(x,2) + fy,y) + f(z,y) + f(y,2) = f(z,2) = f(y,y) + f(z,y) + f(y,2)

q(z +iy) — q(z — iy) = 2f(x,iy) + 2f (iy, z)
= —2if(z,y) + 2if(y,x)
=2i(f(y,x) — f(z,y))

e+ y) —ale — ) +ila(e +iy) — ala — i) = TEN T2 2w 2) 2 T@:0)
= VD) _ 4y

2. On note que, comme f est sesquilinéaire, on a g(Az) = |A|?q(x). Si f est hermitienne, q(x) = f(z,7) = f(x,z)
est réel. Réciproquement, si g est & valeurs réelles, on a

Re(f(2,9)) = 7 (ale +9) — ale —v) et Tn(f(e,)) = § (gl +iy) — (e~ iv)
Re(f(y4)) = ; (ale + 1) — aly — ) m(f(y, 7)) = § (aly + i) — aly — i)
= 1 (ale ) — ga— ) = § (aliy —2) — g(iz +))
= Re(f(:E, y)) = —Im(f(x,y))

D’ot f(y,z) = f(z,y) et f est hermitienne.
2.2 C’est tout pareil qu’euclidien
Exercice 25. On pose a := (z,y) € C. On a
(z,ay) =a(z,y) = |af* €R
Donc pour tout A € R, on a
Az + oy, Az + ay) = N (2, 2) + 2\ (z, o) + (ay, ay) =0

Et c’est un polynome réel a coefficients réels, on a le résultat en regardant son discriminant :

(@, ay)? — (@, 2) (ay, ay) = a%® — |af* (z,2) (y,y) 0 = |af* < (z,7) (y,y)



Exercice 26. Premiérement, il s’agit bien d’une application a valeurs dans R, ne s’annulant que sur le vecteur
nul, et homogéne. Pour I'inégalité triangulaire, on a

2 2 2
[z +yll” = llzlI” + [lylI” + 2Re((z, ))
En utilisant Cauchy-Schwarz, et Re(a) < |a, on a
2 2 2
lz + 5l < ll2l* + Iyll* + 2l 1yl = (l=] + [ly1)>
d’otu le résultat.

Exercice 27. Soit A une valeur propre complexe de f. Si x est un vecteur propre pour A, on a || f(z)|| = |A| ||z|| =
|lz| car f est une isométrie, donc A € S'. Comme dans le cas euclidien, on a que f préserve I'orthogonalité, on
conclut donc par la méme récurrence que dans le cas euclidien.

Exercice 28.
On commence par montrer que les valeurs propres de f sont réelles : Si A est une valeur propre, et x un vecteur
propre, on a
Ma,2) = (\z,2) = (f(2),2) = (2, f(2)) = Xz, 2)
Et donc A = A
On montre ensuite que, si F < F est f-stable, il en va de méme de F+. Soit y € F*, on doit montrer que
f(y) est orthogonal & F. Soit donc x € F, on a

(z, f(y)) = {f(x),y) =0

car f(x) € F par hypothése. On a bien que F- est f-stable.
Ensuite, les espaces propres de f sont deux & deux orthogonaux : Soient A et u deux valeurs propres distinctes
de f. Et soient z,y deux vecteurs propres (non nuls) pour ces valeurs propres respectivement. On a
1 1 1 o

r,y) = — {Az,y) = — (f(2),y) = - (z, == {(x,

{e,y) = 1 A,y) = 1 (f(2)y) = 1 (2, f(y) = 5 (y)
Comme g = % # 1, cela entraine (x,y) = 0. Les espaces propres de f sont donc orthogonaux.
On montre ensuite par récurrence que f est diagonalisable (sur une b.o.n). Premiérement, f admet une valeur
propre A. On décompose £ = E) L E)% On sait que f est encore hermitien sur E5i-, on peut donc trouver une
b.o.n de E)% sur laquelle f se diagonalise. D’ou le résultat. (la base de diagonalisation est orthogonale car les
espaces propres de f sont orthogonaux, il suffit ensuite de renormaliser).

La spécialisation au cas des matrices est que toute matrice hermitienne complexes est diagonalisable, avec une
matrice de passage unitaire.

Exercice 29. On sait que lapplication p considérée est continue par la continuité du produit matriciel. On
commence par montrer que p est une application bijective.

On commence par montrer 'existence et 'unicité de la racine carrée positive d’une matrice hermitienne
positive : Soit D une matrice hermitienne positive et diagonale, elle admet une unique racine v/D, dont les
coefficients diagonaux sont les racines des coefficients diagonaux de D. Soit A une matrice hermitienne positive.
On diagonalise A dans une base orthonormée : PAP~! = D, la matrice P~'/DP est la racine carrée symétrique
positive de A.

Ensuite, soit M € GL,(C). On commence par noter que M*M est hermitienne car

(M*M)* = M*M*™ = M*M

Ensuite, pour x € C", on a
(M*Maz,z) = (Mz, Mz) = | M|



qui est positif ou nul, et strictement positif si z # 0 (car M € GL,(C)). Donc M*M € H,(R).
On pose H la racine positive de M*M. Pour montrer que U := M H~! est unitaire, on calcule

U'U=HY"M*MH '=H 'H’H ' = Iy

car H est hermitienne (donc H~! également). L’application p est donc surjective.

Pour I'injectivité de p, si UH = U'H' = M, on a M*M = H? = H'? T'unicité des racines hermitiennes positives
nous donne alors H = H', et donc U = MH ' = MH'-! = U". Donc la décomposition polaire est unique.

Il reste & montrer que la réciproque de p est continue. Soient (U,) et (H),) deux suites telles que (UpH,,) converge
vers UH. Soit U’ une valeur d’adhérence de (U,), limite de la sous-suite (Up,). On a que (H,,) converge vers
U'='M = H', qui est symétrique définie positive. Comme M = U’H’, I'unicité de la décomposition polaire donne
U=U"et H=H' Lasuite (U,) n’a alors qu’une seule valeur d’adhérence U. Elle converge alors vers U comme
suite du compact U, (C), d’ou le résultat.

Exercice 30.
1. Le polynome caractéristique de A est (X + 1)(X — 1)(X — 3). Une base de vecteurs propres est donnée par

1 —1 7
0], (v2],|Vv2
-1 —1 )

il s’agit d’une base orthogonale, qu’il suffit de renormaliser pour avoir une base orthonormée.

2. Les matrices hermitiennes sont positives si et seulement si leurs valeurs propres le sont (il suffit de regarder
leur diagonalisation). On a tr(4) = —3 < 0, donc A n’est pas positive, mais det(A) = 11 > 0 donc A n’est pas
négative non plus. De méme B est de trace positive et de déterminant négatif.

Exercice 31.
1. On voit d’abord que (.,.), est hermitien :

1
Y )y = |7 Z 9Y,9-%)
eG
1 .
=G <g-w,g~y>
g€
= (z, >
On montre ensuite que (., .) , est linéaire par rapport a sa premiere variable :

<)\x—|—x y Z Az + '), >
e poerd

]G|Z Ag.x + g.2, gy>
geG

Z Mgz, gy), + (g2, g.y)
gEG

:)‘<$ay>p <x/7y>p

Ensuite, (.,.), est définie positive, car

T, Z lg-l* >

gEG



comme p est & valeurs dans GL,,(C), z # 0 si et seulement si tous les g.z sont non nuls, et (z,x) # 0. Ensuite,
pour h € G, on a
(h.x, h.y), ‘G‘Z gh-x, gh.y) = Z g x,q ) = (x,),
g'eG
donc 'endomorphisme p(h) est unitaire pour le produit scalaire (.,.) o
2. Le groupe unitaire laisse invariant les orthogonaux : siy € F1¢, et x € F, on a

<$,g.y)p = <971-$ay>p =0

car gtz eF.

3. C’est une récurrence sur dim E. Le cas de dimension 1 est immeédiat (une telle représentation est forcément
irréductible). Ensuite, si F n’est pas irréductible, il existe un F' < F qui soit G-stable. La décomposition
E = F @& F» est une somme directe de représentations de G de dimension inférieure, on conclut par récurrence
que F et F» sont sommes directes de représentations irréductibles, il en va donc de méme de E comme annoncé.

4. Soit G un sous-groupe fini de GL,(C), on voit U'inclusion G < GL,,(C) comme une représentation de G.
Soient B, et B deux bases orthonormées pour (.,.), et (.,.) respectivement. L’automorphisme de C" envoyant
By, sur B conjugue U((.,.),) en Upn(C), et en particulier conjugue G en un sous-groupe de Uy (C).



