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Dans tout le sujet, Log désigne la branche principale du logarithme.

Questions de cours

1) Rappeler la dé�nition de la branche principale de la racine carrée ; pourquoi est-elle holomorphe ?

2) Énoncer et prouver le théorème de Liouville.

Exercice 1 : fonctions puissances

Soit α ∈ C. Notons U = C\]−∞,−1]. Pour z ∈ U , on pose f(z) = eαLog(1+z).

1) Justi�er que f est bien dé�nie et holomorphe sur U , puis montrer que f ′(z) = α
1+z

f(z) pour z ∈ U .

2) Pourquoi f est-elle développable en série entière au voisinage de 0 ? Soit R le rayon de convergence
du développement correspondant. Pourquoi a-t-on R ⩾ 1 ? (on fera un dessin).

3) Notons
∑

n⩾0 anz
n le développement en série entière de f en 0. Déduire de la question 1 que pour

tout n ⩾ 0, on doit avoir an+1 =
α−n
n+1

an.

4) En déduire que R = 1 si α /∈ N. Que vaut R si α ∈ N ? En déduire que f ne se prolonge en une
fonction analytique au voisinage de −1 que si n ∈ N, et qu'alors elle se prolonge en une fonction entière.

5) Montrer que pour tout n ⩾ 0, on a an = α(α−1)···(α−n+1)
n!

, qu'on note aussi
(
α
n

)
(qui vaut par convention

1 si n = 0). Quelle est la formule qu'on a ainsi retrouvée ?

6) Justi�er que pour α = 1/2, on a f(z) =
√
1 + z, où

√
− est la branche principale de la racine carrée.

Exercice 2 : Une intégrale trigonométrique

1) Montrer que
∫ π

0
dθ

1+sin(θ)2
= 2i

∫
C

dz
z2−6z+1

, où C désigne le cercle unité orienté dans le sens direct. On
pourra commencer par écrire le membre de gauche sous la forme d'une intégrale sur [0, 2π].

2) Montrer que le polynôme z2− 6z+1 a une seule racine α dans le disque unité, que l'on déterminera.

3) En déduire la valeur de
∫ π

0
dθ

1+sin(θ)2
. On pourra par exemple écrire 1

z2−6z+1
sous la forme f(z)/(z−α).

Exercice 3 : Un calcul intégral

Pour z ∈ C− R−, on pose f(z) = Log(z)
1−z

si z ̸= 1, et f(1) = −1.

1) Montrer que f est continue sur C− R−. En déduire qu'elle est holomorphe sur cet ouvert.

Soit ε ∈]0, 1[ et Dε := {z ∈ C | |z − 1| ⩽ 1 et |z| ⩾ ε}. On oriente le bord ∂Dε dans le sens direct.

2) Dessiner Dε.

3) Que vaut
∫
∂Dε

f(z)dz ?

Découpons le chemin ∂Dε en deux arcs de cercles γ (de rayon ε) et Γ (de rayon 1).

4a) Donner une borne pour la longueur de γ.

4b) Majorer |f(z)| si |z| = ε.

4c) En déduire que
∫
γ
f(z)dz tend vers 0 si ε tend vers 0.

5a) Montrer que
∫
Γ
f(z)dz = −i

∫ π−δ

−π+δ
Log(1+eiθ)dθ, pour un certain δ > 0 qui dépend de ε et qui tend

vers 0 si ε tend vers 0. On donnera une dé�nition géométrique de δ.

Question bonus : trouver une formule explicite pour δ en fonction de ε.

5b)Calculer Log(1 + eiθ), pour θ ∈]− π, π[.

5c) En déduire que
∫ π/2

0
ln(cos(t))dt = −π

2
ln(2).


