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L3 Mathématiques Analyse Complexe

TD1 : Rappels sur les nombres complexes � dérivabilité

Nombres complexes : rappels

Exercice 1. Exprimer sous forme algébrique et sous forme polaire les nombres complexes suivants :

1) a = eiπ/3 − 1 ; 2) b = (1 + i)(
√
3 + i) ; 3) c = 1+2i

3−4i
+ 2−i

5i
= 0 ;

4) d =
(
1 + i

√
3
)n

pour n ⩾ 1 ; 5) e =
n∑

k=1

(
−1
2
+ i

√
3
2

)k

pour n ⩾ 1.

6) eiα + eiβ, où α, β ∈ R. On pourra mettre ei
α+β
2 en facteur.

Exercice 2. Prouver, pour tout z ∈ C \ {i} l'équivalence : |z| = 1 ⇔ iz̄+1
z̄+i

∈ R.

Exercice 3. Résoudre les équations suivantes dans C :

1) z2 = 1 + i ; 2) z2 = −5 + 12i ; 3) (3 + i)z2 − (8 + 6i)z + 25 + 5i = 0 ;

4) z4 − 3z3 + 9
2
z2 − 3z + 1 = 0 (Indication : véri�er que 1 + i est solution) ;

5) z3− (1+2i)z2+3(1+ i)z− 10(1+ i) = 0, sachant qu'elle admet une solution imaginaire pure ;

6) (z + 1)n = (z − 1)n avec n ⩾ 1 entier �xé.

Exercice 4. Déterminer, dans chaque cas, l'ensemble des points M d'a�xe z véri�ant:

1) Re(1
z
) = r avec r ̸= 0 �xé, où Re désigne la partie réelle,

2) z3 ∈ R et z3 ⩽ 8,

3) |z + i| = |z − i|,
4) |z − α| < |1− ᾱz| avec α ∈ D(0, 1) := {w ∈ C | |w| < 1},
5) |z| = |1− z| = |1

z
|.

Exercice 5. Soit n ⩾ 1 un entier.

1) Soit ω ∈ C une racine primitive n-ème de l'unité, i.e. ωn = 1 et ωℓ ̸= 1 pour 1 ⩽ ℓ ⩽ n − 1.
Montrer que toute racine n-ème de l'unité s'écrit ωk pour un certain entier k avec 0 ⩽ k ⩽ n− 1.

2) Pour α ∈ C∗, soit arg(α) ∈ [0, 2π[ la détermination principale de son argument. Montrer que
toute solution de zn = α peut s'écrire de façon unique sous la forme

z = n
√
|α| exp

(
i

n
arg(α)

)
ωk

avec 0 ⩽ k ⩽ n− 1 et ω une racine primitive n-ème de l'unité.

3) En déduire que les sommets d'un polygône régulier à n côtés du plan complexe sont d'a�xes
respectives zk = aωk + b avec a ∈ C∗, b ∈ C et ω une racine primitive n-ème de l'unité.



Fonction exponentielle

Exercice 6. On rappelle qu'on dé�nit (provisoirement) la fonction exponentielle complexe à partir
des fonctions réelles exp, cos et sin: ∀x, y ∈ R, ex+iy = ex(cos(y) + i sin(y)).

1) Montrer que pour tous u, v ∈ C, eu+v = euev.

2) Montrer que ez = 1 si et seulement si z ∈ 2iπZ.
3) En déduire que ez = ez

′
si et seulement si z′ − z ∈ 2iπZ.

4) Montrer que z 7→ ez induit une bijection entre R+ i]− π, π[ et C− R−.

Exercice 7. Soit z ∈ C. On veut montrer que limn→+∞(1 + z
n
)n = exp(z).

1) À l'aide de la forme trigonométrique de z, montrer que limn→+∞ |(1 + z
n
)n| = | exp(z)|.

2) Pourquoi a-t-on arg(wn) = n · arg(w) et arg(w) = arctan
(

Im(w)
Re(w)

)
si Re(w) > 0 ?

3) Utiliser ce qui précède pour montrer que arg(exp(z)) = limn→+∞ arg
((
1 + z

n

)n)
. (Indication :

on pourra utiliser un développement limité).

4) Conclure quant à la limite souhaitée.

Sinus et cosinus

Exercice 8. (Fonctions sinus et cosinus). On dé�nit le sinus et le cosinus d'un nombre complexe
z par :

cos(z) :=
eiz + e−iz

2
et sin(z) :=

eiz − e−iz

2i
.

1) En dé�nissant la fonction exponentielle comme dans l'exercice 6, montrer que cette dé�nition
permet d'étendre les fonction réelles sinus et cosinus (supposées connues) à tout le plan complexe.

2) Montrer que, pour tout z ∈ C, cos(z)2 + sin(z)2 = 1.

3) Démontrer la formule de Moivre : ∀n ∈ N, ∀t ∈ C, (cos(t) + i sin(t))n = cos(nt) + i sin(nt).

4) Démontrer que pour a, b ∈ C, on a

{
cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b),

sin(a+ b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b).

Exercice 9. Résoudre les équations suivantes dans C :

1) cos(az) = 0 avec a > 0 réel �xé,

2) sin(az) = 0 avec a > 0 réel �xé,

3) cos(z) = i.

Exercice 10. (Calcul de cos(2π
5
)).

1) Soit u := exp(2iπ
5
). Montrer que u4 + u3 + u2 + u+ 1 = 0.

2) Posons a := u4 + u et b := u3 + u2. Montrer que a+ b = ab = −1. En déduire une équation du
second degré donc a et b sont solutions, puis les valeurs possibles de a.

3) En déduire que cos
(
2π
5

)
=

√
5−1
4

.

4) En déduire la valeur de sin(2π
5
).

5) Calculer les cosinus et sinus de π
5
et 3π

5
.

Exercice 11. Fixons n ∈ N.
1) Montrer que pour tout z ∈ C \ 1, on a 1 + z + z2 + · · ·+ zn = zn+1−1

z−1
.

2) En déduire que 1 + cos(θ) + cos(2θ) + · · ·+ cos(nθ) = 1
2
+

sin((n+ 1
2)θ)

2 sin( θ
2)

, pour tout θ ∈ R \ 2πZ.



Dérivabilité des fonctions complexes

Exercice 12. (Fonctions trigonométriques). Les fonctions sinus et cosinus sont dé�nies comme
dans l'exercice 8.

1) Montrer que sin, cos ∈ H(C), et calculer leurs dérivées.
2) On dé�nit la fonction tangente par tan(z) := sin(z)

cos(z)
. Où est-elle dé�nie ? Justi�er qu'elle est

holomorphe sur son domaine de dé�nition, et calculer sa dérivée.

3) On dé�nit les fonctions hyperboliques ch, sh et th par ch(z) := cos(iz), sh(z) := −i sin(iz) et
th(z) = sh(z)

ch(z)
. Reprendre les questions précédente pour ces fonctions.

Exercice 13. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U . On dé�nit f par f : z 7→ f(z).

1) Montrer que si z ∈ U et h ∈ C tend vers 0, on a f(z+h)−f(z)
h

= f ′(z) · h
h
+ o(1).

2) Que vaut h/h si h ∈ R ? Et si h ∈ iR ? En déduire que f est dérivable en z ssi f ′(z) = 0.

3) À quelle condition f est-elle holomorphe sur U ? (utiliser le résultat de l'exercice 15).

4) Soit P ∈ C[X] un polynôme non constant. Montrer que z 7→ P (z) n'est dérivable (au sens
complexe) qu'en un nombre �ni de points.

Exercice 14. Soit D un disque ouvert de C, soit f : D → C une fonction holomorphe et
γ : [0, 1] → D une fonction C1.

1) Montrer que f ◦ γ : [0, 1] → C est dérivable, et calculer sa dérivée. On pourra écrire des taux
d'accroissements ou des développements limités.

2) Supposons que f ′ = 0. Montrer qu'alors f ◦ γ est constante (on pourra considérer sa partie

réelle et sa partie imaginaire comme des fonctions de R dans R), et donc que f(γ(1)) = f(γ(0)).

3) Rappeler pourquoi il existe un chemin C1 entre deux points quelconques de D.

4) Montrer que si f ′ = 0 sur D, alors f est constante.

Exercice 15. Soit U un ouvert connexe de C, et f une fonction holomorphe sur U , de dérivée
nulle. On rappelle que f est alors constante sur tout disque inclus dans U (Exercice 14). Fixons
z0 ∈ U , et posons X := {z ∈ U | f(z) = f(z0)}.
1) Montrer que X est fermé dans U . On pourra considérer une suite de points de X ayant une

limite dans U .

2) Soit z ∈ X. Montrer que X contient un disque ouvert de centre z. En déduire que X est ouvert
dans U .

3) En déduire que X = U , donc que f est constante. Que dire si U n'est pas connexe ?

Exercice 16. Soit U un ouvert connexe de C, et f : U → C une fonction holomorphe.

1) Supposons que f est à valeurs réelles. Soit z ∈ U . En écrivant f ′(z) comme limite d'un taux
d'accroissement, montrer que f ′(z) ∈ R, et aussi que f ′(z) ∈ iR. En déduire que f ′ = 0, donc que
f est constante (utiliser l'exercice 15).

2) Que dire si f est à valeurs imaginaires pures ?

Exercice 17. Dé�nir une branche principale de la fonction racine cubique. Précisément, on
cherche une fonction f de C − R− dans C envoyant 1 sur 1 et telle que pour tout z ∈ C − R−,
f(z)3 = z. Peut-on prolonger cette fonction à C∗ tout entier ?



Annexe : Constructions du corps des nombres complexes

Exercice 18. L'ensemble des nombres complexes C est dé�ni comme le R-espace vectoriel R2,
muni des lois internes suivantes pour deux éléments (x, y) et (x′, y′) de R2 :{

(x, y) + (x′, y′) := (x+ x′, y + y′),

(x, y)× (x′, y′) := (xx′ − yy′, xy′ + x′y).

1) Véri�er que (C,+,×) est un corps. Que vaut (0, 1)2 = (0, 1)× (0, 1) ?

Avec i := (0, 1), on écrit désormais z = x + iy plutôt que z = (x, y) pour z ∈ C, avec x, y ∈ R.
Avec ces notations, x est la partie réelle de z (notée Re(z)) et y est la partie imaginaire de z (notée
Im(z)).

2) On identi�e R avec R× {0} ⊂ C, via λ 7→ (λ, 0). Montrer que c'est une application R-linéaire
et un morphisme de corps.

3) Véri�er que les deux manières de multiplier un nombre complexe z = x + iy par un nombre
réel λ (la multiplication externe donnée par λ(x, y) = (λx, λy) et celle interne, donnée par λ× z,
en tenant compte de l'identi�cation de la question 2,) coïncident.

3) Pour z = x+ iy ∈ C, on note z̄ := x− iy le conjugué de z. Véri�er que l'application z 7→ z̄ est
un isomorphisme de corps, qu'elle est R-linéaire mais pas C-linéaire.
4) Pour z = x+ iy ∈ C, on note |z| :=

√
zz̄ le module de z. Véri�er que z 7→ |z| dé�nit une norme

sur C.
5) Montrer les formules 2Re(z) = z + z̄, 2 Im(z) = z − z̄, et |z|2 = Re(z)2 + Im(z)2.

Exercice 19. (Version alternative de celui du dessus) L'ensemble des nombres complexes C est
dé�ni comme l'ensemble des matrices 2× 2 à coe�cients réels de la forme(

x −y
y x

)
∈ M2(C), x, y ∈ R

1) Montrer que C est un R-espace vectoriel de dimension 2.

2) Montrer que C, muni de l'addition et du produit des matrices, est un corps. Calculer
(
0 −1
1 0

)2

.

3) Montrer que l'application λ 7→ λI2 de R dans C est un morphisme de corps. On identi�e R
avec son image par ce morphisme, et on pose

i =

(
0 −1
1 0

)
.

On écrit désormais z = x+ iy plutôt que

z = x

(
1 0
0 1

)
+ y

(
0 −1
1 0

)
,

Avec x, y ∈ R. Avec ces notations, x est la partie réelle de z (notée Re(z)) et y est la partie
imaginaire de z (notée Im(z)).

4) Reprendre les question 3-4-5 de l'exercice ci-dessus avec ces nouvelles dé�nitions.

5) Alternativement, montrer que x + iy 7→
(
x −y
y x

)
dé�nit un isomorphisme entre C tel que

dé�ni dans l'exercice précédent et la version dé�nie ci-dessus en termes de matrices.


