UPJV 2024-2025
L3 MATHEMATIQUES ANALYSE COMPLEXE

TD 1 - CORRECTION

Nombres complexes : rappels

Exercice 1.
1) On a €™/® = cos(m/3) + isin(r/3) = 3 + i@, on a donc la forme algébrique de a :

. 1 3 1 3
a:e’”/3—1:2+i\2[—1:2+i\2[.

Ensuite, on a [a? = ()2 + (¥2)?2 = 1 + 2 =1, donc |a| = 1. On a donc la forme polaire de a :

-1 3 2 2 :
a= > +i\§ = cos <;) + isin <;> — e2im/3,

2) Par double distributivité, on a la forme algébrique de b
b=(1+)(V3+i)=V3+iV3+i+i?=vV3-1+i(V3+1).

Ensuite, ona]b[zz(\/5—1)2—1—(\/5—1—1)2:3—2\/§+1+3+2\/§+1:8, donc |b\:2\/§. On a donc

b:2f2<‘/§_1+f/§+1>.

2v/2 2v/2
Pour trouver la forme polaire de b, on doit trouver 8 tel que
-1 3+1
cos(f) = V3 et sin(f) = V3t .
2v/2 2v/2

A moins d’étre trés astucieux, cela ne se devine pas... En revanche, on peut calculer la forme polaire de b en
calculant la forme polaire de by = 141 et by = v/3 +i. On a |by|? = 2 et |b|? = 4, donc

2 2 X 1 .
b = \/i({—l—z\g) = V264 et by = 2 (é§+i2) = 2¢'7/6

On a donc la forme polaire de b :

b= biby = 2v/2e 5 HE = 2/26(7517) = 2/261%5 .

3) On a
1+2  (14+2)(3+4i) 3+6i+4i+82 —5+10i -1 2
— = = = — 1—.
3—4i  (3—44)(3+ 4i) 32 442 25 5 5
2—i (2—1d)(=5i) —10i+5i® —5+410i -1 2
= = = = — —1c.
5i (5i)(—54) —2542 25 5 5
D’ou la forme algébrique de ¢ :
1+2 2—i -1 2 2 -2
c= — = —+iz-— - —1z = —



Pour la forme polaire, on rappelle que —1 = '™, d’ou = = %e” la forme polaire de c.

4) On peut développer d(1 + z\@)” en utilisant le binéme de Newton, mais ¢ca donne des calculs terriblement
compliqués. Plus simplement, on commence par calculer la forme polaire de 1+iv/3. On a [1+iv3]? = 1+3 = 4,

donc

V3

5 > = 2¢7/3,

i

1
1+¢¢3:2<2

On en déduit que d = 2"¢'5 est la forme polaire de d. La forme algébrique, quant & elle, est donnée par

d = 2" cos <@) + 42" sin (@> .
3 3

5) Par définition, e est j fois la n— 1-éme somme partielle de la série géométrique de raison j = %1
On a alors

e:j J _ ]“
L= L=
On a j3 = e%7/3 = ¢2™ = 1, donc
1 sin=0[3],
Vn=>1, j"=4q75 sin=1[3],
j% sin=2[3].
On en déduit que
jiz =0 sin = 0[3],
e = j%_j sin=1[3],
.1—42 (1= (147 . . . . -
Gl = UEH) = 4 ) =+ 2 = -1 sin=2[3).

6) La forme algébrique de ¢ 4 %% est donnée par
cos(a) + isin(a) 4 cos(B) + isin(f) = (cos(a) + cos(B)) + i(sin(a) + sin(S3))

Pour la forme polaire, on a

-l—i? — o2im/3.

e 4 P = i (e’(O‘_QTw) + (B QTM)>

— 5" (ei% + el7a2+6>

= ei% (eiaf + eia2ﬂ>

— 2“3 Re (eia56>

= 2cos (a — ﬁ) %3

2
Si cos(%;ﬁ) est positif, ceci est bien la forme polaire voulue. Sinon, la forme polaire voulue est donnée par
2 cos <7T + Q;B> i3 +m),

Exercice 2. Comme z # i, on a Z # —i donc Z+ 4 # 0. On pose « := i;til, on veut montrer que o € R si et

seulement si [z] = 1. On a

1z +1

Z+1

o= S aztia=1z+1

& Z(a—1i)=1—ia.



Sia—i=0,alors 1 —ia=1-i>=1+1=0, ce qui est clairement faux. On peut donc diviser par o — i pour

obtenir. ‘
1 -

z =

a—1i
On pose a présent o = a + b la forme algébrique de a. On a
1 —i(a+1b) 1—ia+b
(atib)—i a+i(b—1)
Le carré du module de z (égal & |Z|?) est alors donné par
o2 = 11 +'b — ial?
la +i(b—1)|?
(14 b)? + a?
pECEaCEE
1+2b+b* +a°
T2+ 1

Zz =

On obtient alors
lzZl=1e |22 =1
S1+204+0+a®>=a®>+b0*—2b+1

& 20=-2b
Sb=0
S acelR

Exercice 3.
1) On cherche les racines du nombre complexe 1 + i.
Premiére méthode : On calcule la forme polaire de 1+4. On a |1 + i[> =1+ 1 =2, donc

1—1—2':[(\2[4- f) = V2

Maintenant que nous avons la forme polaire de 1 + ¢, il est facile d’en extraire les racines : elles sont données
par z = iﬁe”/&

Deuxiéme méthode : Soit z = a+ib une racine de 1+1i, on a 22 = 1 +i = 22 = a® — b% + 2iab, et |2|> = a® +V? =
|1+ 4| = /2. On doit donc résoudre le systéme

a2 —-b? =1 202 = 1++/2 a2:1+2\/§
A+t =v2 el2=y2-1 <& b?:‘/%*1
2ab =1 2ab =1 2ab =1

On constate que # et @ sont tous deux des réels positifs, il est donc possible d’en prendre des racines
réelles. L’équation 2ab = 1 > 0 force a et b & avoir le méme signe. Les deux racines de 1 4 ¢ sont donc données

par
1+\/§ ﬂ—l 1+\/§ 2—1
= ,b= et a =— b=

En combinant les deux méthodes, on vient de trouver une méthode pour calculer cos(7/8) et sin(7/8)! Dans les
exemples suivant, on aura tendance a utiliser la deuxiéme méthode, qui est juste calculatoire et évite de devoir
calculer des arguments de nombres complexes.

2) On applique la méthode précédente : Si z = a + ib est solution de 1’équation, alors
a? —b? = -5 2a% =8 a==+2
2ab = 12 & Q207 =18 S b=143

a? +b? =25+ 144 = 13 ab=6>0 ab>0

22 =a% —b? + 2iab = -5+ 12i
2|2 =a? + b2 = | — 5+ 12i]



On a donc deux solutions z; = 2 + 3i et z0 = —2 — 3i.

3) Pour éviter des calculs trop compliqués, on divise le polynome considéré par son coefficient dominant. On a

8+6i (8+6i)(3—i) 24+6+18i —8i

= =344
3+ 3211 10 T
25450 _ (25+5)(8—1) _T5+5+i(15-25)
g — — —1
341 3241 10

L’équation considérée est alors équivalente a 22 — (3 +14)z + (8 —4) = 0. Pour résoudre cette équation, on calcule
A=B+0)2—48—i)=9—1—32+4i =—24+10i = 2(—12 + 5i).

On doit calculer les racines de A dans C. On résout

a? - b =24 202 = 2 a==+1
2ab = 10 S Qab=5 S b=45
a? +b% = \/4(144 + 25) = 26 20 = 50 ab=75

Donc les solutions de 62 = A sont 4(1 + 5i). Les solutions de I’équation de départ sont alors données par

SRR (145 92— 4
_34it +5Z:2+3iet22:3+z (1+5i) i

- —1- 2
A 2 2 2 ‘

4) On pose P(X) = X* —3X3+3X? - 3X + 1. Ona 1 +i=+/2e"/4, donc
(144)? =22 = 2i, (1+1)3 =2v2eB74 = 2(1 —d), (1 +0)* = (20)? = 4.
Ainsi, on a
P(l—l—z’):—4—3.2(1—i)+g.2i—3(1+i)+1
= —4-6+6i+9—-3-3+1=0

On sait alors que le polynome P est divisible par (X — (1 + 4)). Par ailleurs, P est un polynéme a coefficients
réels. Pour z € C, on a alors

9 9
P(z) =2 =328+ 022 =32 +1=7" =32+ 2" =32+ 1 = P(3).

Autrement dit, si (1 4 ¢) est racine de P, (1 —i) = (1 + i) 'est également. On sait alors que P(X) est divisible
par (X — (1 +1i))(X — (1 —i)) = X? — 2X + 2. En calculant la division euclidienne des polynomes, on trouve

P(X)=(X?-2X +2)(X* - X +1/2).

2

Il reste donc & résoudre I’équation z© — z + % = 0. Il s’agit d’une équation polynémiale de degré 2, et on calcule




5) On pose Q(X) = X3 — (1 +2i)X2+3(1 +4)X — 10(1 +14) = 0. On commence par chercher une solution
imaginaire pure a ’équation Q(z) = 0. On considére i € iR, et on calcule
Q(ia) = (i) — (1 + 2i)(ia)® 4+ 3(1 + )i — 10(1 + 7)
= —ia® 4+ (14 2i)a® +3(1 —i)a — 10(1 + 1)
= —ia® + o® 4 2ia® + 3ia — 3a — 10 — 10
= a? - 3a — 10 4 i(—a® + 2% + 3a — 10).
On a alors
a?—3a—-10=0
ia) =0& ’
Qlia) {—a3+2a2—|—3a—1020.
On résout d’abord a? — 3a — 10 = 0. On calcule A = 9 + 40 = 72. Les solutions de a® — 3a — 10 = 0 sont donc

M=y 2

Parmi ces deux réels, seul —2 est solution de la 2-éme équation, car
—(=2)3+2(-2)2+3(-2)—10=0et —5+252+35-10=—70

On a donc que z = —2i est une solution de Q(z) = 0. Le polyndome Q(X) est alors divisible par (X + 2i). En
calculant la division euclidienne des polynémes, on trouve

Q(X) = (X +2i) (X% — (1 4+4)X 4+ 5(—1+1)).
Il reste a résoudre 'équation 22 — (1 + 4i)z + 5(i — 1) = 0. On calcule
A% = (14+4i)* — 4.5 — 1) = (1 — 16 + 8i) — 20i + 20 = 5 — 12i = —(—5 + 12i)

D’aprés la question 2), les racines de A sont (2 + 3i) = —3 + 2i et —i(2 + 3i) = 3 — 2i. Les solutions de
22 — (14 44)z + 5(i — 1) = 0 sont alors données par

1+ 4i+ (—3 +2i 1+4i+3—2i
+l+; +Z):—1+3iet+l—52:2+i

Au final, on a Q(X) = (X + 2i)(X — (=14 3¢))(X — (24 1)), et les solutions de Q(z) = 0 sont

—2i, —1+3i, 2+i.

6) Pour n = 1, 'équation devient z — 1 = z + 1, i.e. —1 = 1 qui est impossible : I’équation n’a pas de solutions.
Pour n > 2, z = 1 n’est pas une solution car (z +1)” = 2" # 0" = (z — 1)". On peut donc écrire

G+ =(z-1)" e <iji>n=1

Autrement dit, { = % est une racine n-éme de l'unité, différente de 1 car z+1 # z—1. On a donc ¢ = exp(

avec k € [1,n — 1]. Ensuite, on a

2ikm )

n

szj1@@—§=z+1
Sz((-1)=1+¢
1+¢
Sr=—

(-1



Pour ¢ une racine de I'unité, on a || = 1 = [¢|? = (¢, on a donc

1+QEC—1) _¢+¢—1-¢ ¢+1-1-¢ (¢

C—1)(C—1) ¢—C—C+1 1-C—C+1  2-(C+0)

Si ¢ = exp(Z£7) alors ¢ 4+ ¢ = 2Re(¢) = ZCOS(%T”) et ¢ — ¢ = 2iSm(¢) = 2isin(2T). On obtient

n n

2isin(2km/n)  isin(2k7/n)

T oo 2cos(2km/n)  cos(2kw/n) —

T kell,n—1]

toutes les solutions de ’équation (z 4+ 1)" = (z — 1)™.

Exercice 4.

1) Si 2 est donné en forme algébrique par a -+ ib, alors 1 = a‘éj:;é. Ainsi, on a Re(1/z) =
a

Fixant r # 0, on

a
a?+b2-

r

1 1
§Re(> :T@a:(a2+b2)r@a2—a+62:()<:)62:a<—a>
z r
Comme b est réel, on doit chercher & savoir si a(1/r —a) est positif ou non. Si r > 0, alors a(1/r —a) est positif si

et seulement si 1/7 < a < 0, auquel cas les solutions sont données par b = +/a(1/r — a). Comme a® + b* = &,
on doit prendre a # 0. On a donc ’ensemble de solutions

{(a, a(lr —a)) | 1/r<a<0}l_l{(a,— a(lr—a) | 1)r <a<o}

Sir <0, alors a(1/r — a) est positif si et seulement si 1/r > a > 0, auquel cas les solutions sont données par
b= ++/a(1/r — a). Comme a* 4+ b* = £, on doit prendre a # 0. On a donc 'ensemble de solutions

{(a,\/a(l/r—a)) 11/r>a> o} ¥ {(a,—\/a(l/r—a)) 1/r>a> o}

2)On pose z = re' 1a forme polaire de z. On a 23 = 3¢%? en forme polaire. On a donc 23 € R si et seulement

si 30 = 0[r], autrement dit 6 = 0[n/3].
Si 0 = 0,27/3,4n/3[2n], alors 2% = 73 est inférieur & 8 si et seulement si 7 < 2.

Si 0 =n/3,37/3,5m/3[27], alors 23 = —r3 est inférieur & 8 car r > 0. Les solutions sont donc données par
; 2
[0,2] U 5[0, 2] L 52[0, 2] L {7’6’9 VE g [;] } .

3) Géométriquement, on cherche les points du plan complexe & égale distance de i et de —i, autrement dit la
médiatrice de ces deux points, clairement donnée par R. Algébriquement, posons z = a + ib la forme algébrique
de z€ C. On a

|z —i| = |z 4i| & |z —i]* = |z + i
sd+0b+1)2=d®>+(b-1)?
& 2b=-2b
<b=0
S zelR

On retrouve le méme résultat.

4) Soient z € C et @ € D(0,1). Comme |z — | et |1 — @z| sont des réels positifs, on a

lz—al<|l—az| e |z —a* < |1 —az]?



On calcule alors

2—af = (:—a)(z—a)
=2zZzZ —az — za + aa
= |z|* — 2Re(aZ) + |al?
1 —az> = (1 —az)(1 — az)
=1—-0z—az+azaz
=1 - 2Re(az) + |az|?

On a donc

lz—a| <|l —az| |z —a* < |1 —az]?
& |2 — 2Re(aZ) + |al? < 1 — 2Re(aZ) + |az|?
&z + e <1+ |a?z)?
& 221~ ]af’) <1—af.

Comme |a| < 1 par hypothése, 1 — |a|? > 0 et ceci est équivalent & |z|? < 1.

5) Comme |1| = é, on a |1| = |z| si et seulement si |2| = 1. On cherche donc les nombres complexes de module
1 et qui se trouvent & égale distance de 0 et de 1. Soit z = a + b la forme algébrique de z € C. Le nombre z est
une solution du probléme considéré si et seulement si

a?+ b =1 - a?+ b =1
(1—a)?+b*=1 a?—2a+1+0b*=1
a?+v? =1

—2a+1=0

{ro s

s

0
[

N[ =

i

a
b
a

I
N[ = H—
SIS

/3

On a deux solutions % + 173

Exercice 5.

1) On commence par montrer que les w* pour 0 < k < n — 1 sont tous distincts. Si w* = W avec k > k', alors
whw™F = WF—F = 1. Par hypothese, on a soit k — k' = 0, soit k — k' > €. Si 0 < k, k¥’ < n— 1, la seule possibilité
est donc k = k.

La famille des w* pour k € [0,n — 1] est donc de cardinal n. De plus, pour k € [0,n — 1], on a (w*)" = (w)* =
1¥ = 1. On a donc n racines distinctes du polynéme X™ — 1. Par ailleurs, le polynome X™ — 1 est de degré n, il
a donc au plus n racines distinctes. Les racines de X™ — 1, autrement dit les racines n-émes de 'unité dans C,
sont ainsi exactement les {w” | k € [0,n — 1]}.

k!

2) Comme les w” pour k € [0,n — 1] sont tous distincts, les {/]a| exp(£ arg(a))w” pour k € [0,n — 1] sont tous
distincts. Pour k € [0,n — 1], on a

(Wialexp (L are(a) ) ) = lalexp (farg(a) ()" = aw)* = a.



Les {/]afexp(£ arg(a))w® pour k € [0,n — 1] forment donc un ensemble de n racines distinctes du polynome
X™ — . Comme ce polynome est de degré n, on a bien la totalité des racines, autrement dit la totalité des
solutions de ’équation 2" = a.

3) Considérons un polygone P régulier a n cotés du plan complexe. Posons b € C la moyenne de ses sommets. En
translatant P par —b, on obtient un polygone P régulier & n cotés et centré en 0. Fixons a un des sommets de P;
(on a a # 0). On remplace P, par P;/a. Comme diviser par a revient géométriquement a faire une homothétie
et une rotation, P; := Pj/a est encore un polygone régulier & n cotés, centré en 0, et dont 1 est un sommet. Par
construction, P» est globalement invariant par la rotation de centre 0 et d’angle %’T Cette rotation correspond
algébriquement & la multiplication par w := exp(%). Les puissances de w sont donc toutes des sommets de Ps.
Comme P» a n sommets distincts, et que w a n puissances distinctes. On trouve que les sommets de P, = %
sont exactement les w* pour k € [0,n — 1], d’ott le résultat.

Fonction exponentielle

Exercice 6.
1) Soient u = = + iy et v = a + ib deux nombres complexes. On a

e"e’ = e”(cos(y) + isin(y))e®(cos(b) + isin(b))
= e”e(cos(y) cos(b) — sin(y) sin(b) + i(sin(y) cos(b) + cos(y) sin(b))
= e"T%(cos(y + b) + isin(y + b))
— elata)+i(y+b)

- ez+zy+a+1b — 6u+v

D’ou le résultat.

2) Soit z=x+iz € C. On a
le*| = |e®(cos(8) + isin(f))| = e®| cos(f) + isin(h)| = e*(cos?(8) + sin?(0)) = e*.
En particulier, si e® = 1, alors €* =1 et = 0 car z est réel. Ensuite, on a

4 cos(y) =1,
e =cos(y) +isin(y) =1 < ()
sin(y) = 0.
Cercle trigonométrique a 'appui, ceci est équivalent & y € 27Z. Au total, on a

, =0
e”’y:l@{x 07 &z +iy € 2inZ.
Yy € 2m

z

3) Soient z, 2’ € C. Par la question 1), on a e*e™* = e = 1. Ainsi, e~ est I'inverse de €. On a alors

’ o
ef=¢e° ©efe? =1

z—2' _ 1

Se
S z—2 €2inZ

D’apres la question précédente.

4) Soient z, 2" € R+i]—m, [, on a Sm(z—2') = Sm(z) —Sm(z’) < imr—(—imw) = 2i7, en particulier z—2' ¢ 2inZ.
La fonction z — e* est donc injective sur R + 4| — 7, 7r[ par la question précédente.

Il reste & prouver que, pour tout Z € C\ R_, il existe z € R 4 i] — 7, 7[ tel que e = Z. On pose Z = re'?,
Passertion Z ¢ R_ assure que r > 0 et que l'on peut choisir 6 # 7[27]. Le nombre z = In(r) +i0 € R+ — 7, 7|
est un antécédent de Z, d’ou le résultat.



Exercice 7.
1) Par continuité de I'application z — 22 (et comme |(1+ z/n)"| et | exp(z)| sont positifs), il suffit de montrer
que lim, 1o |(1 + 2/n)"|? = |exp(2)[%. On a

) _

12 = (1+2) <1+Z>
n n

2

=14+-42 +‘z|

§)‘Ee( ) \zl2

On calcule alors, avec un développement limité de In(1 + z) = z + o(z)

2 (Rt 2

— exp (nln (1 +2%erf 2 W))
(s, )
= exp (zafee(z) + Vf o <2§Re(z) + |Zn|2)> .

D’ou
tim |1+ if” — exp (2Re(2)) = | exp(2)[?
i |1 5] = e (ORe(z)) = lexpz)P
2) Le premier résultat est une simple conséquence de la forme polaire : on a z = |z[e?28() et 2 = |z|"e2r8(2)

la forme polaire de z™. Ensuite, pour z € C, on pose z = a+ b la forme algébrique de z. On a |z| cos(arg(z)) = a
et |z|sin(arg(z)) = b. Si a # 0, on a
Sm(z) b |z|sin(arg(z))

Re(z) “a W = tan(arg(z))

Si a > 0, autrement dit si arg(z) €] — w/2, /2|, alors on a

Sm(z)

arctan < ol ) — arctan(tan(arg(z))) = arg(z).

3) Soit z = a + b la forme algébrique de z. Pour n assez grand, la partie réelle de 1 + z/n, c’est & dire 1+ a/n,
est strictement positive, et on peut appliquer les résultats de la question précédente :

arg (1 + %) = arctan (1 i/:/n)

b
= arctan
<n + a>

ool
= +o
n-+a n—+a

e ((1 ! %>n) S <1 * %) - niba o <nTa)

qui converge vers b, c’est & dire vers arg(exp(z)).

On a alors

4) On vient de montrer que le module et ’argument de la suite considérée convergent tous deux vers le module et
P’argument de la limite souhaitée. Comme la limite souhaitée est différente de 0, elle est entiérement caractérisée
par son module et son argument, d’ot1 le résultat.



Sinus et cosinus

Exercice 8.
1) Soit x € R. D’apres la définition de exponentielle dans I’exercice 6, on a

e + e~ (cos(w) + isin(z)) + (cos(—x) + isin(—x))

2 2
_ cos(x) + isin(z) + cos(x) — isin(x)
2
= 2C028(x) = cos(x)
e — e _ (cos(z) +isin(x)) — (cos(—z) + isin(—=x))
24 24
_ cos(z) + isin(x) — cos(z) + i sin(x)
27
_ 2isin(z) |
== = sin(x)

Donc les définitions proposées permettent bien d’étendre les fonctions cosinus et sinus réelles.

2) Soit z € C, on calcule

(eiz + e—iz)Q (eiz _ e—iz)?

2 2 _
cos“(z) +sin“(z) = 52 + ChE

_ eQiz + 261’2671'2 + 6721',2 N 621'2 _ 2eiz67iz + 6721'2

B 4 —4

_ €2iz 4+ 92+ 6721',2 _e2iz 1+ 92— 6722',2

B 4 4
4

= — = 1
4

3) Soient n € N et ¢t € C. Par définition, on a
it | it it _ it it | it | it _ it '
cos(t)+isin(t):e —1_26 +is 2,6 _cte ;Le € et
i

On avait besoin de faire ce calcul car t € C. On ne connaissait le résultat que pour ¢ € R. En utilisant la question
1) de l’exercice 6, on obtient

(cos(t) +isin(t))" = exp(it)" = exp(nit) = cos(nt) + isin(nt)

soit la formule de Moivre.

4) Premiére méthode (qui ne marche pas)
cos(a+b) + isin(a + b) = ' (@) = iagi
= (cos(a) + isin(a))(cos(b) + isin(b))
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + i(sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b))

Malheureusement, on ne peut pas identifier parties réelles et imaginaires : comme a et b sont complexes, on ne
sait pas si cos(a + b) ou sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b), . .. sont des réels.



Vraie méthode : faire le calcul finement :

eia efia eib efib eia _ efia eib _ efib
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) = (% + (e + ) _ ) )

22 (21)2
etla+b) + et(b—a) + eila—b) + e—i(a+b) etlatb) _ oi(b—a) _ ,i(a—b) + e—i(a+b)
- 4 a —4
etla+b) + et(b—a) + eila=b) + e—i(a+b) + etlatb) _ oi(b—a) _ ,i(a—b) + e—i(a+b)
B 4
2€i(a+b) + Qefi(a+b)
= 1 = cos(a + b)
) ) eia 4 efia eib _ ,—1ib ia _ ,—ia ib 4 —ib
cos(a) sin(b) 4 sin(a) cos(b) = ( 2)2(z' ") + (e 2)2(: )
etla+b) + eilb—a) _ pi(a=b) _ —i(a+b) etlatd) _ i(b—a) + eila=b) _ o—i(a+b)
B 4i * 4i
9¢ilatb) _ 9,—i(a+b)
- 1 ¢ = sin(a + b)
Exercice 9.
1) On utilise la question 3) de l’exercice 6. On a
az —iaz
cos(az) =0 < % =0
Py eiaz — _efiaz — efiaer'iﬂ

S jaz = —iaz +im + 20k k€ Z
S2az=7m+2km keZ
T km

Sz=—+— kel
2a a

2) On applique un raisonnement similaire :

sin(az) = 0 & €% = %
& iaz = —itaz + itk k€ Z
& 2iaz = 2wk k€ Z

k
<:>z:7r— ke
a

3) Soit z =a+ib, on a

cos(z) = i & el(atit) | gmilatib) — o
RN eia—b + e—ia+b — 2,1/
& e b(cos(a) + isin(a e’ (cos(—a) + isin(—a)) = 2
& e (cos(a) + isin(a e’(cos(a) — isin(a)) = 2i
& (e 4+ e”) cos(a) +i(e™" — €¥) sin(a) = 2
b b _
o (e7"+€”)cos(a) =0
(e7? — ) sin(a) = 2

Comme b est réel, e~ + e > 0, donc la premiére équation est équivalente a cos(a) = 0. On a donc sin(a) = +1
selon si a = 7/2[27] ou a = —7/2[27].



Si a = m/2[27], la deuxiéme équation devient e — e = 2. On pose X = e’, et I’équation devient X' — X = 2,
autrement dit X2+ 2X — 1 = 0. Les solutions de cette équation sont —1 — V2 et —14++v/2. Comme X = et > 0,
on obtient e’ = —1 ++/2 et b = In(—1 + /2). On a donc des solutions de la forme

z:g+2kw+iln(—1+\/§), ke
Sia = —7/2[27], la deuxiéme équation devient —e®+e? = 2. On pose X = €, et 'équation devient —X 14+ X =
2, autrement dit X2 —2X — 1 = 0. Les solutions de cette équation sont 1 — /2 et 1 + /2. Comme X = ¢® > 0,
on obtient e’ =1+ /2 et b =In(1 + v/2). On a donc des solutions de la forme

z:g+2k7r+iln(l+\/§), keZ

Exercice 10.
1) On a u® = 1 par construction, et u # 1. La somme considérée est une somme de suite géométrique (de raison
u). On a alors

ud —1 0
u—1  u—1

=0

l+u+u?+ud+ut =

2) D’aprés la question précédente, on a a + b+ 1 =u* + u® + u? + v+ 1 =0 donc a + b = —1. Ensuite, on a
ab=(ut+uw) (WP +u?) =u" +ut +ub + P =t w4t = 1.

On sait par ailleurs que a et b sont les solutions de I’équation complexe (X —a)(X —b) = 0. D’aprés nos calculs,
ona (X —a)(X—-b)=X2-(a+b)X+ab= X%+ X — 1. On peut résoudre cette équation directement, on a
A =1+4 =15, donc les solutions sont

—-1-+5 _—1+V5

VA :76172
! 2 2 2

On a a = z; ou a = 2z (lautre valeur sera égale a b).

3) Comme v’ = 1, on a u? = u~!. Comme u est de module 1, u™! = %. On a donc a = u+u = 2Re(u) = 2 cos(ZX).
De méme, on a b = 2cos(%E) = —2cos(Z).

Comme 0 < m/5 < /2, on a b = —2cos(Z) < 0. De méme, on a 0 < 27/5 < /2, donc a = 2cos(%) > 0.
Comme z; <0 et 29 >0, on a b= z; et a = z3. En particulier, cos(%”) =2 = \/54_1.

4) Pour z € C, on sait que cos?(z) + sin?(z) = 1, donc
2
sin? [ 25) =1 — cos? el
) )
2
(¥
B 4

5—2v5+1
B 16
16 6—2vV5
16 16
10 + 25

16
5+Vh
8

=1




Comme 0 < 27/5 < 7/2, on sait que sin(%”) > 0. Il s’agit donc de la racine positive de 5+8\/‘F’, c’est a dire

sin(%’r) =4/ —5+8*/5.

5) On sait que b = z; = —2cos(§), donc cos(T) = %. En appliquant le méme raisonnement qu’a la question
précédente, on trouve

sin? (W) = i \/5

5 8
Toujours comme 0 < 7/5 < /2, sin(§) > 0 est donc égal a %.
Ensuite, on a 37/5 = 7 — 2F. Pour z € R, on sait que cos(m — z) = — cos(z) et sin(r — ) = sin(z). Ainsi,
3 _1=Vh (3T 5+V5
cos| — | = et sin| — | =
) 4 5 8

Exercice 11.
1) Soient z € C\ 1, et n € N. Si n = 0, le résultat est immédiat, ensuite, on a

n
Lzt t2"=> 2
1=0

et
n n n
(1—2) E z' = E 2t — E P
i=0 i=0 i=0
n n+1
=> =>4
i=0 i=1
n n
:1+§:Zz_§:zz_zn+1
=1 =1
— 1 o Zn+1
PN . . n i 1=zntl  endl g
d’ott le résultat : ) " (2" = o~ = T

2) On applique la question précédente a z = e? (qui est égal 4 1 si et seulement si 6 € 277Z), on obtient
el
e —1

0 0i0 0 i(n+1)6 _ 1
140 420 4. o -2~

En passant & la partie réelle, on trouve

e'(n'i‘l)e -1
1 + cos(f) + cos(20) + - - - + cos(nh) = Re —w 1 |
6 —_—

Il reste & calculer le second terme. De fagon générale on a

ei(n+1)9 -1 ei(n+l)9 1
e _1 ei0/2(ei0/2 — ¢=i0/2) ~ ¢if/2(¢if/2 _ ¢—i0]2)
ei(n+1)9 1
T €0/22iQm(ei0/2)  €0/22{Im(ei0/2)
oi(n+1/2)0 o—i0/2

T 2iQm(e?/2)  2iSm(eif/?)
_ cos((n+ 1/2)0) +isin((n +1/2)0)  cos(6/2) — isin(6/2)
2isin(6/2) 2isin(6/2)

La partie réelle de cette expression est donnée par % + %, comme désiré.



Dérivabilité des fonctions complexes

Exercice 12.

1) On sait que la fonction exp : z — e* est holomorphe sur C, avec exp(z) = exp(z). Par ailleurs, les fonctions
fi:z iz et fo:z— —iz sont holomorphes avec f{(z) =14, fa(z) = —i (ce sont des applications affines).

Par composition, les fonction expof; : z — e'* et exp ofs sont holomorphes sur C, avec

Vz € C, (expofi)'(2) = fi(2) exp(fi(2)) = ie”” et (expofs)'(z) = fi(2) exp(fa(2)) = —ie™"
(comme on s’y attend). Comme les fonctions holomorphes sont stables par combinaison linéaire, on a

cos = P ofi ; exp o/ € H(C) et sin =

expofi —expofsy c

% H(C).

Avec de plus

(expof1)'(2) + (expof)'(2)
2

cos'(z) =
1z Z'efiz

2
1z efiz

2
1 eiz _ e—iz )
=75 = —sin(2)
(expof1)'(z) — (expofa)'(2)

29

1e

e
=1

sin’(z) =

,l:e'lZ _"_ ,l'e—lZ

27
eZZ + e—ZZ
= = cos(z)

On retrouve 14 les dérivées usuelles de cosinus et sinus.

2) Par définition, tan est définie si et seulement si cos(z) # 0. On a déja résolu cette équation dans 'exercice 9
1) (pour @ =1). On a

cos(z):0<:>z:k7r—g, ke Z.
Le domaine de définition de tan est donc C\ {km—F | k € Z}. Sur son domaine de définition, tan est holomorphe
comme quotient de deux fonctions holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos'(z)

tan'(z) = cos?(z)

cos?(z) + sin?(z)
cos?(z)

L

cos?(z)

En effet, cos?(z) + sin?(z) = 1 pour tout z € C par I’exercice 8. 3) On reprend la question f; : z — iz de la

question 1). Par définition, on a ch = i(cosof;) et sh = —i(sinof;). Par dérivation des composées, les fonctions
ch et sh sont donc holomorphes, avec

ch’(z) = f{(2) cos'(f1(z)) = —isin(iz) = sh(z),
sh’(z) = —if](2)sin’(f1(z)) = —i.icos(iz) = ch(z).



Ensuite, la fonction th est définie la ou ch(z) # 0, on résout donc cette équation. Pour z € C, on a
ch(z) =0 < cos(iz) =0
@iz:k‘ﬂ—g, keZ
<:>z:—ik:7r+%, ke
En dehors de ces valeurs, la fonction th est définie et C-dérivable, avec

sh’(2) ch(z) — sh(z) ch’(2)

/

th'(z) = 120)
B ch?(z) — sh?(2)
B ch?(z)
 cos?(iz) — i*sin®(iz)

ch?(z)
1
- 220
On aurait aussi pu utiliser le fait que th(z) = —itan(iz).

Exercice 13.
1) Par hypotheése, f € H(U). Pour z € U et h tendant vers 0, on peut donc écrire un développement limité

flz+h) = f(2) + f(2)h + o(h),

avec o(h) = e(h)h et limy,_,ge(h) = 0. En conjuguant cette égalité, on obtient

F(z+h) = f(2) + f'(2)h + he(h).
Comme |Z| = |z| quel que soit z € C, on a he(h) = o(h), d’ou
fz+h) = f(2)
h

= ) + o).

2) Si h € R*, alors h = h et h/h = 1. Si h € iR, alors h = —h et h/h = —1.
Si f est dérivable en z, alors on doit avoir en particulier

flz+h) - f(2)

flz+h) = f(2)

— . L L
J(z) = fimy h = h Il h
heR heiR
= lim f’(2) + o(1) = lim —f'(z) + o(1)
h—0 h—0
heR heiR
= f'(z) = = f'(2).
Et donc f'(z) = 0. Réciproquement, si f'(z) =0, on a
flz+h) - f(2)

donc f est dérivable en z, avec f/(z) =0.

3) Par définition, f est holomorphe sur U si et seulement si elle est C-dérivable en tout point de U. D’aprés la

question précédente, ceci est équivalent a dire que f/(z) = 0 = f(z) pour tout point z de U. D’aprés exercice
15, ceci est équivalent & dire que f est constante sur les composantes connexes de U.

4) Soit P € C[X] un polynéme non constant. On pose

P(X) = Zn: a; X"
=0



avec n > 1 par hypothése (P est non constant). On considére également le polynéme

Z @ X' = P(X) e C[X].

Par définition, on a, pour z € C, P(z) = Q(z). Comme @ est holomorphe (c’est un polynéme), on peut appliquer
la question 2) et dire que @ est dérivable en z si et seulement si Q(z) = 0. Comme Q' est aussi un polynome,
non nul car @ est non constant, il s’annule en un nombre fini de points (au plus n — 1 points), d’oi le résultat.

Exercice 14.
1) Comme 7 est de classe C', pour ¢ € [0, 1], on peut calculer un développement limité (pour x assez petit)

Y(t+8) =)+ (t)s + o(s).

De méme, pour z € D, on peut calculer un développement limité (pour h assez petit)
fz+h) = f(2) + f(2)h + o(h).

Par composition, on trouve

fOy(t+s)) = f (v(t) ++'(t)s + o(s))
= f(v(1) + F(v() (Y (t)s + 0(s)) + 0 (¥ (t)s + o(s))
= f(v(®) + /(v ()Y (t)s + f'(v(£))o(s) + o (7' (t)s + o(s))

Comme 7/(t)s + o(s) = s(7'(t) + o(1)) tend vers 0 quand s tend vers 0, on a o((y'(t)s + o(s)) = o(s). Ensuite,
on a f'(y(t))o(s) = o(s) car f/(v(t)) est une constante. D’ou

fOE+9) = fOr®) + f' (1) (s + o(s) + o(s) = f(y(1) + £/ (7)Y ()5 + o(s).
Donc f o~ est dérivable en ¢, avec (f o) (t) = f'(v(t))v'(¢).

2) Soit t € [0,1]. Par la question précédente on a (f o) (t) = f'(vy ()) '(t) = 0. On pose fi = Re(f) et
fo = Sm(f), de sorte que f(z) = fi(z) + ifa(z) avec f1( ), f2(z) € R. Comme les fonctions Re et Sm sont
linéaires, on a
Si(y(t+h)) = Re(f(y(t + h)))
= Re(f(7(t)) + o(h))
= Re(f(1(1))) + (k) = (1) + o(h).

Donc (f107)'(t) = 0, et de méme (fa07)'(t) = 0. Les fonctions fi o+ et fo o5 sont donc des fonctions [0,1] — R
dont la dérivée est identiquement nulle. Par le théoréme des accroissements finis, elles sont constantes. La fonction

fovy=(fior)+i(f2or) est alors constante, d’ou f(7v(1)) = f(7(0)).

3) Comme D est un disque, il s’agit en particulier d’un ensemble convexe. Ainsi, si z,2" € D, le chemin 7 : ¢
tz + (1 —t)z' est un chemin de z vers 2’ dans D.

4) On fixe un point zg € D. Pour tout point z € D, on considére un chemin « de zp vers z dans D. D’apres la
question 2), on a f(z) = f(v(1)) = f(7(0)) = f(20). La fonction f est alors constante et égale & f(zp) sur D.

Exercice 15.

1) Pour montrer que X est fermé dans U, on considére une suite de X qui converge dans U, et on montre que
sa limite est dans X. Soit donc (z,)nen une suite dans X qui admet une limite  dans U. Pour n € N, on a
z, € X, donc f(x,) = f(20) par définition de X. La suite (f(xy,))nen est donc constante égale & f(zp). Comme
la fonction f est continue (car holomorphe, donc R-différentiable), on a

F(0) = lim f(ea) = f(lim ) = f(2).

n—oo



Ainsi, f(z) = f(z0) et z € X, qui est donc fermé.
Autre méthode plus rapide : par définition, on a X = f~1({f(20)}) est I'image réciproque du fermé {f(20)} par
I’application continue f, il s’agit donc d'un fermé.

2) Soit z € X. Comme z € U qui est un ouvert, il existe un disque ouvert D C U centré en z. Par Iexercice
précédent, on sait que

Ve € F, f(x) = f(z) = f(20).
Ainsi, U C X par définition. Comme X contient un voisinage de chacun de ses points, il s’agit d’un ouvert.

3) Comme U est connexe, les seuls sous-ensembles de U qui sont a la fois ouverts et fermés sont @ et U. Comme
X est non vide (z9 € X par définition), et est un ouvert fermé de U par les questions précédentes, on a X = U.
Autrement dit, pour tout z € U, on a z € X donc f(z) = f(zp). La fonction f est donc constante sur U, égale
a f(z0)-

4) Si U est non connexe, on a juste que f est constante sur les composantes connexes de U (localement constante).
Par exemple, pour U = D(—10,1) UD(10, 1), on peut prendre

_J1 sizeD(-10,1),
f=z) = {—1 si z € D(10,1).

On vérifie directement que f est holomorphe, sans étre constante.

Exercice 16.
1) Soit z € U. Pour tout h # 0, on a f(z + h) — f(2) € R comme différence de deux nombres réels. Ainsi, si
h € R* (resp. h € iR*), le taux d’accroissement

flz+h) = f(2)
h

est réel (resp. dans iR*). Comme on suppose que f est holomorphe sur U, on sait que le taux d’accroissement
ci dessus converge vers f’'(z) quand h tends vers 0. Considérons la suite (hy,)nen+ donnée par h, = 1/n. Il s’agit
d’une suite qui tend vers 0, donc la suite des taux d’accroissements

f(Z+hn)_f(Z)
hy,

converge vers f'(z). Par ailleurs, cette suite est & valeurs dans le fermé R de C, donc sa limite s’y trouve
également : f'(z) € R. De méme, en considérant (hy,)n,en+ définie par hy, = i/n, on obtient que f/(z) est limite
d’une suite & valeurs dans iR, qui est également fermé. On a donc f/(z) € RNiR = {0}.

Comme ce raisonnement vaut pour tout z € U, on obtient que f est identiquement nulle sur U. Comme U est
connexe, l'exercice précédent entraine que f est constante (a valeurs réelle par hypotheése).

2) Si f est & valeurs imaginaires pures, la fonction g : z — if(z) est a valeurs réelles, et holomorphe comme
combinaison linéaire de fonctions holomorphes. On a donc que g est constante par la question précédente, ainsi
f:z+— —ig(z) est constante.

Exercice 17. On pose f : C — C envoyant z sur 22 (il s’agit d’une fonction polynomiale, donc d’un polynoéme).
On veut construire la réciproque g de f. Soit z € C, g(z) doit étre une racine cubique de z, en posant z = 7,
on cherche a résoudre I’équation

9(2)? =1’ o p33 = et o =T s{f \9/;2”
3y = 0[2n] v=5[%]

(avec g(z) := pe¥ la forme polaire de g(z)). On obtient donc trois valeurs possibles pour g(z),
Yres
YrelW/3+2m/3) — j3/rei/3,
\3/;61'(1!1/3+47r/3) = 52 \;;/;eiw/;



On veut faire un choix cohérent, qui donne une fonction continue, on choisit donc de poser g(z) = %ew/ 311
reste & montrer qu’il s’agit bien d’une fonction holomorphe sur C \ R_ envoyant 1 sur 1.



