UPJV 2023-2024
L3 MATHEMATIQUES ANALYSE COMPLEXE

TD 6 - CORRECTION

T Calcul des résidus

Exercice 1.
1) On pose g(z) = 22+ 1 et h(z) = z = zh1(2) oil h1(2) = 1 ne s’annule pas en 0. On a donc que 0 est un pole
simple de f = £, et donc

. 9(0) 9(0)
Res(f,0) = l%zf(z) = 7 (0) =1= 7(0)

Par ailleurs, le développement en série de Laurent de f en 0 est

1
f2)==-+2z=2"140+2
z

donc le résidus est a_; = 1, ce qui est cohérent avec le résultat du dessus.

2) Ici, on a f(2) = —5273 + 2272+ 2! est le développement en série de Laurent de f en 0. Le résidu de f en 0
est donc 1 (le coefficient devant z~! dans la série de Laurent). Autre méthode on pose g(z) = z? + 3z — 5z et
h(z) = 23 = 23h1(2) ot h1(2) = 1 ne s’annule pas en 0. On a donc

o 1 3 (3-1)
Res(f, O) - il_{no (3 _ 1)| (Z f(Z))
(2)

= hm1 9(2)

z—02 \ hq(2)
o 1,
=l 39°()

.2
=lim-=1

z—0 2

La encore c’est cohérent avec le résultat du dessus.

3) On pose f(z) = fbgz% avec h(z) = (z — 1)(2* 4+ 2) qui ne s’annule pas en 0. La fonction f est donc holomorphe

au voisinage de 0 comme quotient de deux fonctions holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas en 0.
On a donc Res(f,0) = 0.

4) On pose g(z) =3z +1 et h(z) = 2(2° +5) = zh1(2) ot hi(z) = 2° + 5 ne s’annule pas en 0. On a donc que 0
est un péle simple de f = %, avec
_ 900 90 1

Reslh 0= 310) = () ~ 5

5) On connait le développement en série entiére de ’exponentielle en 0. Le développement en série de Laurent

de f en 0 est alors donné par
1 z" 24 2"
?ZE =2 n! _224 (n+4)!

n=0 n=0
- _ AT 1 -1 _1
Le terme en n = —1 de cette série est Citay — 3 = &6

sin(z)

6) On sait que la fonction sinus a un zéro d’ordre 1 en 0, de sorte que est une fonction holomorphe au

voisinage de 0 (ou plutdt a une singularité effacable en 0) et vaut 1 en 0. On a donc que 0 est un pole simple de
f,etona
0
R s 0 = — = = 1
es(£,0) sin’(0)  cos(0)




7) On pose g(z) = log(1 + 2) et h(z) = 22h1(z) avec hi(z) = 1 ne s’annule pas en 0. On a donc

. 1
Res(/,0) = I 5=y

() = lim g/(e) = = =1

8) On pose h(z) = (22 = 1)(z +1) = (z — 1)(z + 1)? = (z — 1)h1(2) avec hi(2) = (2 + 1) ne s’annule pas en 1.
On a donc que 1 est un poéle simple de f, et on a

Rl =3~ 21
9) On pose g(z) = (22 = 1)(z +2) et h(2) = (z — 1)* = (2 — 1)*h1(2) avec hi(z) = 1 ne s’annule pas en 1. On a
donc que

1 247 + 12
Res(f,1) = lim -:¢" () = lim et iz _ o

z—1 3 z—1 6
Notons aussi que, comme g(1) = 0, on ne peux pas dire que 1 est un pole d’ordre 4 de f. En effet, on a

_E-DE+2ED(EF2) (P (2 +2)
fz) = -1 R PR VE

et comme (22 + 2z +1)(2 +2) ne s’annule pas en 1, on a que 1 est pole d’ordre 3 de f. On trouve le méme résidus
en faisant le méme calcul que ci-dessus.
10) On pose h(z) = 2" — 1= (z — 1)(z" 1 +--- 4+ 2+ 1), on obtient que 1 est un pole simple de f, et on a

1 1 1

Reslh 1) =1y = et =

Exercice 2.
1) On commence par justifier que la fonction f considérée est intégrable. Comme il s’agit d’une fonction paire
et positive, il suffit de montrer que f0+°° f(t)dt est finie. Comme f est continue sur R, il suffit de montrer que

1+°° f(t)dt est finie. Or, on a

1

1+ 7 2

Or, cette derniére fonction est intégrable sur [1, +o0o[ (comparaison de Riemann), donc f est bien intégrable sur
R. Ensuite, on a 1+ 22 = (2 — i)(z + i) n’a que des racines simples, donc f a deux poles simples, un en i et un
en —i. Les résidus de f sont alors donnés par

W(Z) = 5 et Res(f, —i) = m(—l) = —

24 —21
Considérons maintenant le chemin v = v + 9 avec

()= R4t —1) te[0,1/2],
Yo(t) = R0t e [1/2,1]

Vi1, 1+2 > =

Res(f,i) =

Il s’agit bien d’un chemin fermé car y(0) = 71(0) = —R = 42(1) = v(1). Pour R > 1, on a par le théoréme des
résidus

m = 2im Res(f,i) = / f(z)dz
= f(2)dz + f(z)dz

ga!
1/2 . | |
= f(R(4t — 1))4Rdt + f(Rem(Qt_l))R2iﬂ'em(2t_1)dt
0 1/2



Dans la premiére intégrale, on peut faire le changement de variable z = R(4t — 1) et dz = 4Rdt. Dans la
deuxiéme intégrale, on peut faire le changement de variable z = w(2t — 1) et do = 27dt. On obtient alors

R s
T —/ f(x)d:r+/ f(Re™)Rie™dx
-R 0

La premiére intégrale tend vers fj;o f(t)dt quand R — +o0. Pour la seconde, on a

/ f(Re™)Rie™dx
0

< /7r ’f(Reix)Rieix‘ dx
0

= /WR‘f(Reix)]dm

0
T R
|,

™ R
< _
\/0 R2_1d:1:

B TR
C R2-1

Et ceci tend vers 0 quand R — +o0. En passant a la limite, on obtient donc que

+oo 1
W:/ ﬁdm
oo 1 +2

2) On commence par justifier que la fonction f considérée est intégrable. Comme il s’agit d’une fonction paire
et positive, il suffit de montrer que f0+oo f(t)dt est finie. Comme f est continue sur R, il suffit de montrer que
1+°O f(t)dt est finie. Or, on a

1 . 1
1+1¢6 = 6
Or, cette derniére fonction est intégrable sur [1, +oo[ (comparaison de Riemann), donc f est bien intégrable sur
R.

Ensuite, on calcule les poles de f sur C. On a 145 = 0 si et seulement si t5 = —1. En particulier, on a alors

t| =1 et t = ¢ pour un certain # € R. On a ensuite

VE>1, 1+t >t =

16— ] o 510 im

& 610 —im € 2inZ

T
S 0=— {—}
6 L3
On a donc 6 racines distinctes
s 33T ;51 PRk ;9T PR
e'6,e'6,e'6,e6,e6,e 6

1
616 :p’
626 :pSZ R
s T —
' emp 1 —p 1’



Et, comme z — 14 2% est un polynome de degré 6, il a au plus 6 racines. On a donc que 1+ 2% est un polynome
a racines simples. Les poles de f sont donc tous simples, et le résidu en un pole ¢ est donné par

1 1 —(
R = — = — = —
car (% = —1 par définition. Considérons maintenant le chemin v = 1 + o avec

() =R(4t-1) te[0,1/2],
Yo(t) = Rei™ =1t e [1/2,1]

I s’agit bien d’un chemin fermé car v(0) = v1(0) = —R = ~2(1) = 4(1). Pour R > 1, il y a 3 poles de f a

intérieur de ~y, e™/6 = p, 37/6 = j et 57/6 = —p~1 = 5. Par le théoréme des résidus, on a

/ f(2)dz = 2im(Res(f, p) + Res(f,7) + Res(f,—p))

0
= = (—p—i+p)
= " (p—7+1)
= %W(Qi%m(p)+i)

2
= g(Qsin(w/6)+1) = g

Et, de méme,

%” /7 F(2)dz
[ seaz+ /7 fe)is

1/2 L | |
= f(R(4t - 1))4Rdt -+ f(Re“T(%*l))Rinelw(Qtfl)dt
0 1/2

Dans la premiére intégrale, on peut faire le changement de variable x = R(4t — 1) et dv = 4Rdt. Dans la
deuxiéme intégrale, on peut faire le changement de variable z = 7(2t — 1) et do = 27dt. On obtient alors

2m R " T - AT
3—/_Rf(a:)da:+/0 f(Re™)Rie'*dx

La premiére intégrale tend vers fj;o f(t)dt quand R — 4o00. Pour la seconde, on a

/ f(Re™)Rie™dx
0

g/o | f(Re™)Rie*” | dx
:/ R|f(Re™)| dx

0
T R
/0 |1+ RSebiz| v

T R
< [
/0 Rﬁ_ld:c

TR
RS —1




Et ceci tend vers 0 quand R — +oo. En passant a la limite, on obtient donc que

2 /+°° 1
— = dx
3 oo 1+ S

Exercice 3.
1)

gamma3
5 &omnma2
3 2 ) 0 1 2 gammal 4 5 %5 7 8 9

Une paramétrisation des ~; est donnée par

n(t) = Rt te o1,

2im(t—1)

v2(t) = Re™ n tel,2],

Y3(t) = (1= (t—2)Re™ te[2,3].
2) Par définition, les poles de f sont les zéros de la fonction z — 1+ 2". Onal+2" =0« 2" = —1. En

particulier, on a alors |t| = 1 et t = €? pour un certain § € R. On a ensuite

=1 eni@ — eiw
< nif —iw € 2inZ
< nb = |27

S 0= T [%]
n n
k+1)im

(2

Les zéros de z — 1+ 2™ (= les poles de f) sont donc exactement les e =  pour k € [0,n —1]. Comme 1+ 2"

est un polynéme de degré n, on obtient que ces n racines sont toutes des racines simples, et que f n’a que des
. Qk+1)ir .. . . .

poles simples. De plus, 'argument de e™ = est w Or, par définition, l'intérieur de v ne contient que des

points d’argument compris entre 0 et 27/n, on a

2k +1 2
0 ZEHIT 2™ o coki1<2
n n

ce qui advient si et seulement si k& = 0. Donc ™™ est Punique pole de f se trouvant a lintérieur du lacet vy
pour R > 1. Comme c’est un péle simple, on a

1 im/n 1 _eiw/n
m(e )= i(nDn
ne n

Res(f,e™™) =

n



Et donc, par le théoréme des résidus, on a

3) Par définition, on a

2 2im(t—1) 297 2im(t—1)
/ f(z)dz:/ f(Re” n )—Re n» dt
Y2 n
/ f 2171'15 QZJRQ ZZrtd
= / " f(Re™)iRe™dt
0
Comme & 'exercice précédent, le module de cette intégrale est borné par R’,Z—Ifl, qui décroit vers 0 quand R tend

vers +o0.

4) Par définition, on a

/w’f(z)dz:_/jf((l—(t_z))ReQif)Re?;‘fdt
:_/23f((3—t)362?> Re ™ dt
0 ain e
:/1 f(tRen)Rendt
:_/lf(tRen>Rendt
’T/ teQ:;r
/R

2im
= —€e n

dt

217r

0 (ten
R
17T
n/
0
= —€ 7ZL / f
71

5) En revenant au théoréme des résidus, on a

_ im/n
247 en = Aﬂf(z)dz—i—/v2 f(z)dz—i—/% f(z)dz
dz —en dz + d
[ sz = [ gz [ s

En passant & la limite, et en utilisant la question 3), on trouve alors que

Cam [T At 2ipe™m Cinfn mpm) [TO0dt =2im
(I—en) = & e e =
oo 14T n o 147 n
oo dt —24
& =20 sin(ﬂ/n)/ —
oo 1T n

1+tn  sin(m/n)

too dt
@/ w/n

—0o0



6) Les fonctions t +— ﬁ pour n paire sont des fonctions paires, leurs intégrales sur R sont donc données par

le double de leurs intégrales sur R;. En appliquant la question précédente & n = 2,n = 4,n = 6, on trouve que
les trois intégrales de l'exercice 2 sont égales a
/2 /4 T /6 27

231n(7r/2) * Tsin(r/4) 2 2sin(7r/6) 3

Exercice 4.
1) On commence par montrer que la fonction est intégrable. Il s’agit d’une fonction continue car 1+¢* > 0 pour
t € R. De plus, comme f est une fonction paire, il suffit de montrer qu’elle est intégrable sur [1, +oo[. Or, comme
1+t* >4 pour t € [1,+00[, on a |f(t)| < &, qui est intégrable sur [1, +oof.

On pose g(z) = 2% et h(z) = 1+ z*. Les poles de la fonction f = § sont exactement les zéros de la fonction

h. Un nombre complexe z est un zéro de h si et seulement si z* = —1. Cela entraine en particulier que |z| = 1

et que z = e avec § € R. On a alors
4 4i0 in _mTrT
ZF==-1le" =e @9:—[—}
4 12
En posant p := e'™/4, les quatres solutions de I’équation z* = —1 sont p,ip, —ip, —p. Ce sont les quatres racines

simples de h. Donc f n’a que des poles simples, et le résidus de f en un pdle simple a est donné par

g(a) a? 1 a®  —ad
R e - = = =
es(f,a) h'(a) 4a® 4a  4a* 4
car a* = —1 par deéfinition. Les poles de f se trouvant dans le demi plan supérieur (Sm(z) > 0) sont donc p, ip,

et f n’a pas de pole réels. Comme f est a décroissance quadratique (au moins), l'intégrale de f sur R vaut 2im
fois la somme des résidus des poles dans le demi plan supérieur, d’ou

+oo t2
/ dt = 2im(Res(f, p) + Res(f,ip))

oo 1+ t4
2 .
e (=p—ip)
—pim )
= 1
T (1 +1)

Ensuite, 1 41 = v/2e"™/* = \/2p. L’intégrale est donc égale _%2 = %

2) On commence par montrer que la fonction est intégrable. Il s’agit d'une fonction continue car 1+t > 0 pour
t € R. De plus, comme f est une fonction paire, il suffit de montrer qu’elle est intégrable sur [1, +oo[. Or, comme
1+ %> t% pour t € [1,+o0o[, on a |f(t)| < &, qui est intégrable sur [1, +oof.

On pose g(z) = 2% et h(z) =1+ 2°. Les poles de la fonction f = ¢ sont exactement les zéros de la fonction
h. Un nombre complexe z est un zéro de h si et seulement si 26 = —1. Cela entraine en particulier que |z| = 1
et que z = € avec § € R. On a alors

A= 1= hg=— [—}
6 L3
On a donc 6 racines distinctes
3 57 T 97 117



On pose p := €™/%. On peut alors réécrire les 6 racines distinctes ci-dessus en fonction de p

et =p,

e = p3 =1,

ol — eyl = —p71,
T = ep=—p,

T = il = —1,
PiE — p2im =1 p1

Et, comme z — 14 2% est un polynome de degré 6, il a au plus 6 racines. On a donc que 1+ 2% est un polynéme
a racines simples. Les poles de f sont donc tous simples, et le résidu en un pole ¢ est donné par

g(¢) ¢ 1 ¢

Rl =) "6 =60 = 6

car (5 = —1 par définition. Les poles de f se trouvant dans le demi plan supérieur (Sm(z) > 0) sont donc
p,i,—p~ ', et f n’a pas de pole réels. Comme f est a décroissance quadratique (au moins), I'intégrale de f sur
R vaut 2im fois la somme des résidus des poéles dans le demi plan supérieur, d’ou

/+OO Cpit = 2im(Res(f, p) + Res(f, i) +Res(f, —p™"))

oo 1Ht4
—im . _
="+ =p7)
—iT

m
3

3) On pose h(z) = 1+ 2+ 22+ 23+ 2% on a (1 — t)h(t) = t° — 1. En fait, h(z) = ®5(2) est le cinquiéme
polynome cyclotomique : ses racines sont les racines primitives 5-émes de I'unité dans C. Aucune n’est réelle,

donc la fonction ¢ — ﬁ est continue sur R. Quand ¢ tend vers +oo ou —o0o, la fonction h est équivalente &

t + 4, qui est intégrable sur [1, +oo[ et sur | — oo, 1]. Comme ¢ ﬁ est continue, donc intégrable sur [—1, 1],
on obtient bien que ¢ — % est intégrable sur R.

Ensuite, sait que les poles de z — ﬁ sont les racines primitives cinquiémes de 1'unité

21 44 “ 61
C:@%,sze g‘rjcdze%7c4:eT

Ce sont tous des poles simples. Parmi eux, ceux qui sont dans le demi-plan supérieur sont ¢ et 2. Pour le calcul
des résidus, on utilise le fait que 1'on a des poles simples : Res(f,z) = ﬁ Seulement, calculer h'({) pourrait

étre un peu compliqué sans astuce. Cependant, on a 2% — 1 = (z — 1)h(z), donc
520 = (2= 1) = ((z = Dh(2)) = h(z) + (z — 1)I/(2).
Si x est un zéro de h, alors l'égalité ci-dessus devient

1 r—1 2°—x
4 _ — / — = =
S5z = (x — 1)h/(x) & ) = 5 Res(f,x).

Comme f est a décroissance quadratique (au moins), U'intégrale de f sur R vaut 2i7 fois la somme des résidus



des poles dans le demi plan supérieur, d’ou

/; > HtQertt?’th“ = 2in(Res(f, C) + Res(f, ¢2))
=22t )
= 25 (¢ +0)
= ="~
_ _?”22’%1({)
_ 4% sin(27/5)

En se souvenant que sin(27/5) = 4/ %, on trouve au final que

/+°° dt 4 [54+/5 /3 V5 +1
= T— == ™
R R A V8 25 5v5

Exercice 5. On pose g(z) = e et h(z) = 1 + €*. Quand x réel tend vers +oo, la fonction f(z) = % est
équivalente a D% qui est intégrable sur Ry car a — 1 est négatif. Quand z réel tend vers —oo, la fonction f
est équivalente & e, qui est intégrable sur R_ car a > 0. La fonction f est donc intégrable sur R.

Pour appliquer le théoréme des résidus, on calcule les poles de f, donc les zéros de h(z). On a
1+ =0 =—-1=¢" & 2 =in|2in]

Les zéros de h sont donc les (2k + 1)iw pour k € Z. De plus, on a h/((2k + 1)ir) = —1 # 0 et g((2k + 1)iw) # 0
(I’exponentielle ne s’annule jamais sur C), donc les (2k 4 1)im sont des poles simples de f, et on a

3 ) = g((2k+ 1>Z7T) — ea(2k+1)iﬂ- _ (a—1)(2k+1)im
Res(f, (2k + 1)im) = W@k T yim) — e = (a—1)(2k-+1)im

On considére les chemins suivant

n(t) =t te[-R, R
v2(t) = R+ it t €[0,2x],
v3(t) = 2im — t t € [-R,R],
va(t) = —R+i(2mr —t) t€0,2n].

Quitte a reparamétrer ces chemins, on peut aussi les définir sur [0,1/4], [1/4,1/2],[1/2,3/4], [3/4, 1], pour pouvoir
ensuite définir leur concaténation ~ (il suffit de faire des changement de variables affines).

Le seul zéro de h se trouvant dans le rectangle considéré, qui ne contient que des nombres complexes de
parties réelles inclues entre 0 et 2im, est ¢w. Par le théoréme des résidus, on obtient que

/ f(2)dz = 2im Res(f,im) = 9imela—1)im
2l



On doit maintenant contrdler les intégrales de f le long des chemins 71, 72,73, y4. Premiérement, on a
R
feraz= [ s
71 -R
2m

(2)dz = f(R 4+ it)idt
V2 0

R .
5 f(z)dz=— /_R f2im —t)dt
2

f(z)dz = — i f(=R+i(2m —t))idt
V4 0

Ensuite, cherchons a controler les intégrales sur 72 et v4. Pour ¢ € [0,27], on a

eaR eaR

= —
|1+ efttit] = et —1

ea(RJrit)

SR+t = |

ea(fR+2i7rfit) —aR —aR

. e < e
- ‘1+6—R—z‘t’ S 1_eR

[f (=R + 2im —it)| = 1+ e Rt2in—it

Comme ces deux derniéres quantités tendent vers 0 quand R tend vers 400, on trouve

2ref

—0
e —1

f(z)dz

2

<

aR

f(2)dz| < 275

Si—er 0

73
Ensuite, on cherche & écrire l'intégrale le long de v3 en fonction de I'intégrale le long de v,

R oa(2im—t)
(Z)dZ = —/ ﬁdt
3 -R I+e

) R et
— _chm‘r/ _tdt
—R 1+4+e

) —-R et
— eQawr/ tdt
R 1 +e

=2 [ f(t)dt
71
Par le théoréme des résidus (et en passant a la limite R — 400), on obtient

. . +m
2ime(a=Im — (1 — ¢2aim) f(t)dt
| e
& — 2ime™™ = (1 — 62‘””)/ f(t)dt
e
& —2im = (e” """ — e“”)/ f(t)dt
| e
S2im = (e — e Y7 / f(t)dt
e
20T = QiSm(e‘”W)/ f(t)dt
™ Hoo
= t)dt
@sin(wa) /_oo /)

Et on a bien le résultat voulu.



Exercice 6. On pose g(z) = €% et h(z) = €* + e *. Quand z réel tend vers +oo, la fonction f(z) = % est

équivalente en module & e%, qui est intégrable sur Ry. Quand « réel tend vers —oo, la fonction f est équivalente
en module a —=, qui est intégrable sur R_. La fonction f est donc intégrable sur R.
Pour appliquer le théoréme des résidus, on calcule les poles de f, donc les zéros de h(z). On a

e“t+e =0 +1=0« 22 =in[2in] @zzig[m]
Les zéros de h sont donc les & > +ikm pour k € Z. De plus, on a
B <Zr + Zk‘T(‘) _ ei7r/2+ik7r o e—i7r/2—ik:7r _ (_1)k(i - (_2)) _ 2i(—1)k.

et g(Z + ikm) # 0 (I'exponentielle ne s’annule jamais sur C), donc les 2 + ik sont des poles simples de f.
On consideére les chemins suivant

n(t) =t [ R, R]
v2(t) = R+ it t € [0,7],
v3(t) = im —t € [-R, R],
va(t) = —R+i(mr—t) te[0,n].

Quitte a reparameétrer ces chemins, on peut aussi les définir sur [0, 1/4],[1/4,1/2],[1/2,3/4],[3/4, 1], pour pouvoir
ensuite définir leur concaténation ~ (il suffit de faire des changement de variables affines).

Le seul zéro de h se trouvant dans le rectangle considéré, qui ne contient que des nombres complexes de
parties réelles inclues entre 0 et i, est i /2. Par le théoréeme des résidus, on obtient que

—7/2
/f )dz = 2im Res(f,in/2) = 2171' 9lin/2) = 2ir " = e /2.

K (im/2) 24

On doit maintenant controler les intégrales de f le long des chemins 71, 9,73, y4. Premiérement, on a

R
f(2)dz = / oY

f@ﬁ&:iéﬂﬂR+ﬁQMt

—/RﬂM—ﬂﬁ

f(z /f —R+i(m—t))idt

72

Y4
Ensuite, cherchons a controler les intégrales sur 79 et v4. Pour ¢ € [0,27], on a

elR*t

FR+it) = T o

i . . L. < et
Quand R tend vers 400, e 7% converge vers 0, donc la fonction ci-dessus est équivalente en module a r

donc
™ eft 1

72

De la méme maniére, on calcule

e—iR+7r+t _6—iR+7r+t

F(=R +im —it) = e—Rtin—it . gR—intit  g—R—it | gR+it



Quand R tend vers 400, e~ converge vers 0, donc la fonction ci-dessus est équivalente en module a

donc
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Ensuite, on cherche & écrire I'intégrale le long de 3 en fonction de I'intégrale le long de =
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Par le théoréme des résidus (et en passant a la limite R — 400), on obtient

e = 4o [ " Foyar
i
or = ("% + e‘”/Q)/ f(t)dt

i = /+oo Ft)dt
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Comme la valeur de l'intégrale est réelle, elle est égale & sa partie réelle, et on a

T +oo eit
671‘/2 + e*ﬂ‘/? = §Re </_OO et + etdt>
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Et on a bien le résultat voulu.
T Complément sur les singularités

Exercice 7.
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1) Si f admet une singularité effacable en a, alors f se prolonge en une fonction holomorphe fdéﬁnie au voisinage
de a. En particulier, il existe un rayon positif » > 0 tel que fsoit holomorphe sur D(a, ). La fonction f est alors
continue sur le disque fermé D(a,r/2). Comme ce dernier est compact, la fonction |f| est bornée sur D(a,r/2),
disons par un réel positif M. Par définition, on f(D(a,r/2)) C D(0, M + 1) n’est pas dense dans C (ce dernier

ouvert est inclus dans le fermé D(0, M + 1)).
2) Supposons que a est un pole d’ordre m de f. On peut écrire f = W

de a. En particulier |h| est borné au voisinage de a (car h est continue en a). On a alors

lim |f(2)| = lim

z—a z—a |z — a‘m

[h(2)] = +oo

h(z), ot h est holomorphe au voisinage



Par définition d’une limite, il existe » > 0 tel que, pour tout z € D(a,r), on |f(z)| > 1. En particulier, on
f(D(a,r)) € C\D(0,1) n’est pas dense dans C (ce dernier ouvert est inclus dans le fermé C\ D(0,1) = {z €
Cllel > 13).

3)a) Par définition, z — +— est bien définie sur D*(a,r) car f(z) — a ne s’annule jamais (par hypothése) sur
cet ensemble, et il s’agit bien d’une fonction holomorphe. De plus, on a

‘ _ 1
f(z) —al  |f(2) —af

Comme, par hypothése, f(D*(a,r)) ND(a, R) = &, on a |f(2) — a| = R pour tout z € D*(a,r). Donc le module
ci-dessus est inférieur & R sur D*(a,r). Autrement dit, la fonction z — % est bornée sur D*(a,r). Ainsi, a
est une singularité effacable de cette derniére fonction, qui se prolonge donc en une fonction holomorphe g sur
D(a,r).

b) On écrit, au voisinage de a, g(z) = >, - an(z —a)". On pose m > 0 le plus petit entier pour lequel a,, # 0,

de sorte que
9(z) = Zan z—a)" Za"”” Z*am—m:(zfa)mZa,wm(z—a)"

n>m n>0 n=0

Et la derniére série entiére définit une fonction h holomorphe au voisinage de a et telle que g(z) = (z — a)™h(z)

au voisinage de a. Par ailleurs, h(z) = (Zg (ag est une fonction holomorphe au voisinage de a et qui se prolonge

naturellement a D(a,r).
c¢) Pour z € D*(a,r), on a

1 1 1 1/h(z) + (z — a)"«
— =(z—a)"h(2) & f AT g, Ta=
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Comme h ne s’annule pas en a, la fonction z — 1/h(z) se prolonge en une fonction holomorphe sur D(a,r), en
posant [(z) = 1/h(z) 4+ (2 — a)™«, on obtient bien le résultat voulu.

4) En effet il existe trois sortes de singularités : si f est holomorphe sur D*(a, ), alors f admet soit une singularité
effacable en a, soit un pdle en a, soit une singularité essentielle en a. On vient de montrer que f non dense au
voisinage de a équivaut au fait que a est soit une singularité effagable, soit un poéle. Par contraposée, on obtient
que f admet une singularité essentielle en a si et seulement si f(ID*(a,r)) est dense dans C pour tout r > 0.



