UPJV 2023-2024
L3 MATHEMATIQUES ANALYSE COMPLEXE

CORRECTION SEANCE 6 (22 FEVRIER)

Exercice 4. 1) La fonction u : R? — R est polynomiale, donc C*, et on calcule

azu(xvy) = y2 - x2; (8$)2u($7y) = -2z
Oyu(z,y) = 22y; (8y)u(z,y) = 2

On a donc bien 92u + 8§u = 0, donc u est harmonique.

2) On fixe g, yo € C et on consideére la fonction v donnée par

y T
v(x,y) —/ amu(:c,t)dt—/ Oyu(t,yo)dt
y o

0

Il s’agit d’une fonction harmonique, et u + iv est une fonction holomorphe sur C. Le choix de xg,yp revient a
remplacer v par une fonction de la forme v + ¢, ou ¢ est une constante (v est définie & une constante pres). Ici,

on prend xg = yg =0 et on a
Y x
v(x,y):/ tQ—xzdt—/ 2t - 0dt
0 0

t3 Y
I
3 0

= — —yz“.

Par ailleurs, on sait de toute maniére que si vy, vo sont deux fonctions telles que u + iv; et u + ivo sont
holomorphes, alors i(v; — v2) = (u+ v1) — (u + iv2) est holomorphe, et & valeurs dans iR. Les seules fonctions
holomorphes & valeurs dans iR sont les constantes, donc v1 — v est une constante. La fonction f = u + v est
donnée par

3 3
s =a = i (Y )

1
= g(—:cg‘ — 3iyz? + 3zy® + iy®)

= 2 (—z —iy)®

4) On reprend les questions précédentes. La fonction u : R> — R est polynomiale, avec

Opu(r,y) = 622 — 6y% + 27;  (0p)%u(z,y) = 122 + 2
oyu(z,y) = —12zy — 2y — 1; (9,)*u(z,y) = —122 — 2

On a donc bien 3%“ + 5§u = 0, donc u est harmonique. On reprend zg = yg = 0 et on calcule
Y T
v(z,y) = / 622 — 6t% + 2xdt — / —12t-0—-2-0-(—1)dt
0 0

y T
:(6x2+2x)y—6/ tzdt+/ dt
0 0
3

= (627 + 2z)y — 6‘% !



On a au final
f(z) =223 —6xy® + 22—y —y+i ((63r:2 + 2z)y — 23 + )

23 Y

:6<3—xy2+ia:2y—i3> + 2% — y? + 2ixy —y +ix
3

:6%+z2+iz.

Exercice 5. 1) Comme u est une fonction polynomiale, il est facile de calculer ses dérivées partielles :
Opu(w,y) = 2az + by;  (9,)*u(z,y) = 2a
Oyu(z,y) = bx + 2cy;  (0y)*u(x,y) = 2c

La fonction u est donc harmonique si et seulement si a = —c.

2) Comme précédemment, on fixe xg = yp = 0 et on calcule

T

y
v(z,y) = &m(w,t)dt—/ Oyu(t,yo)dt

o

Yo
y x

:/ Q,;U(x,t)dt—/ Oyu(t,0)dt
0 0

y X
= / 2zx + btdt — / btdt
0 0

[ th’ [bﬂr
= |2axt+ —| — |—

2 o 2 ]y
by?  ba?
=2 oo
axry + 9 5

En général, les fonctions v : R? — R telles que u + v soit holomorphes sont les fonctions de la forme v(z,y) =
2axy + 2(y? — 22) + 29 pour z € C.

3) En prenant zo = 0 dans le résultat de la question précédente, on trouve
b
f(2) = az® + bxy — ay® + i <2axy + §(y2 — x2)>

b
= a(z? — y? + 2izy) + B (2zy +i(y* — 2?))
b
=az? + 5(—@'22)

222 CLQ—@
9 .

Exercice 8. 1) On pose f = u + iv comme d’habitude pour le restant de cet exercice. On a
Opf + 10y f = 0x(u+ 1v) + i0y(u + iv)
= O0pu + 10,0 + 10yu — Oyv
= Oyu — Oyv + i(0v + Oyu)

En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient

Orpu = Oyv

Oy f +i0,f =0 <
f ny {axvz—ayu



Soit exactement les équations de Cauchy-Riemann. Une fonction f est donc C-dérivable en un point z = x + iy
si et seulement si (9, f + 0, f)(x,y) = 0, soit le résultat voulu.

2) On a

0.1 +05f = J(O0f +i0,f +00f —i0,f) = 0.1
0o — 0. = 5(0u] + 10, — 0] +i0,f) = i0,
20.f = (amf - iayf)

= (0z(u + iv) — i0y(u + iv))

= 0pu + 10,V — 10yu + Oyv

= 0pu + Oy + i (0xv — Oyur)

= Opu + Oyv — i(0zv — Oyu)

= Opu — 10,V + 10yu + Oyv

= 0z (u —iv) + 10y (u — iv)

— (0.F +i0,]) = 20T.

On en déduit que Ozf = 85? = 0.f et que O5f = 0. f en passant au conjugué.
3) Comme f est R-différentiable, on peut définir 0, f et d,f. D’aprés la question 1, on a

f C —dérivable en zy < (0. f + 90y, f)(20) =0

& (50 +i0,)()(0) = 0
< (0zf)(20) = 0.

Sous cette condition (les équation de Cauchy-Riemann), la jacobienne de f au point zp est donnée par
Ozu(z0) Oyu(z0)\ _ [a —b
dyv(z0) Oyv(z0))  \b a

et f'(z0) = a +ib = Oyu(zp) + i0zv(20). Par ailleurs, on a

(0:1)(20) = 5 ((8z — 10y) (u + i) (20))

((Opu + 10,0 — i0yu + Oyv)(20))

((Ozu + 1050 + 10,V + Ozu)(20))

(20,u(z0) + 2i0,v(20))
= Opu(z0) + i0,v(20) = f'(20)-

=N =N =N =

4) Soit f une fonction C-dérivable en zg. La fonction f est (C—dérivable en zg si et seulement si (9sf)(z0) = 0.
En passant au conjugué et en utilisant la question 1), on trouve que f est C-dérivable en zj si et seulement si

0z f(20) = (9:f)(20) = f'(20) = 0.
5) On pose g(z) = u1(2) + iv1(2). Par définition, on a g(z,y) = u(z, —y) + iv(x, —y), donc uy(x,y) = u(x, —y)
et vi(z,y) = v(z, —y), et

—

azul(xa y) = axu z, _y)a ayul (':Ua y) = _ayu(xa _y)
aarvl (1"7 y) = 8xv(x7 _y)7 8yvl (.’13‘, y) = —8y’U($, _y)



En appliquant ces formules, on trouve

2(0z9)(z0) = ((0x +1i9y)(9))(20)
= Opu1(x,y) — Oyvi(z,y) + (01 (2, y) + Oyur(w,y))
= Oyu(z, —y) + Iyv(z, —y) + i(v(z, —y) — Oyu(z, —y))
= ((0x —i9y)(f))(%0)
= 2(0.1)(z0).

Ensuite, comme f(Z) = f(z), on obtient également (9zf)(z0) = (9.9)(Z0) pour zo dans U. Si f est C-dérivable
en zg, alors

(029)(z0) = (0:9)(z0) = (0zf)(20) =0
Et donc g est C-dérivable en Zp.

6) Sur I’espace des fonctions C?, les opérateurs 92, (95, 0.0y et 0y0, sont définis. De plus, les opérateurs 0,0, et

0y0, sont égaux par la régle de Schwarz. On a alors

40,05 = (0 — i0y) (0 + 10y)
= 02 — 10,0, + 10,0, + 0,
=940,
= 02 + 10,0, — 10,0y + 0,
= (Op +10,)(0y — 10y)

= 4050,.
FEUILLE 3
Exercice 1. 1) On fixe N > 0, et on considére la somme partielle
N " ZNJrl 1
> "=
z—1

On sait que cette derniére suite converge (quand N tend vers +o00) si et seulement si |z| < 1. Le rayon de
convergence de cette série entiére est donc 1.

2) On applique le critére de d’Alembert. On calcule

1

an+1 _ (n

an

! 1
DI = — 0
!

+
1 n+1)! n+1

Le rayon de convergence de la série entiére considérée est donc +oo (c’est la fonction exponentielle, donc c’est
assez heureux!)

3) Ca se complique. On applique la formule de Cauchy-Hadamard. On calcule

m _ esin(n)

Comme la suite sin(n) est dense dans [—1, 1], on peut en extraire une sous-suite qui converge vers 1. On obtient
une sous-suite de 5™ qui converge vers e. Comme e*(") L e, on obtient bien que limsup "™ = ¢. Le rayon

de convergence de la série considérée est donc %



