UPJV 2023-2024
L3 MATHEMATIQUES ANALYSE COMPLEXE

CORRECTION SEANCE 3 (1 FEVRIER)

Exercice 10.
1) On a u® = 1 par construction, et u # 1. La somme considérée est une somme de suite géométrique (de raison
u). On a alors
5
u’® —1 0
1+u+u’ +u® +ut = = =0
u—1 u—1

2) D’aprés la question précédente, on a a +b+ 1 =u* +u® + u? + v+ 1 =0 donc a + b = —1. Ensuite, on a
ab= (' +uw)(uP+u) =u Fut S+t =t u = -1

On sait par ailleurs que a et b sont les solutions de I’équation complexe (X —a)(X —b) = 0. D’aprés nos calculs,
ona (X —a)(X—-b)=X2-(a+b)X+ab= X%+ X — 1. On peut résoudre cette équation directement, on a
A =144 =5, donc les solutions sont
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21 =——¢€tz
1 9 2

_ —1+V5
- ==

On a a = 21 ou a = 2z (lautre valeur sera égale a b).

3) Comme u® = 1, on au* = u~!. Comme u est de module 1, u~! = u. On a donc a = u+u = 2Re(u) = 2 cos(Z).
De méme, on a b = 2cos(%) = —2cos(Z).

Comme 0 < 7/5 < /2, on a b = —2cos(Z) < 0. De méme, on a 0 < 2r/5 < 7/2, donc a = 2cos(%) > 0.
Comme z; <0 et 29 >0, on a b= z; et a = z9. En particulier, cos(%”) =2 = \/‘?’471.

4) Pour z € C, on sait que cos?(z) + sin?(z) = 1, donc
2
sin? [ 2 ) =1 — cos? 2
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Comme 0 < 27/5 < m/2, on sait que sin(%ﬁ) > 0. Il s’agit donc de la racine positive de

sin(%”) =4/ LLS\/E'

5) On sait que b = z; = —2cos(%), donc cos(T) = %. En appliquant le méme raisonnement qu’a la question
précédente, on trouve

S
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8

, C’est & dire




Toujours comme 0 < 7/5 < /2, sin(¥) > 0 est donc égal a %.
Ensuite, on a 37/5 =7 — %” Pour z € R, on sait que cos(m — z) = — cos(z) et sin(m — x) = sin(z). Ainsi,
3r\ 1-v5 . (3« 5+V5
cos| — | = et sin| — | =
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Exercice 11.
1) Soient z € C\ 1, et n € N. Si n = 0, le résultat est immeédiat, ensuite, ona 14+ z+ -+ 2" =3 1" 2" et

n n n
(1—2)5 z’zg z’—g P
=0 =0 =0

n n+1
_ Z Zz' o Z P
=0 =1
n n
:1+Zzi_zzz_2n+l
=1 =1
-1 zn-i—l
d’ot le résultat : > & 2¢ = 1712_”:1 = Zn:_lfl

2) On applique la question précédente & z = e (qui est égal & 1 si et seulement si 6 € 277Z), on obtient
ei(n+1)9 -1

0 2i0 ni@ _
14e"4+e+..-+e" = T

En passant & la partie réelle, on trouve

6i(nJrl)G -1
1 + cos(f) + cos(20) + - - - + cos(nf) = Re 1 |

Il reste & calculer le second terme. De fagon générale on a

ei(n—‘rl)a -1 6i(n+1)9 1
e — 1  ei)2(eif/2 — ¢—i0/2)  ¢i0]2(¢il/2 — ¢i0]2)
B et(n+1)0 1
 €i9/22{Jm(ei0/2) B ei0/22iSm (ei?/2)
ei(n+1/2)0 e—10/2

2iSm(e®/2)  2iSm(e/2)
cos((n+1/2)0) + isin((n + 1/2)0) B cos(0/2) — isin(0/2)

2isin(0/2) 2isin(0/2)
La partie réelle de cette expression est donnée par W + %, comme désiré.

Exercice 13.
1) Par hypotheése, f € H(U). Pour z € U et h tendant vers 0, on peut donc écrire un développement limité

fz+h) = f(z) + f'(2)h + o(h),

avec o(h) = e(h)h et limj,_,ge(h) = 0. En conjuguant cette égalité, on obtient

f(z+h) = f(2) + f'(2)h + he(h).



2) Si h € R*, alors h=h et h/h=1.Si h € iR*, alors h = —h et h/h = —1.
Si f est dérivable en z, alors on doit avoir en particulier

flz+h) - f(2) flz+h) - f(2) flz+h) - f(z)

f/(z) = lim = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h
heR heiR
= lim f/(2) + o(1) = lim —f'(z) + o(1)
h—0 h—0
heR heiR

=f"(z) = =f'(2).
Et donc f/(z) = 0. Réciproquement, si f/(z) =0, on a

f(z—i_h})l_f(z) — 0<1)

donc f est dérivable en z, avec f/(z) =0.

3) Par définition, f est holomorphe sur U si et seulement si elle est C-dérivable en tout point de U. D’aprés la

question précédente, ceci est équivalent a dire que f/(z) = 0 = f(z) pour tout point z de U. D’aprés exercice
15, ceci est équivalent & dire que f est constante sur chaque composante connexe de U.




