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L3 Mathématiques Analyse Complexe

Correction séance 2 (25 janvier)

Exercice 3.

1) On cherche les racines du nombre complexe 1 + i.
Première méthode : On calcule la forme polaire de 1 + i. On a |1 + i|2 = 1 + 1 = 2, donc

1 + i =
√
2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=

√
2eiπ/4

Maintenant que nous avons la forme polaire de 1 + i, il est facile d'en extraire les racines : elles sont données

par z = ±
√√

2eiπ/8.
Deuxième méthode : Soit z = a+ ib une racine de 1+ i, on a z2 = 1+ i = z2 = a2− b2+2iab, et |z|2 = a2+ b2 =
|1 + i| =

√
2. On doit donc résoudre le système

a2 − b2 = 1

a2 + b2 =
√
2

2ab = 1

⇔


2a2 = 1 +

√
2

2b2 =
√
2− 1

2ab = 1

⇔


a2 = 1+

√
2

2

b2 =
√
2−1
2

2ab = 1

On constate que 1+
√
2

2 et
√
2−1
2 sont tous deux des réels positifs, il est donc possible d'en prendre des racines

réelles. L'équation 2ab = 1 > 0 force a et b à avoir le même signe. Les deux racines de 1 + i sont donc données

par

a =

√
1 +

√
2

2
, b =

√√
2− 1

2
et a = −

√
1 +

√
2

2
, b = −

√√
2− 1

2

En combinant les deux méthodes, on vient de trouver une méthode pour calculer cos(π/8) et sin(π/8) ! Dans les

exemples suivant, on aura tendance a utiliser la deuxième méthode, qui est juste calculatoire et évite de devoir

calculer des arguments de nombres complexes.

2) On applique la méthode précédente : Si z = a+ ib est solution de l'équation, alors

{
z2 = a2 − b2 + 2iab = −5 + 12i

|z|2 = a2 + b2 = | − 5 + 12i|
⇔


a2 − b2 = −5

2ab = 12

a2 + b2 =
√
25 + 144 = 13

⇔


2a2 = 8

2b2 = 18

ab = 6 > 0

⇔


a = ±2

b = ±3

ab > 0

On a donc deux solutions z1 = 2 + 3i et z2 = −2− 3i.

3) Pour éviter des calculs trop compliqués, on divise le polynôme considéré par son coe�cient dominant. On a

8 + 6i

3 + i
=

(8 + 6i)(3− i)

32 + 1
=

24 + 6 + 18i− 8i

10
= 3 + i

25 + 5i

3 + i
=

(25 + 5i)(3− i)

32 + 1
=

75 + 5 + i(15− 25)

10
= 8− i

L'équation considérée est alors équivalente à z2− (3+ i)z+(8− i) = 0. Pour résoudre cette équation, on calcule

∆ = (3 + i)2 − 4(8− i) = 9− 1− 32 + 4i = −24 + 10i = 2(−12 + 5i).



On doit calculer les racines de ∆ dans C. On résout
a2 − b2 = −24

2ab = 10

a2 + b2 =
√
4(144 + 25) = 26

⇔


2a2 = 2

ab = 5

2b2 = 50

⇔


a = ±1

b = ±5

ab = 5

Donc les solutions de δ2 = ∆ sont ±(1 + 5i). Les solutions de l'équation de départ sont alors données par

z1 =
3 + i+ 1 + 5i

2
= 2 + 3i et z2 =

3 + i− (1 + 5i)

2
=

2− 4i

2
= 1− 2i.

4) On pose P (X) = X4 − 3X3 + 9
2X

2 − 3X + 1. On a 1 + i =
√
2eiπ/4, donc

(1 + i)2 = 2eiπ/2 = 2i, (1 + i)3 = 2
√
2ei3π/4 = 2(1− i), (1 + i)4 = (2i)2 = −4.

Ainsi, on a

P (1 + i) = −4− 3.2(1− i) +
9

2
.2i− 3(1 + i) + 1

= −4− 6 + 6i+ 9i− 3− 3i+ 1 = 0

On sait alors que le polynôme P est divisible par (X − (1 + i)). Par ailleurs, P est un polynôme à coe�cients

réels. Pour z ∈ C, on a alors

P (z) = z4 − 3z3 +
9

2
z2 − 3z + 1 = z4 − 3z3 +

9

2
z2 − 3z + 1 = P (z).

Autrement dit, si (1 + i) est racine de P , (1− i) = (1 + i) l'est également. On sait alors que P (X) est divisible
par (X − (1 + i))(X − (1− i)) = X2 − 2X + 2. En calculant la division euclidienne des polynômes, on trouve

P (X) = (X2 − 2X + 2)(X2 −X + 1/2).

Il reste donc à résoudre l'équation z2 − z + 1
2 = 0. Il s'agit d'une équation polynômiale de degré 2, et on calcule

∆ = (−1)2 − 4.1.
1

2
= 1− 2 = −1.

Les solutions sont données par z1 =
1−i
2 et z2 =

1+i
2 . Au �nal, on a

P (X) = (X − (1 + i)) (X − (1− i))

(
X − 1− i

2

)(
X − 1 + i

2

)
.

Les solutions de l'équation P (z) = 0 sont alors

1 + i, 1− i,
1− i

2
,
1 + i

2
.

5) On pose Q(X) = X3 − (1 + 2i)X2 + 3(1 + i)X − 10(1 + i) = 0. On commence par chercher une solution

imaginaire pure à l'équation Q(z) = 0. On considère iα ∈ iR, et on calcule

Q(iα) = (iα)3 − (1 + 2i)(iα)2 + 3(1 + i)iα− 10(1 + i)

= −iα3 + (1 + 2i)α2 + 3(1− i)α− 10(1 + i)

= −iα3 + α2 + 2iα2 + 3iα− 3α− 10− 10i

= α2 − 3α− 10 + i(−α3 + 2α2 + 3α− 10).



On a alors

Q(iα) = 0 ⇔

{
α2 − 3α− 10 = 0,

−α3 + 2α2 + 3α− 10 = 0.

On résout d'abord α2 − 3α− 10 = 0. On calcule ∆ = 9 + 40 = 72. Les solutions de α2 − 3α− 10 = 0 sont donc

α1 =
3 + 7

2
= 5 et α2 =

3− 7

2
= −2

Parmi ces deux réels, seul −2 est solution de la 2-ème équation, car

−(−2)3 + 2(−2)2 + 3(−2)− 10 = 0 et − 53 + 2.52 + 3.5− 10 = −70

On a donc que z = −2i est une solution de Q(z) = 0. Le polynôme Q(X) est alors divisible par (X + 2i). En
calculant la division euclidienne des polynômes, on trouve

Q(X) = (X + 2i)(X2 − (1 + 4i)X + 5(−1 + i)).

Il reste à résoudre l'équation z2 − (1 + 4i)z + 5(i− 1) = 0. On calcule

∆2 = (1 + 4i)2 − 4.5(i− 1) = (1− 16 + 8i)− 20i+ 20 = 5− 12i = −(−5 + 12i)

D'après la question 2), les racines de ∆ sont i(2 + 3i) = −3 + 2i et −i(2 + 3i) = 3 − 2i. Les solutions de

z2 − (1 + 4i)z + 5(i− 1) = 0 sont alors données par

1 + 4i+ (−3 + 2i)

2
= −1 + 3i et

1 + 4i+ 3− 2i

2
= 2 + i

Au �nal, on a Q(X) = (X + 2i)(X − (−1 + 3i))(X − (2 + i)), et les solutions de Q(z) = 0 sont

−2i, −1 + 3i, 2 + i.

6) Pour n = 1, l'équation devient z − 1 = z + 1, i.e. −1 = 1 qui est impossible : l'équation n'a pas de solutions.

Pour n ⩾ 2, z = 1 n'est pas une solution car (z + 1)n = 2n ̸= 0n = (z − 1)n. On peut donc écrire

(z + 1)n = (z − 1)n ⇔
(
z + 1

z − 1

)n

= 1

Autrement dit, ζ = z+1
z−1 est une racine n-ème de l'unité, di�érente de 1 car z+1 ̸= z−1. On a donc ζ = exp(2ikπn )

avec k ∈ [[1, n− 1]]. Ensuite, on a

ζ =
z + 1

z − 1
⇔ ζz − ζ = z + 1

⇔ z(ζ − 1) = 1 + ζ

⇔ z =
1 + ζ

ζ − 1

Pour ζ une racine de l'unité, on a |ζ| = 1 = |ζ|2 = ζζ, on a donc

z =
(1 + ζ)(ζ − 1)

(ζ − 1)(ζ − 1)
=

ζ + ζζ − 1− ζ

ζζ − ζ − ζ + 1
=

ζ + 1− 1− ζ

1− ζ − ζ + 1
= − ζ − ζ

2− (ζ + ζ)

Si ζ = exp(2ikπn ), alors ζ + ζ = 2ℜe(ζ) = 2 cos(2kπn ) et ζ − ζ = 2iℑm(ζ) = 2i sin(2kπn ). On obtient

z = − 2i sin(2kπ/n)

2− 2 cos(2kπ/n)
=

i sin(2kπ/n)

cos(2kπ/n)− 1
, k ∈ [[1, n− 1]]

toutes les solutions de l'équation (z + 1)n = (z − 1)n.



Exercice 6.

1) Soient u = x+ iy et v = a+ ib deux nombres complexes. On a

euev = ex(cos(y) + i sin(y))ea(cos(b) + i sin(b))

= exea(cos(y) cos(b)− sin(y) sin(b) + i(sin(y) cos(b) + cos(y) sin(b))

= ex+a(cos(y + b) + i sin(y + b))

= e(x+a)+i(y+b)

= ex+iy+a+ib = eu+v

d'où le résultat.

2) Soit z = x+ iz ∈ C. On a

|ez| = |ex(cos(θ) + i sin(θ))| = ex| cos(θ) + i sin(θ)| = ex(cos2(θ) + sin2(θ)) = ex.

En particulier, si ez = 1, alors ex = 1 et x = 0 car x est réel. Ensuite, on a

eiy = cos(y) + i sin(y) = 1 ⇔

{
cos(y) = 1,

sin(y) = 0.

Cercle trigonométrique à l'appui, ceci est équivalent à y ∈ 2πZ. Au total, on a

ex+iy = 1 ⇔

{
x = 0

y ∈ 2πZ
⇔ x+ iy ∈ 2iπZ.

3) Soient z, z′ ∈ C. Par la question 1), on a eze−z = e0 = 1. Ainsi, e−z est l'inverse de ez. On a alors

ez = ez
′ ⇔ eze−z′ = 1

⇔ ez−z′ = 1

⇔ z − z′ ∈ 2iπZ

D'après la question précédente.

4) Soient z, z′ ∈ R+i]−π, π[, on a ℑm(z−z′) = ℑm(z)−ℑm(z′) < iπ−(−iπ) = 2iπ, en particulier z−z′ /∈ 2iπZ.
La fonction z 7→ ez est donc injective sur R+ i]− π, π[ par la question précédente.

Il reste à prouver que, pour tout Z ∈ C \ R−, il existe z ∈ R + i] − π, π[ tel que ez = Z. On pose Z = reiθ,
l'assertion Z /∈ R− assure que r > 0 et que l'on peut choisir θ ̸≡ π[2π]. Le nombre z = ln(r) + iθ ∈ R+ i]− π, π[
est un antécédent de Z, d'où le résultat.


