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On se place sur I C R un intervalle, on dit que p : I — R est une fonction poids si
Vn € N, / |z|"p(x)dz < o0
I

Par 'algorithme de Gram Schmidt, on peut alors exhiber une famille de polynémes orthogo-
naux (P,)nen de degrés échelonné et orthogonaux dans I'espace de Hilbert L?(I,p), dont le
produit scalaire est donné par

Uﬂ%ﬁiﬂﬂ@aEM@ﬂ

Théoréme 1. S’il existe un réel a > 0 tel que

/e“l"”p(:p)dw < 00

I

(i.e e®l*l € LI, p)) alors la famille (P,) est une base hilbertienne de L*(I,p)

Commengcons par remarquer que si 2" € L'(I, p) pour tout n € N, alors

2" ||, = /I|x"|2p(a:)dx = /I|x2”|p(x)da: = Ha:QnHl < 00

donc les polynomes appartiennent a L?(1, p) et notre algorithme de Gram-Schmidt a du sens.
Pour conclure (comme Vect(z™ | n € N) et Vect(P, | n € N)), il suffit de montrer que la
famille (z™),en est totale).

En particulier, comme 1 € L'(I, p), la mesure de densité p sur I est finie, donc L?(I,p) C
LY(1, p).
Soit f € L*(I, p), on pose

flx)p(x) sizel
0 sinon

Ve € R, p(z) := {

Par hypothése sur f, on a ¢ € L'(R), on peut donc considérer sa transformée de Fourier,
donnée par

@@w:[}um@xmwx

On montre que la fonction @ se prolonge en une fonction holomorphe sur ’ensemble B, =
{z € C | |Smz| < §} Considérons la fonction

g: IxB, — C
(z,2) +— flx)p(x)e™

Fixons z =a+1ib € B,, on a
|f(@)p(x)e™| = | f(2)|p(x)e™ < | f(x)|p(a)e !/

1



Cette derniére fonction est mesurable (produit de fonctions mesurables) et méme intégrable
car

[ I@lptpedn = (g1, e2),

qui est fini comme produit scalaire de deux éléments de L*(I, p).

Ensuite, g est clairement holomorphe en sa seconde variable, avec dyg(z, z) = —izg(x, 2).
Enfin, la domination de |g(x, z)| par une fonction intégrable ne dépendant pas de z, on peut
appliquer le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale qui nous donne que la fonction

Fize /I o, 2)dz = /1 F@)p(x)e— = da

est holomorphe, avec, pour n € N,

F™(z2) = /I(—z':c)"g(a:, z)dx

Bien-str, la fonction F' prolonge ® & B, en une fonction holomorphe.

Soit enfin f € Vect(z" | n € N)*, on a pour n € N

FO(0) = (~i)" / g, 0)dx = (—i)" / 2 f(@)p(x)dz = (—i)" (f,4"), = 0

Par unicité du prolongement analytique, on a alors F' = 0 sur B,, en particulier ¢ = 0
sur R, et donc ¢ = 0 par injectivité de la transformée de Fourier. Comme p est supposée
strictement positive, on a enfin, f = 0 sur I (presque partout) et donc f = 0 € L*(I, p).
Ainsi Vect(z™ | n € N)* = {0} ce qui termine la preuve.



