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Théoréme 1. Soient (X, A, u) un espace mesuré de mesure totale finie, 1 < p < oo, et
F C LP(X) un sous-espace vectoriel fermé, inclus dans L>®°(X). Alors F est de dimension

finie.

On peut supposer que (X ) =1 quitte a normaliser p par u(X).

Etape 1 : On a par hypothése une inclusion ¢ : (F, [-1,) = (L=(X),]]-]l)- On montre que
le graphe de ¢ est fermé dans F' x L*°(X).

Soit (fn,t(f,)) une suite du graphe de ¢, qui converge vers (f,g) € F x L®(X), ceci est
par définition équivalent a dire que (fy)nen converge vers f pour la norme |||, et vers
g pour la norme ||.||,,. Cependant, on a dans une espace probabilis¢ ||.||, < |.[,, donc
[ fn = gll, < [fn — gll, et (fa)nen converge vers g dans LP(X), on a alors f = g dans LP(X)
par unicité de la limite. Comme F est fermé dans LP(X), on a f = g € LP(X) et donc
g =u(f) € L*(X), le graphe de ¢ est bien fermé.

Par le théoréme du graphe fermé, ¢ et continue : il existe donc une constante M > 0 telle que
Il < MIIf], pour f € F.

Ftape 2 : Montrons qu'il existe M > 0 telle que 1]l < M‘|f”2 pour f € F.
- Le cas p = 2 provient directement de la premiére étape.

- Sil1<p<2 pour f e L*X), on a, par 'inégalité de Holder

p/2 p/(2—p)
;= /. \f!pdu<(/x <\frp>2/pdu) (/X du) e

dot [|fll, < M| f]l, < M| f[l, pour f € F en particulier.
- Sip>2 pour f € F,ona

FIP = [FP72LF 12 < A2 P

presque surement. En intégrant cette inégalité, on obtient || f||” < IFIP=2 11 f112, et donc

1% < MP AR 1Al = 11f 1w < MP2I£,

On a bien le résultat souhaité dans tous les cas.

Etape 3 : Soit (1, ,¢,) une famille orthonormée de F' C L?(X), nous montrons que n
est majorée par une constante fixée, qui bornera alors la dimension de F'. Considérons () une
partie dense et dénombrable de B la boule unitée fermée de C", pour ¢ = (¢1,--+ ,¢,) € Q,
on pose f. = S ¢;ip;, on a par construction ||f.||° < 1, et donc ||f]|. < M par Détape
précédente. Par définition de ||.||__, il existe un X, € A, de complémentaire négligeable, tel que
|f(z)] < M pour tout = € X,. On pose Q := MNeco Xe» qui est de complémentaire négligeable
comme intersection dénombrable d’éléments de complémentaires négligeables. Pour z € (,
on a

- L’application g, : ¢ — |f.(x)| est continue sur B.

- Pour tout ¢ € @, on a g,(c)| < M.



Par densité de @, g.(c) < M sur B, d’on
vee Q3 o) < 3T
i=1

En intégrant cette inégalité, on obtient n < M 2 ce qui termine la démonstration.



