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Théme : Intégration, analyse réelle.

Références : El Amrani - Suites et séries numériques. Suites et séries de fonctions (p. 409)

On considére f : R — C une fonction continue et 27-périodique, et on pose

Vk € Zyey:t— ™ et cp(f): =3 / ft)e *dt = (f, ex)
s
ainsi que
n 1 n n n
5= 3 el Com 38 m= Y =Y

(S, et C), sont respectivement la somme partielle de la série de Fourier de f, sa moyenne de
Césaro).

Théoréme 1. (Féjer) La suite de fonctions (Cy,)nen converge uniformément vers la fonction
f sur R.

On cherche & montrer que la suite [|Cy, — f[| |, ) tends vers 0. Commengcons par remarquer

que
_ i i \/ﬂ— f(s)efiksdseikt _ / 1k(t75)ds
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Et donc

—T

On reconnait presque produit de convolution (On peut le voir comme f convolée avec
i]l[,mlu,,,, ou encore comme un produit de convolution sur S'). Nous allons pouvoir conclure
en étudiant U,

Lemme 2. La suite (Uy,)nen est une approzimation de l'identité dans le sens suivantﬂ :
- (Uy,) est une suite de fonctions positives.
-VneN, &= [T U,(t)dt =1.
- Vr > a >0, en posant Dy := [—m, —a] U [a, 7], on a lim,_o 5= Jp, Un(t)dt =0

1. J’insiste mais ce n’est pas une approximation de I’identité pour la convolution sur R, il faut la multiplier
par 1[_. ) pour ¢a, en fait U, est une approximation de Iidentité pour la convolution sur S!, ce qu’on prouve
sans le dire



Démonstration. Montrons que U,, est toujours positive : on a (t € [—m, 7| \ 0)
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En particulier, on a bien que U, est positive (U, (0) = n+1), de plus, pour o €]0, [ et t € D,
on a

—_

1 < 1 1

n + 1 sin? (%) = n+ 1sin? (%)

Comme cette majoration ne dépend pas de t € D, on a bien le troisiéme point. Enfin, pour
le second point, on a
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D’ou le résultat OJ

On y est presque, on a
ot = 101 =55 [ =ity — 1210)
~|g= [ == o [ roumay
1 ™
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|f(t—y) — f(O)|U(y)dy

< —
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Soit ¢ > 0. Rappelons que comme f est continue et périodique, elle est uniformément conti-
nue :
Ja>0llyl <a=|[ft—y) - f(O)]<e

(on peut supposer a < 7 quitte a le réduire), on a alors

Cott) = 101 < 5 Wl | torie 5 [ tinay < o (11 [ sitrae+)

a

Ce qui termine la preuve.



