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Théoréme 1. On pose D = B(0, 1] le disque unité complexe, et
H := L*(D) N H(D)

L’espace de Bergman du disque unité (constitué par définitions des fonctions holomorphes de
carré intégrable sur D). Il s’agit d’un espace de Hilbert (pour le produit scalaire de L*(D)),
dont une base hilbertienne est donnée par
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On commence par montrer une inégalité 'inverse’ entre norme infinie et norme L? : soit f € H
et z € D, avec d(z,D°) > r > 0, on développe f en série entiére autour de z :
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On obtient alors
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Donc pour z € D tel que d(z,D°) > r > 0, on obtient (par Cauchy Schwarz)
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Considérons maintenant (f,)nen une suite de Cauchy dans H (donc pour la norme ||.|],)),
pour K C D un compact, il existe » > 0 tel que d(K,D¢) > r, on a alors, pour z € K,
n,méeN
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Donc, comme (f,) est de Cauchy pour ||.||,, la suite est uniformément de Cauchy sur K :
elle converge uniformément vers une fonction continue f sur K. On obtient donc sur D une
limite f de la suite (f,,) holomorphe comme limite d’une suite convergeant uniformément sur
tout compact.



Il faut encore montrer que f € L*(D) et (f,) — f dans L*(D) : soit € > 0, il existe par
hypothése N € N tel que
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En laissant m — oo et par le Lemme de Fatou, on obtient
/ | — fI2dN < liminf/ | fo = fmld) < €
D m—0o0 D

On obtient alors f,, — f € L*(D), donc f € L*(D) et de plus, || f, — f|l, < € pour n > N,
d’ou la convergence souhaitée : H est un espace de Hilbert.

On exhibe & présent une base hilbertienne de H : on pose
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et e, = a,z"

Commengons par montrer que {e, | n € N} forme une famille orthonormale de H : soient
p,q € N, on a
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Donc (epleq) = 0si p # g, et dans le cas contraire
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Il reste & montrer que cette famille est totale : on montre la formule de Parseval. Soit f € H,
on décompose f en série entiére autour de 0 : f(z) =Y > f,2", on a alors
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Fixons p €]0,1[, on considére S, := >",_, frz" la n-éme somme partielle définissant f, on a
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Car €™ est d’intégrale non nulle sur [0,27] si et seulement si k est nul. Comme p €]0, 1] est
fixé, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée qui nous donne
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On a alors
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En polarisant cette identité, on obtient, pour g : z —=> "> g,2" € H,
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En particulier, si g = e,, on obtient (fle,) = T fnan = /755 fa, A0t le Tésultat
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Et {e, | n € N} est bien une base hilbertienne.



