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On considére G un groupe fini, et Z C C I'ensemble des entiers algébriques :

7 :={z € C | P € Z[X] unitaire tel que P(z) =0}

Théoréme 1. L’ensemble des entiers algébriques forme un sous-anneau de C. Par consé-
quent, le degré de toute représentation irréductible de G sur C divise |G]|.

On commence par remarquer que 1 et 0 sont dans Z, il suffit donc de montrer que celui-ci est
stable par addition, passage & 'opposé et multiplication. Soient donc «, § € Z, respectivement
annulés par les polynémes unitaires

X)=> aX* S(X)=> nX'ezZlX
k=0 k=0

On a (—1)"P(—X) annule —a, qui est donc dans Z.

Montrons que a+ 3 € Z. On se place dans Q(X)[Y] ott I'on considére les polynomes P(X —Y)
et S(Y), on peut considérer le résultant (en Y) de ces polyndomes, qui est donc un élément
de Q(X) :

R(X) :=Resy(P(X —-Y),S(Y))
Comme les polynomes complexes P(a+ 3 —Y),S(Y) € C[Y] admettent 8 comme racine

commune, on a résultant R(a + 5) = OE]. Donc a + f est racine du polynome R(X), dont il
reste a montrer qu’il est unitaire a coefficients entiers : On a

n

P(X-Y)= X Y Xk ZYZ — —1)Y? X/c—z
On pose ¢;(X) = (—1)" >0, ak(lz)Xk_i le i-éme coefficient de P(X —Y) dans Q(X)[Y],
on remarque que co(X) = > ,_jax X" = P(X), et ¢,(X) = (=1)"a, = (=1)" # 0, donc
P(X —Y) est de degré n, le résultant R(X) est donné par

P(X) bo
01<X) P(X)
: c1(X) bo
R(X)=|(-1)» P(X)
(=1)" a(X) 1
(-1 1

En considérant la formule explicite du déterminant (somme sur les permutations de &,,)
et en isolant la permutation triviale, on obtient R(X) = (P(X))™ 4+ T(X) ou T(X) est a
coeflicients entiers et de degré inférieur strictement a celui de P™ (car ¢;(X) est de degré < n
pour i > 1), on a bien le résultat voulu.

1. le résultant de deux polyndmes de k[X] est nul ssi ils ont une racine commune dans une extension de k

1



Montrons que a8 € Z. On utilise un argument similaire en considérant le résultant
X
U(X) = Resy (Y”P (?) ,S(Y)) € Q(X)

celui ci s’annule bien en 3. On a Y™ P (é) = > g XFY R =5 a,_ X" FYF et donc

CLan bQ
an_anfl :
ag 1 X1 1 :
Qo 1

On a bien U(X) € Z[X] unitaire par le méme argument que pour R, ce qui termine de
montrer le premier point.

Pour le second point, soit n = |G|, p : G — GI(V) une représentation irréductible de degré
d de G et x son caractére associé. On pose également G = C) LI --- LU C, les classes de
conjugaisons de G.
Le caractére y, constant sur les classes de conjugaisons, est & valeurs dans Z, en effet, on sait
que p(g) est diagonalisable et admet seulement des racines n-émes de 1'unité pour valeurs
propres, or celles-ci sont dans Z (elles annulent X™ — 1), x(g) est donc dans Z comme somme
d’éléments de Z.
Posons

Vie [1,7],u; := Z p(g) € L(V)

geC;
On a u; € Hom¢g(V, V) car

uiop(h) =Y plgh) = > p(hg') = p(h) o u;

9€C; g'eC;
Comme V est irréductible, le lemme de Schur donne u; = \;Idy pour un \; € C.

On montre que pour i € [1,7], ona \; € Z : pour g € G, on a

Nip(g) =wioplg) = > plg'g) =D agnp(h)

g'eC; heG

avec ag, € {0,1}f] On a donc

Z(Aiég,h —agn)p(h) =0

geG

On pose A = (agn)ghrec € Mn(Z), et (p(h))hec € L(V)™, on a (N1, — A)R = 0 dans L(V)".
En multipliant cette égalité par ‘Com(\; I, — A), on a det(\; I, — A)R = 0, comme R admet
p(1) = I; comme coefficient, on en déduit det(\;1, — A) = 0, donc A; est racine du polynoéme

2. c’est juste une astuce de notation, a4 j est une indicatrice, qui vaut 1 si et seulement si h = ¢’g pour
/
un ¢’ € C;



caractéristique de A, qui est unitaire a coefficients dans Z : on a bien \; € Z.
Concluons : Pour i € [1,7], on a

dXi = tr(u;) = Y x(g) = |Cilx(C))

9eC;

Mais, comme Y est irréductible, on a

1= (00 == S Ix(o) = - 37 ICGICNT) = & S AT
geG i=1 i=1

Or, x(C;) est dans Z (les racines complexes d’un polynéme a coefficients entiers, a fortiori
réels, sont stables par conjugaisons), donc % est un rationnels et un entier algébrique : c’est
un entier, donc d divise n.



