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Théorème 1. Pour n > 5, le groupe alterné An est simple.

Soit N E An un sous-groupe distingué non trivial, nous allons montrer que N = An. Nous
allons utiliser à de nombreuses reprises un résultat calculatoire sur le groupe symétrique :

Lemme 2. Soit (i1 i2 · · · ik) un k-cycle de Sn et ρ ∈ Sn, alors

ρ(i1 i2 · · · ik)ρ−1 = (ρ(i1) ρ(i2) · · · ρ(ik))

Démonstration. Soit a ∈ [[1, n]], alors
- Si a /∈ {ρ(i1), · · · , ρ(ik)}, alors ρ−1(a) /∈ {i1, · · · , ik} et

ρ(i1 i2 · · · ik)ρ−1(a) = ρ(ρ−1(a)) = a

- Si a = ρ(ip) pour un p ∈ [[1, n]], alors

ρ(i1 i2 · · · ik)ρ−1(a) = ρ(i1 i2 · · · ik)ip = ρ(ip+1)

avec la convention ik+1 = i1.

Ce lemme nous apprends en particulier que tous les k-cycles sont conjugués dans Sn, mon-
trons que pour n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans An : Soient σ et σ′ deux 3-cycles, il
existe ρ ∈ Sn tel que ρσρ−1 = σ′.

- Si ρ ∈ An, il n’y a rien à montrer.
- Si ρ /∈ An, on peut (comme n > 5) choisir a, b /∈ Supp(σ), on pose ρ̃ := ρ(a b) et on a

ρ(a b)σ(a b)ρ−1 = ρσρ−1 = σ′

avec ρ(a b) ∈ An.

Donc si N contient un 3-cycle, il les contient tous. Or, les 3-cycles engendrent An, donc
N = An.
Soit 1 6= σ ∈ N , on considère la décomposition de σ en produit de cycles à supports disjoints,
on a l’un des cas suivants :

A. σ contient un cycle de longueur n > 4.
B. σ contient un ou plusieurs 3-cycles.
C. σ est un produit d’un nombre pair de transpositions.

Nous allons conclure dans chacun de ces cas que N = An :
A. On pose σ = (i1 i2 i3 i4 · · · )

∏
ci, on considère c = (i1 i2 i3) ∈ An et on a

[c, σ] = cσc−1σ−1 = (c(i1) c(i2) c(i3) c(i4) · · · )
(∏

ci

)
(i1 i2 i3 i4 · · · )−1

(∏
ci

)−1
= (i2 i3 i1 i4 · · · )(· · · i4 i3 i2 i1)
= (i1 i2 i4)

Qui est un élément de N car celui-ci est distingué, donc N contient un 3-cycle et N = An.
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B. 1. Si σ contient un seul 3-cycle, alors σ = (i1 i2 i3)
∏
τi où τi sont des transpositions (ce

ne sont pas des k-cycles pour k > 3 par le cas précédent). On a alors σ2 = (i1 i3 i2) ∈ N
qui est donc égal à An.

2. Si σ contient plusieurs 3-cycles, on écrit σ = (i1 i2 i3)(i
′
1 i
′
2 i
′
3)
∏
ci, on considère

c = (i′1 i
′
2 i3), on a alors

[c, σ] = (c(i1) c(i2) c(i3))(c(i
′
1) c(i

′
2) c(i

′
3))
(∏

ci

)
(i′1 i

′
2 i
′
3)
−1(i1 i2 i3)

−1
(∏

ci

)−1
= (i1 i2 i

′
1)(i

′
2 i3 i

′
3)(i

′
3 i
′
2 i
′
1)(i3 i2 i1)

= (i1 i2 i
′
1)(i

′
2 i
′
1)(i3 i

′
3)(i3 i2 i1)

= (i1 i2 i
′
1 i
′
2)(i

′
3 i3 i2 i1)

= (i1 i
′
3 i3 i

′
1 i
′
2)

Donc N contient un 5-cycle et est égal à An par le cas A.
C. 1. Si σ est un produit de deux transpositions σ = (i1 i2)(i3 i4), comme n > 5, on peut

prendre i5 /∈ Supp(σ) et c = (i1 i2 i5), on a alors

[c, σ] = (c(i1) c(i2))(c(i3) c(i4))(i1 i2)(i3 i4)

= (i2 i5)(i3 i4)(i1 i2)(i3 i4)

= (i2 i5)(i1 i2)

= (i5 i2 i1)

Donc N contient un 3-cycle et est égal à An.
2. Si σ est un produit d’au moins 4 transpositions, on a (i1 i2)(i3 i4)(i5 i6)(i7 i8)

∏
ci. On

pose c = (i2 i3)(i4 i5) et on a

[c, σ] = (c(i1) c(i2))(c(i3) c(i4))(c(i5) c(i6))(c(i7) c(i8))(i1 i2)(i3 i4)(i5 i6)(i7 i8)

= (i1 i3)(i2 i5)(i4 i6)(i7 i8)(i1 i2)(i3 i4)(i5 i6)(i7 i8)

= (i1 i3)(i5 i2)(i2 i1)(i6 i4)(i4 i3)(i5 i6)

= (i1 i3)(i5 i2 i1)(i6 i4 i3)(i5 i6)

= (i3 i1 i5 i2)(i4 i3 i6 i5)

= (i1 i5 i4)(i2 i3 i6)

Donc [c, σ] contient des 3-cycles, et N = An par le cas A. Ceci termine la preuve.

2


