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Théoréme 1. On considére l’équation différentielle de Bessel (E) : zy” +vy + zy = 0. La
solution fo de (E) valant 1 en 0 se développe en série entiére. De plus, si [ est une autre
solution sur un intervalle 10, al, alors (f, fo) est libre si et seulement si f n’est pas bornée au

voisinage de 0.

On raisonne d’abord par analyse synthése : si fy se développe en série entiére, on a une suite
(@n)nen et un réel R > 0 tel que, sur | — R, R, on ait
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Si fo est solution de léquation de Bessel sur | — R, R[, on a
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On obtient donc les conditions suivantes sur les coefficients de fy (par unicité du développe-
ment en série entiére)
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Ainsi, ag,+1 = 0 quel que soit n € N, et
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Comme fy(0) = ap = 1, on obtient
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Passons a la synthese : la série entiére ci dessus a un rayon de convergence infini : pour
R>0,la suite { 4n ] )" gn — B (_TR)n est bornée, on conclut par le théoréme d’Abel. Comme
les coefficients de f verlﬁent les équations précédente, fy est bien 'unique solution maximale

du probléme de Cauchy étudié.

Passons au second point, soit a > 0, et f une autre solution de I’équation de Bessel sur
10, a[. Comme fy est définie sur R et continue, elle est bornée au voisinage de 0, ainsi que



tous ces multiples scalaires : si la famille (fy, f) est liée, f est bornée au voisinage de 0.
Réciproquement, si (f, fo) est libre, comme on se place sur un intervalle ot x > 0, on peut
écrire (F) comme y" + %y’ +y = 0. L’ensemble des solutions de cette équation est un R-espace
vectoriel de dimension 2, donc le wronskien W = ff} — f'fo ne s’annule jamais. Pour tout
z €]0,a[, on a
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en remplacant f” par =L f'(z) — f(z) et de méme pour fo. Ainsi, W(z) = £ pour une certaine
constante C', non nulle puisque W est non nul.

Si f est bornée au voisinage de 0, sachant que fy et f ont respectivement 1 et 0 pour limite
en 0, on a
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quand z tend vers 0. Soit b €]0, al, la fonction z — =< est de signe constant sur ]0,b] et n’est
pas intégrable, donc f(x) et In(z) —In(b) + f(b) sont équivalents. En effet, on peut considérer

fl(x) = —C’@ avec lim, .0 g(z) = 1, on a alors
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Soit € > 0, on pose by < b tel que 1 —e < g(z) < 14 ¢ sur |0, by[, on a alors
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D’ou I'équivalence voulue. Ainsi, la fonction f n’est effectivement pas bornée, d’oti une contra-
diction et le résultat.



