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Théorème 1. (Abel angulaire)
Soit

∑
anz

n une série entière de rayon de convergence 1 telle que
∑
an converge vers une

limite `. On note f la somme de cette série entière sur le disque unité (ouvert). On �xe
θ0 ∈ [0, π/2[ et on pose

∆θ0 = {z ∈ D | ∃ρ > 0, θ ∈ [−θ0, θ0] | z = 1− ρeiθ}

(voir �gure ci-dessous). On a alors

lim
z→1
z∈∆θ0

f(z) = `

Je le dis tout de suite, le principal argument est une transformée d'Abel. On pose Sn =∑n
k=0 ak, et Rn = ` − Sn pour n ∈ N. On remarque que an = Rn−1 − Rn pour tout n. Pour

z ∈ D, et N ∈ N∗, on a(
N∑
n=0

anz
n

)
− Sn =

N∑
n=0

(Rn−1 −Rn)zn −
N∑
n=0

(Rn−1 −Rn)

=
N∑
n=1

(Rn−1 −Rn)(zn − 1)

=
N−1∑
n=0

Rn(zn+1 − 1)−
N∑
n=1

Rn(zn − 1)

=
N−1∑
n=0

Rn(zn+1 − zn)−Rn(zN − 1)

= (z − 1)
N−1∑
n=0

Rnz
n −RN(zN − 1)

En laissant N →∞, on obtient f(z)− ` = (z − 1)
∑∞

n=0Rnz
n. Fixons maintenant ε > 0, et

N ∈ N tel que |Rn| < ε pour tout n > N . Pour z ∈ D, on a alors

|f(z)− `| 6 |z − 1|

∣∣∣∣∣‘
N∑
n=0

Rnz
n

∣∣∣∣∣+ ε|z − 1|

(
∞∑

n=N+1

|z|n
)

6 |z − 1|

(
N∑
n=0

|Rn|

)
+ ε
|z − 1|
1− |z|

1



Pour z ∈ ∆θ0 écrit sous la forme 1− ρeiθ avec ρ > 0 et |θ| 6 θ0. On a |z|2 = 1− 2ρ cos θ+ ρ2,
et si ρ 6 cos θ0, on a la majoration

|z − 1|
1− |z|

=
|z − 1|
1− |z|2

(1 + |z|) =
ρ

2ρ cos θ − ρ2
(1 + |z|) 6 2

2 cos θ − ρ
6

2

cos θ0

À présent, si α > 0 est tel que α
∑n

n=0 |Rn| < ε, on voit que si z ∈ ∆θ0 et |z − 1| 6
inf{α, cos θ0}, on déduite que

|f(z)− `| 6 ε+ ε
2

cos θ0

d'où le résultat.

Théorème 2. (Taubérien faible)
Soit

∑
anz

n une série entière de rayon de convergence 1 et f la somme de cette série sur D
le disque unité. On suppose que la limite

lim
x→1
x<1

f(x)

existe et vaut ` ∈ C. Si an = o(1/n), alors la série
∑
an converge vers `.

Pour tout n ∈ N, on pose Sn =
∑n

k=0 ak. On a

∀n ∈ N∗, x ∈]0, 1[, Sn − f(x) =
n∑
k=1

ak(1− xk)−
∞∑

k=n+1

akx
k

et comme (1− xk) = (1− x)
∑k−1

i=0 x
i 6 k(1− x) pour 0 < x < 1, on en déduit

|Sn − f(x)|‘ 6 (1− x)
n∑
k=1

k|ak|+
∞∑

k=n+1

k|ak|
n

xk 6 (1− x)Mn +
supk>n k|ak|
n(1− x)

où M désigne un majorant de (k|ak|)k. Fixons à présent 1 > ε > 0. L'inégalité précédente
entraîne

∀n ∈ N∗,
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ 6Mε+
supk>n k|ak|

ε

Donc en choisissant N0 tel que supk>N0
k|ak| < ε2 (possible car (kak)k tend vers 0), on en

déduit
∀n > N0,

∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ 6Mε+ ε

Par hypothèse, f(x) tends vers ` quand x→ 1−, donc il existe N1 > N0 tel que f(1− ε/n)−
S| < ε pour tout n > N1. Ainsi,

∀n > N1, |Sn − `| 6
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣+
∣∣∣f (1− ε

n

)
− `
∣∣∣ 6 (M + 1)ε+ ε

Donc (Sn) converge vers `, d'où le résultat.
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