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Théoréme 1. Soient U € R™ un ouvert, f : U — R une fonction de classe C?, telle que
dfo = 0 et d*fy est non dégénérée de signature (p,n — p). Alors il existe deuz voisinages de
Uorigine dans R™, liés par un C* difféomorphisme ¢ : x — u, avec o(0) =0 et
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On commence par appliquer la formule de Taylor avec reste intégral sur f
1 1
(1—1) 5
f(x) = f(0) + dfo(z) + Td fra(z, x)dt
0 .

ainsi, f(z) — f(0) = '2Q(z)x avec Q(x) = fol(l —t)d? fy,dt est une matrice symétrique réelle.
Nous montrons un lemme de réduction des matrices symétriques inversibles.

Lemme 2. Soit Ay € GI,(R)NS,(R). Il existe un voisinage V' de Ay dans Sp(R) et p: V —
Gl,(R) de classe C! telle que

VA €V, A ="p(A)Aip(A)
Démonstration. Etape 1: On pose

x: M,(R) — S,(R)
M — 'MAGM

Par régularité du produit et de la transposition des matrices, cette application est polyno-
miale, donc de classe C!. Pour H € M,,(R), on a

X(In + H) = x(L,) = (I, + H)Ao(I, + H) — I, Ao,
== tHAQIn + [nAOtH + tHAQH
= "(AoH) + AoH + o(||H])

Donc dxy, (H) ="(AoH) + AoH et H € Ker dx;, < AoH est antisymétrique.

Etape 2 : On voudrait appliquer le théoréme d’inversion locale & , mais comme dy;, n’est
pas inversible, on va devoir étre plus judicieux. Posons F' = {H € M, (R) | AgH € S,(R)} et
Vv =xp:F—=S,R),onal, €F etKerdys, =Ker dyx;, N F = {0}. Comme F et S,(R)
ont méme dimension, di;, est un isomorphisme, et comme 1) est de classe C!, par inversion
locale, il existe U C F un voisinage ouvert de I,, tel que v soit un C! difféomorphisme entre
UetV =1uyU).

Quitte a remplacer U par U = U N GI,,(R), (ceci est licite car GI,(R) est un ouvert de
M., (R)), on peut supposer que U est inclus dans GI,,(R). Ainsi, V' est un voisinage ouvert
de Ao = ¢(I,) dans S, (R) avec

VA eV, A="p1(A) A~ (4)

on pose alors p := ¢~ qui convient. O



Ici, Q(z) est symétrique, avec Q(0) = 1d*fo € Gl,(R), par notre lemme, il existe V un
voisinage de Q(0) dans S,(R), et p : V — GIl,(R) de classe C' tel que A = 'p(A)Q(0)p(A)
pour tout A € V. Par continuité de @) (continuité sous intégrale) il existe W un voisinage de
0 dans R™ tel que

Vo e W,Q(z) €V et Qz) ="(Q(2))Q(0)p(Q(x))

On pose M(z) := p(Q(z)) et y = M(x)z, on a alors f(x) — f(0) = 'yQ(0)y. Par hypothése
sur d*f,, il existe A € GI,,(R) telle que "AQ(0)A = ([

p

0
0 —I,_,

, en posant u = A7y, on a

(&) = £(0) = "yQ(0)y = "u"AQ(0) Au—Zu—Zu

i=p+1

On pose alors p(x) = A'M(z)z, on a bien ¢(0) = 0, et ¢ est de classe C' sur W. Puis,
pour h € W, o(h) — p(0) = A*M(h)h = A7'M(0).h + o(||h]|) dou dpy = A" M(0) qui
est inversible. Par le théoréme d’inversion locale, ¢ induit un C!'-difféomorphisme entre deux
voisinages de 0, ce qui donne le résultat.



