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Rappelons que 'algorithme du gradient & pas optimal est défini comme suit :

(10 € R™ fixé

Pour k£ > 0 faire
Trouver py, tel que J(uF — p,VJ(u")) = inf jcr J(u* — pV J(uF))
uF = b — p VI (uF)

fin

\

Théoréme 1. Soit J : R" — R une fonctionnelle différentiable et a-convexe. St VJ est une
fonction lipschitzienne sur R™, alors l'algorithme du gradient a pas optimal converge vers
u € R" réalisant J(u) = inf cgn J(x).

Commencons par noter que I’a-convexité de J assure I'existence d’un unique minimum glo-
bal u, caractérisé par I’équation d’Euler VJ(u) = 0, le probléme de minimisation est donc
bien posé. De plus, on peut supposer que pour tout k > 0, VJ(u*) # 0 (sinon u* = u et
I'algorithme a convergé en un nombre fini d’itérations).

Montrons que le probléme de minimisation intermédiaire est bien posé : Soit £ > 0, on pose

ap: R — R”
p — uf—pVJ(u)

Et pr := Joay : R — R, cette fonction est différentiable, et on a par dérivation des composées
0(p) = dJuy(p) 0 day, , = (VI (" — pV J(uF (p)) = — (VI — pVJI(uF)), VJI(uF))

Soient p,o € R, on a

(¢k(p) = k(@) (p = 0) = (VI (u" = oV I(u")) = VI(u* = pVI(u*)), VI (u")) (p — o)
= (VJ(ar(0)) = VI (ar(p), (p — o)V (u"))
= (VJ(ar(0)) = VI (ar(p), (u* — oV I (u¥)) — (u* — pV I (u")))
= (VJ(ak(0)) = VJ(au(p)), aw(0) — ax(p))
> ala(o) — ax(p)]|”
=alp—of HVJ H
Donc ¢y, est « HVJ H -convexe et la probléme de minimisation intermédiaire admet une

unique solution py, caractérisée par I’équation d’Euler :
(VIWF = p VI (WF), VIWF)) = (VI VJI(WF)) =0

En particulier, deux directions de descente successives V.J(u**1) et V.J(u*) sont orthogonales,
on a de plus

(VI 0 — ") = (VI uf — (u* — pp VI (u")) = 0
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Nous pouvons a présent appliquer ces différents résultats pour montrer la convergence de
notre algorithme : Par a-convexité de J, on a

J() 2 @)+ (VI 0 =)+ Dt — P = gt + S

2
5 H k uk’-i—lH

u

La suite (J(u*))xen est donc décroissante, et minorée par inf,cg. J(x) par définition : il s’agit
d’une suite convergente. Donc la suite (J(u*) — J(u*!))ren converge vers 0, il en va donc de
méme de (u* — uF1) ey toujours par I'inégalité ci-dessus.

Nous voulons enfin montrer que la suite (u*)ycn converge vers u, on a, par a-convexité

N

(VJI(WF) = VI (u),u* —u)
(VJ(u¥),u" —u)

IV Il =

o [ju =

N

Donc a ||u* — uH < [|[VJ(u¥)||, il suffit donc de montrer que (V.J(u¥))ren converge vers 0.
Or, on a

|V J( H (VJ(u¥), V("))
(VJ(uF) - VJ( L), VJ( "))
[J(®) = J ("] HW )

L[Ju* ~ ’““H eyl

NN

Ou L est le rapport de Lipschitz de V.J sur R™, on en déduit HVJ(uk)H <L Huk — uk“H, ce
qui termine la preuve.



