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Théoréme 1. L’application exp : M, (C) — G1,,(C) est surjective.

Considérons C' € M,,(C), et C[C] l'algebre les polynomes en C' (image par I’évaluation en C
de l'algébre C[X]). On raisonne en plusieurs étapes :

Etape 1 : On a exp(C) € C[C], en effet, C[C] est un sous-espace vectoriel de M,,(C), donc
un fermé (les deux espaces sont de dimension finie). Ainsi,

est dans C[C] comme limite de points de C[C].

Etape 2 : On a C[C]* = C[C]NGI,(C) (les inversibles de I'anneau C[C] sont exactement les
inversibles de M,,(C) se trouvant dans C[C]). On bien-stir une inclusion triviale de C[C]* dans
C[C] N GI,,(C). Réciproquement, soit M € C[C] N Gl,(R), on peut considérer son polynéme
caractéristique x(X) = Yp_ apX*, comme M € GI,(C), on a xu(0) = ag = det(M) # 0,
et on obtient, par le théoréme de Cayley-Hamilton :

0=xu(M)=> arM" = —aol, =Y a,M"*
k=0 k=1
1 n—1
=1, =M|— M*

Donc M~ est un polynoéme en M, et donc un polynéme en C, on a bien M € C[C]*, d’ou
I'égalité.

Etape 3 : Soit M € C[C], on a vu que exp(M) € C[C], de plus, on sait que exp(M) € G1,(C)
(son inverse est exp(—M)), par I'étape précédente, on a donc exp(C[C]) C C[C]*. Ensuite,
comme C[C] est une C-algébre commutative, on a

VM, N € C[C],exp(M + N) = exp(M) exp(N)

I'exponentielle induit donc un morphisme de groupes (C[C],+) — (C[C]*, x).

Etape 4 :On montre que C[C]* est un ouvert connexe par arcs de C[C]. Il s’agit d'un ouvert
d’aprés I'étape 2 (GI,,(C) est bien-sir un ouvert de M,,(C) comme préimage de C* par le
déterminant). Soient ensuite M, N € C[C]*. On peut, pour z € C, poser P(z) := det(zN +
(1 — z)M), qui est un polynéme (de degré n) en z, qui ne s’annule ni en 0, ni en 1. On
pose v : [0,1] — C un chemin continu de 0 vers 1 qui ne passe par aucune racine de P
(ceci est possible car on travaille sur C, et P est un polynome non nul). Le chemin I' : ¢ —
Y(t)N + (1 — ~(t))M est alors un chemin continu de M vers N, qui reste dans C[C]* par
construction de .

Etape 5 : On montre que exp(C[C]) est un ouvert de C[C]*. On sait que

dexp0 = Td pq,,(c)

donc det dex,0 = 1 # 0, comme Pexponentielle est une application de classe C! (et méme
C*). On applique le théoréme d’inversion locale a exp : C[C] — C[C], on obtient
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- Il existe U C C[C] un voisinage ouvert de 0.
- Tl existe V' C C[C] un voisinage ouvert de I,,.

tels que exp : U — V soit un C'-difféomorphisme. En particulier, exp(C[C]) contient un
voisinage ouvert, de I,, dans C[C].

Soit & présent exp(M) € exp(C[C]) (avec donc M € C[C]). La multiplication a gauche par
exp(M) est un homéomorphisme de exp(C[C]) sur lui méme, qui envoie V sur exp(M)V =
exp(M + U), qui est un ouvert de C[C] contenant exp(M) et inclus dans exp(C[C]), qui est
donc voisinage de exp(M) : exp(C[C]) est voisinage de tous ces points dans C[C] : ¢’est un
ouvert de C[C].

Etape 6 : On montre que exp(C[C]) est un fermé de C[C]*. On sait que exp(C[C]) est un
sous-groupe de C[C]*, donc C[C]* \ exp(C[C]) peut s’écrire comme la réunion des classes a
gauche non triviales modulo exp(C[C]) :

CleP \esp(CC) = |J  Mexp(CIC))

MinC[C]* \exp(C[C])

or ces classes a gauche sont des ouverts (images d’un ouvert par un homéomorphisme, cf étape
précédente), donc C[C]* \ exp(C[C]) est un ouvert comme réunion d’ouverts, et exp(C[C])
est un fermé de C[C]*.

Etape 7 : Nous avons montré que exp(C[C]) est un ouvert fermé (non vide) du connexe
C[C]*, on a donc exp(C[C]) = C[C]*. Ainsi, pour C € GI,(C), on a C € C[C]* =
exp(C[C]) C exp(M,,(C)), d’out le résultat.



