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Théoréme 1. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie, et uy,- - ,u, € L(F) une
famille d’endomorphismes trigonalisables. On suppose de plus que les u; commutent entre
euxr deux a deux. Alors il existe une base de E dans laquelle les matrices des u; sont toutes
triangulaires supérieures (i.e les u; sont co-trigonalisables).

On utilise une double récurrence sur m et n = dim £ : en posant P, ,, le résultat pour toute
famille de m endomorphismes sur un espace de dimension n, on montre

Vm e N*(Vn € N, Ppy) = (Yn € N, Ppy1n) et Vo€ N, Py,

L’hypothése de trigonalisabilité individuelle rend le cas P, trivial quel que soit n € N.
Pour m > 2 fixé, on montre Vn € N, P,,,, par récurrence sur n.
Le cas n = 1 est immeédiat : tout endomorphisme admet dans toute base une ’matrice’
triangulaire supérieure.
Supposons n > 1, pour i € [1,n], comme wu; est trigonalisable, il existe un polynéme P; €
k[X] scindé sur k et tel que P;(u;) = 0. Considérant I’endomorphisme ‘u; € L£(Ex), on a
P,(*u;) = (P;(u;))t = 0, donc P; est aussi annulateur de ‘u;, qui est donc trigonalisable de
méme que u;. En tant qu’endomorphisme trigonalisable, ‘u; admet alors une valeur propre
i, d’espace propre F; C E* non trivial.
On remarque ensuite que les endomorphismes ‘u; commutent entre eux deux a deux, en effet
on a

Vi, j € [1,n], "u; o tuj; = *(uj o w;) = *(u; o uy) = "uj o'y,

Soit ¢ € Fy = Ker (‘u; — A\ Idg~), on a, pour i € [1,n]

g (i () = "ui("ua (@) = "ui(Map) = M'us()

donc *u;(¢) € Fi, qui est donc stable par ‘u;. On peut alors poser v; := ‘u;p, € L(F), les
polynomes P; étant annulateurs des v;, ceux-ci sont trigonalisables sur F} et ils commutent
entre eux deux a deux.

- Si Fy = E*, alors 'u; est une homothétie, de matrice diagonale dans toute base, de
méme que u;. Le probléme est donc ramené a I'étude des endomorphismes usg, - - -, U,
le résultat est alors donné par P,,_1 .

- Si F} est de dimension r < n, alors par P, ,, il existe {g1,-- ,g,} une base de F; dans
laquelle les matrices de vy, - - - , v, sont triangulaires supérieures.
Dans tous les cas, on peut trigonaliser vy, - - - , v, dans une méme base de F, donc vy, --- , v,

partagent un vecteur propre : le premier vecteur de la base g; € E*. Comme Vect(g;) est
stable par tous les ‘u;, son orthogonal H = Ker g; est stable par tous les u;. On peut donc
considérer w; 1= (ui)‘H, et appliquer P, ,—; aux w; : Il existe une base e, --- ,e,_; de H dans
laquelle les matrices des w; sont toutes triangulaires supérieures, on obtient alors le résultat
en prenant pour e, un vecteur quelconque de H=.



