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On fixe (E, (.,.)) un K-espace vectoriel euclidien de dimension n finie, on note ||.|| la norme
associée au produit scalaire.

Théoréme 1. Le groupe orthogonal O(E) est engendré par les réflexions. Plus précisément,
tout élément de O(F) est produit d’au plus n réflexions.

Soit u € O(F), on considére F,, := Ker (u—Id) et p, := n—dim F,,. On prouve par récurrence
sur p, que u est un produit d’au plus p, réflexions.

Le cas p, = 0 est clair : on a alors F,, = E et u = Id soit un produit de 0 réflexions.

Pour p, > 0, notre hypothése de récurrence est :

Va € O(E) | pa < pu,a est produit d’au plus p, réflexions

Comme p, > 0, on peut choisir x € F;- \ {0}, on pose y = u(z). Comme F, est stable par u
(c’est un espace propre) et u € O(E), son orthogonal F est aussi stable par u, donc y € F-.
Comme u € O(E), on a ||y|| = ||z||, donc

(z—y,z+y) = (,2) — (y,2) + (2,9) — (g, y) = lz]|* = [ly||* =0

On considére 7 la réflexion qui fixe E* := (x — y)* et retourne E~ := (z — y), ceci est bien
défini car y # x (en effet, x € F- \ {0} entraine z ¢ F,). De plus, comme x +y € (z — y)*,

on a

Te—y)=y—z=r7(x) =7y

T(x+y) =c+y=r1(x)+7(y)
Donc 7(y) = 7(u(z)) =z et x € F,,. Comme 7 —y € F-, on a E~ C F} et en passant a
'orthogonal, F,, C E*, donc 7y, = Idp, : donc pour z € F,,, on a 7(z) = z et z € F,,. Ainsi,

F, C F,, mais cette inclusion est stricte car x € F,, N F’ul Donc p,, < pu, donc 7u est un
produit d’au plus p,, réflexions. Ainsi, u est un produit d’au plus p,, + 1 < p, réflexions.

Théoréme 2. Le groupe spécial orthogonal SO(FE) est engendré par les renversements pour
n = 3.

On prouve le lemme suivant

Lemme 3. Pour n > 3, si 7y et 75 sont deux réflexions, il existe o1 et oo des renversements
tels que
T1T2 = 0102

Démonstration. Sin = 3, alors —71 et —7» sont des renversements : dans une bonne base, la
matrice d’une réflexion s’écrit

0
0
-1

o O =
o = O



et donc celle de —7; s’écrit

-1 0 0
0 -1 0
0O 0 1
qui est bien la matrice d’un renversement et 0y = —7y et 09 = —75 conviennent.

Sin > 3, notons H; et Hy les hyperplans fixés par 7y et 7, (respectivement), comme n > 3, il
existe V' C Hy N H; de dimension n—3 > 1. Donc (7172)y = Idy. Comme 7175 est un élément
de O(E), V1 est stable par 7;75. Ainsi, V1 est de dimension 3 et on retrouve le premier cas :
il existe 01,09 € O(V1) des renversements tels que oy0y = (T172)jv+. On pose 01 = Idy @ 0y
et gy = Idy @ oy, ce sont des renversements de O(E) et on retrouve g102 = 7172, soit le
résultat voulu. O

Soit u € SO(FE), par le théoréme précédent, u s’écrit comme un produit 7 - - - 7 de réflexions.
Comme det(7;) = —1, on obtient 1 = det(u) = (—1)* et k est pair, le lemme appliqué aux
produits successifs 7;7;,1 donne alors le résultat.



