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Lemme 1. Soient E un espace euclidien de dimension 2, et uw € L(E) un endomorphisme
normal sans valeurs propres réelles. Dans toute base B de E, on a

Matg(u) = (Z _ab>
avec b # 0.

Démonstration. Soit B une base de E, avec Matg(u) = M := ,onab#0caru

a c
b d
est sans valeur propre réelle (si b = 0, M est triangulaire supérieure et a,d sont des valeurs
propres). La normalité s’écrit alors

a?+c ab+cd\  [a®+V ac+bd
ab+cd V*+d*)  \ac+bd A+ d?

En particulier, ¢ = b% et b = +c. Si b = ¢, alors Matg(u) est symétrique et donc admet des

valeurs propres réelles, donc b = —c. On en déduit d—a = a—d et a = d, d’out le résultat. [

Théoréme 2. Soit E un espace euclidien, w € L(E) un endomorphisme normal, alors il
existe B une base orthonormale de E telle que
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Avec Vi e [1,r],\; e R etV e [1,s],7; = ( :ﬁ”), avec a;j,b; € R.
j

On raisonne par récurrence sur n = dim F. Le cas n = 1 est immédiat, supposons a présent
le résultat obtenu pour les espaces de dimension au plus n — 1, et supposons E de dimension
n. On distingue deux cas selon si v admet ou non une valeur propre réelle.

Si u admet A € R une valeur propre, dont on note E I’espace propre associé. Son orthogonal
Ej- =: F est stable par u et par u* par commutativité. Comme ujp et u‘*F = u|*F commutent et
dim F' < n—1, par hypothése de récurrence, il existe B; une base orthonormée de F' telle que
Matp, (u‘p) a la forme voulue. Si B, est une base orthonormée de F), la base B = B; U By
donne le résultat voulu.

Si u est sans valeur propres réelles, on peut considérer Q(X) = X2 — 2aX + 3 un facteur
irréductible dans R[X] du polynéome caractéristique de u (on a en particulier o < f et
f > 0), on pose N = Ker Q(u).



Si M désigne la matrice de u dans une quelconque base, comme () est irréductible dans RX],
ona @Q(X)=(X—A)(X —A) pour un A € C, valeur propre de M. On a alors

det(Q(u)) = det(u — \) det(u — A\) = det(M — \I,,) det(M — AI,,) = 0

donc N # {0}. Comme u € C(u*)[] on a R[u] C C(u*) et en particulier, Q(u) et u* com-
mutent : comme N est u-stable, il est également u*-stable.

Posons v = ujy, on a v* = uy, on a v'v = (u*u)| N est symétrique, donc admet p € R une
valeur propre, et z € N \ {0} avec v*v(x) = px.

Comme z € N, on a u?(x) = 2cu(r) — Bx et u est sans valeurs propres réelles, on a
F = Vect(z,u(z)) = Vect(u(zr),u?(x)) est de dimension 2 et u-stable. On a

wu(z) = v'v(r) = pr € F et u*u?(v) = uwuu(z) = u(pr) = pu(z) € F
Donc F' est également u*-stable, et urF = ul*F Ainsi, ur est normal, par notre lemme, on

. —b
peut considérer By une base orthonormée de F' avec Matp(u) = (Z a >
Comme F est u*-stable et u-stable, F* est u** = u-stable et u*-stable, donc “TFL = u|*Fl,
donc w1 est normal. Comme F L est de dimension n — 2 < n, par notre hypothése de
récurrence, on obtient une base orthonormée B; de F* telle que Matp, (ujpr) ait la forme
voulue, la base B; U By de E donne le résultat voulu.

1. C(u*) est le commutant de u*, ’ensemble des endomorphismes qui commutent a u*



