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Rappelons que pour ¢ une forme quadratique définie positive sur R™, un ellipsoide est défini
par 1'équation ¢(x) < 1.

Théoréme 1. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™. Il existe un unique ellipsoide
centré en 0 de volume minimal contenant K

Lemme 2. Soient A et B deur matrices réelles symétriques définies positives, et a, f € R,
tels quea+p3=1. On a

det(aA + BB) > (det A)*(det B)”

Démonstration. Le théoréme de pseudo-réduction simultanée donne 'existence de P € GI,,(K)
et de D = Diag(Ay, -+, \,) diagonale réelle telle que A = 'PP et B = 'DP. Les \; sont
strictement positifs car B est définie positive. On a donc

(det A)*(det B)? = (det P*)*(det P?det D)? = det P*(det D)”

car o + 3 = 1, et det(aA + BB) = det P? det(al, + D), c’est a dire que
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ou encore, en prenant le logarithme, que

n
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Pour tout ¢ € [1,n], on a In(a + 5X;) > aln(l) + fIn\; = Bln \; par stricte concavité du
logarithme. Il ne reste qu’a sommer ces inégalités sur . O]

On pose @ (resp. @y, resp. @4, ) ensemble des formes quadratiques (resp. positives, resp.
définies positives) de R™, et pour ¢ € Q4+, on pose &, = {x € R" | ¢(z) < 1}. Commencons
par calculer le volume V, de &, on choisit une base orthonormale B = (ey,--- ,e,) dans

laquelle ¢ s’écrit
g(w) = gt
i=1

On obtient
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L dont le jacobien est ———. On
observe que si S est la matrice de ¢ dans une base orthonormale quelconque de R", il existe
P € O,(R) telle que S = PDiag(ay,- - ,a,)"P. On a alors det S = a; - - - a,,. Ce déterminant
ne dépend pas de la base orthonormale de R™ choisie. On a donc

Vo
D(q)

On considére le changement de variables donné par z; =

Vq:



ol Vj est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne. On est donc ramené a trouver
une unique forme quadratique ¢ € @, telle que D(q) soit maximal et que gx < 1. On munit
Iespace @ de la norme NV définie par N(q) := ;< |¢(z)]. Il est alors naturel de considérer
I’ensemble

A={qe Qs |Vre K q(x) <1}

et de chercher & maximiser D sur ce domaine. Montrons que A est un compact convexe non

vide de @ :

- Aest convexe : soient ¢, ¢ € Aet A € [0,1]. la forme A\g+ (1 —\)¢ est clairement positive.
De plussiz € K, (A\¢+ (1 —\)¢')(z) < 1 car [0,1] est convexe. Donc \g+ (1 —X)¢' € A
comme annonceé.

- A est fermé : Soit (g,)nen est une suite de A convergente dans () vers ¢, on a pour
x € R™ |q(x) — qu(z)] < N(q— ¢n) ||z||, donc lim,,_, 4 oo ¢n(x) = g(x). On en déduit
Ve € R" g(x) = lim g,(x) >0 et Vx € K,q(z) = lim ¢,(x) <1
n—oo n—oo

donc g € A.

- Montrons que A est borné. Comme K est d’intérieur non vide, il existe a € K et r > 0
tel que B(a,r[C K. Soit ¢ € A, si ||z|]| < r, alors a + 2 € K, donc g(a + =) < 1, d’autre
part. On a ¢(—a) = ¢(a) < 1. On obtient alors

V@) = alz +a—a) < Vgl +a) + /q(—a) <2

Donc g(z) < 4, et N(q) < 3.

- Montrons enfin que A est non vide, comme K est compact, il existe M > 0 tel que
K C B(0, M], la forme ¢(z) = HHxH2H M? convient.

L’application déterminant est continue, donc ¢ — D(q) est continue sur le compact A, et

2
atteint donc un maximum sur A en un certain ¢y, comme D <”;2—HQ) >0, on a D(qp) > 0 donc
9 € Q++.
Il reste a prouver l'unicité de notre ellipsoide. Soit ¢ € A tel que D(q) = D(qo), et ¢ # qo-
Soient S et Sy les matrices respectives de g et ¢y dans la base canonique de R"™. Comme A
est convexe, 3(q + ¢o) appartient & A, et par notre lemme, on obtient

D (@) =det o+ @) ) > (det5)(det 50" > Dian)

Ce qui contredit la maximalité de D(q).



