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Rappelons que pour q une forme quadratique dé�nie positive sur Rn, un ellipsoïde est dé�ni
par l'équation q(x) 6 1.

Théorème 1. Soit K un compact d'intérieur non vide de Rn. Il existe un unique ellipsoïde
centré en 0 de volume minimal contenant K

Lemme 2. Soient A et B deux matrices réelles symétriques dé�nies positives, et α, β ∈ R+

tels que α + β = 1. On a

det(αA+ βB) > (detA)α(detB)β

Démonstration. Le théorème de pseudo-réduction simultanée donne l'existence de P ∈ Gln(K)
et de D = Diag(λ1, · · · , λn) diagonale réelle telle que A = tPP et B = tDP . Les λi sont
strictement positifs car B est dé�nie positive. On a donc

(detA)α(detB)β = (detP 2)α(detP 2 detD)β = detP 2(detD)β

car α + β = 1, et det(αA+ βB) = detP 2 det(αIn + βD), c'est à dire que

n∏
i=1

(α + βλi) >

(
n∏
i=1

λi

)β

ou encore, en prenant le logarithme, que

n∑
i=1

ln(α + βλi) > β
n∑
i=1

lnλi

Pour tout i ∈ [[1, n]], on a ln(α + βλi) > α ln(1) + β lnλi = β lnλi par stricte concavité du
logarithme. Il ne reste qu'à sommer ces inégalités sur i.

On pose Q (resp. Q+, resp. Q++) l'ensemble des formes quadratiques (resp. positives, resp.
dé�nies positives) de Rn, et pour q ∈ Q++, on pose Eq = {x ∈ Rn | q(x) 6 1}. Commençons
par calculer le volume Vq de Eq, on choisit une base orthonormale B = (e1, · · · , en) dans
laquelle q s'écrit

q(x) =
n∑
i=1

qix
2
i

On obtient

Vq =

∫
a1x21+···+anx2n61

d(x1, · · · , xn)

On considère le changement de variables donné par xi =
ti√
ai

dont le jacobien est 1√
a1···an . On

observe que si S est la matrice de q dans une base orthonormale quelconque de Rn, il existe
P ∈ On(R) telle que S = PDiag(a1, · · · , an)tP . On a alors detS = a1 · · · an. Ce déterminant
ne dépend pas de la base orthonormale de Rn choisie. On a donc

Vq =
V0√
D(q)
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où V0 est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne. On est donc ramené à trouver
une unique forme quadratique q ∈ Q++ telle que D(q) soit maximal et que qK 6 1. On munit
l'espace Q de la norme N dé�nie par N(q) :=

∑
‖x‖61 |q(x)|. Il est alors naturel de considérer

l'ensemble
A = {q ∈ Q+ | ∀x ∈ K, q(x) 6 1}

et de chercher à maximiser D sur ce domaine. Montrons que A est un compact convexe non
vide de Q :

- A est convexe : soient q, q′ ∈ A et λ ∈ [0, 1]. la forme λq+(1−λ)q′ est clairement positive.
De plus si x ∈ K, (λq+ (1− λ)q′)(x) 6 1 car [0, 1] est convexe. Donc λq+ (1− λ)q′ ∈ A
comme annoncé.

- A est fermé : Soit (qn)n∈N est une suite de A convergente dans Q vers q, on a pour
x ∈ Rn, |q(x)− qn(x)| 6 N(q − qn) ‖x‖, donc limn→+∞ qn(x) = q(x). On en déduit

∀x ∈ Rn, q(x) = lim
n→∞

qn(x) > 0 et ∀x ∈ K, q(x) = lim
n→∞

qn(x) 6 1

donc q ∈ A.
- Montrons que A est borné. Comme K est d'intérieur non vide, il existe a ∈ K et r > 0
tel que B(a, r[⊂ K. Soit q ∈ A, si ‖x‖ 6 r, alors a+ x ∈ K, donc q(a+ x) 6 1, d'autre
part. On a q(−a) = q(a) 6 1. On obtient alors√

q(x) =
√
q(x+ a− a) 6

√
q(x+ a) +

√
q(−a) 6 2

Donc q(x) 6 4, et N(q) 6 4
r2
.

- Montrons en�n que A est non vide, comme K est compact, il existe M > 0 tel que
K ⊂ B(0,M ], la forme q(x) =

∥∥‖x‖2∥∥M2 convient.

L'application déterminant est continue, donc q 7→ D(q) est continue sur le compact A, et
atteint donc un maximum sur A en un certain q0, comme D

(
‖x‖2
M2

)
> 0, on a D(q0) > 0 donc

q0 ∈ Q++.
Il reste à prouver l'unicité de notre ellipsoïde. Soit q ∈ A tel que D(q) = D(q0), et q 6= q0.
Soient S et S0 les matrices respectives de q et q0 dans la base canonique de Rn. Comme A
est convexe, 1

2
(q + q0) appartient à A, et par notre lemme, on obtient

D

(
1

2
(q + q0)

)
= det

(
1

2
(q + q0)

)
> (detS)1/2(detS0)

1/2 > D(q0)

Ce qui contredit la maximalité de D(q0).
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