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Théoréme 1. (Dunford) Soit un endomorphisme u € L(E), qui annule un polynome scindé
sur K. Il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes tels que

-u=d+n
- d est diagonalisable et n est nilpotent.
- d et n commutent.

De plus, d et n sont alors des polynémes den w.

Lemme 2. Soitu € L(E) et P € K[X] un polynéme annulateur de f. Soit P = SM™* - - - M
la décomposition en facteurs irréductibles de K[X] du polynéme P. Pour tout i € [1,s], on
pose N; = Ker M (u). On a alors
E=PN
i=1

et pour tout 7, la projection sur N; pour cette décomposition est un polynéome en u.

Démonstration. La décomposition en somme directe découle immeédiatement du lemme des
noyaux (les M;" sont premiers entre eux). Pour tout 4, on note @; = []; oy M;-lj les Q;
sont premiers entre eux globalement (ils n’ont aucun facteur tous commun), par I’égalité de
Bézout, il existe Uy, - -+ , U, € K[X] tels que Y7, U;Q; = 1, autrement dit

ldg = ZUi(f) o Qi(f)

Pour tout ¢, on pose P; = U;Q; et p; = Pi(f). On reformule donc Idg = ., p; (*). Par
ailleurs, pour tout ¢ # j, on a P|Q;Q);, donc

Vi # j,piop; = QiQ;(f) o U;U;(f) =0

En composant par p; dans (), on obtient p; = p? et donc p; est un projecteur.
Montrons que pour tout i, Imp; = N; : soit y = p;(x) € Imp;, on a

M () ) = ME(f) 0 Pif) (@) = U(f) o P()(x) = 0

ainsi, Imp; C Ker M (f) = N;,.

Réciproquement, soit © € N; = Ker M (f), par (%), x = py(z) + - - - + ps(x). Or, pour j # i,
pi(x) = U;(f) 0 Qj(x) = 0 car M;”(x) = 0, donc x = p;(x) € Im p;.

Calculons maintenant Ker p; : pour tout j # ¢, on a N; C Ker p; car si z € N;, alors
pi(z) = Uj(x) o Qi(f)(x) = 0 car ij divise @;. On en déduit que P, ,; N; C Ker p;.
Réciproquement, pour x € Ker p;, par (%), z = Zi# p;(z), donc = € @i# N;. Finalement,
Ker p; = P, 4; N, ce qui termine la démonstration. O]



Passons a présent a la preuve proprement dite :

Existence : Ecrivons y, = [];_,(X — A;)® et pour tout i, notons N; = Ker (u — \;)*. Notre
lemme s’applique avec P = xy et pour tout i, M; = (X — );). En utilisant les notations
précédentes, pour tout ¢, p; = P;(u) est le projecteur sur N; parallélement & € ;i IVj- Posons

d= i)\ipi et n=f—d= i(u_/\i]d)pi
i—1 i—1

Les endomorphismes d et n sont bien des polynémes en wu, ils commutent donc entre eux.
Ensuite, d est diagonalisable (en prenant une base de la décomposition E = @;_, N;), enfin,
on remarque (par récurrence immeédiate sur ¢ € N)

s

n? = Z(u — Nila)p;

i=1

qui devient nul pour ¢ = maxe; 5] @, donc n est bien nilpotent.

Unicité : Soit (d’,n’) un autre couple vérifiant les conditions souhaitées, les endomorphismes
d' et n' commutent avec d' + n’ = u et donc avec d et n qui sont des polynémes en u. Ainsi,
d et d' sont codiagonalisables, donc d — d’ est diagonalisable. Comme d — d" = n’ — n est
nilpotente (n et n’ commutent), on en déduit que d — d = n —n’ = 0 la seule matrice
nilpotente et diagonalisable.



