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Théoréme 1. (Loi de réciprocité quadratique)
Sotent p, q deux nombres premiers impairs distincts, alors
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Lemme 2. Soit x € F5, on a que x est un carré dans [, si et seulement st x 2 = 1.

Démonstration. Notons
A = {carrés dans F;} et B={r € F) | 2T = 1}

Soit x € A, il existe alors y € I, tel que y? = x, on a alors ' = yP~! =1 par le théoréme
de Lagrange sur le groupe (I, x), donc x € B et AC B.
Considérons ensuite le morphisme de groupes

p: F, — A
r — 2

Il s’agit d’un morphisme surjectif (par définition de A), or, son noyau est donné par {+1},
donc |A| = Eol _ o1
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Enfin, B est constitué des racines du polynomes X B _1le F,[X], il est donc au plus de
cardinal 7%1. On obtient bien B = A par inclusion et égalité des cardinaux. O

Considérons maintenant p, ¢ premiers impairs distincts, et €2 une cloture algébrique de .
On pose w € 2 une racine g-éme de I'unité dans ) avec w # 1 et
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Ceci a bien un sens, I'application Z — ) envoyant k sur w* passe au quotient par ¢Z car
w? =1 (c’est une racine g-éme de I'unité.
Calculons y? :



Comme (g) =0,o0na
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D’ou

qT_lyQ = Z w"C!
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en posant C,, ZteF ( p ) Siu=0,alors Cp =, p. (%) =q—1,sinon s =1—ut™!
q
décrit IF, \ {1} quand t décrit Fy, d’oun

n 5,050 -Q-crr - ()--0) -

seF\{1} s€lfy

Ainsi, on obtient
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(D)7 yP=q-1-) w'=q—1+1=gq
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car w est une racine g-¢me de 'unité (polynome cyclotomique : &, =1+ X +--- + X7°1).

Montrons ensuite que y?~! = (§> : on a (morphisme de Frobenius)

p
p_ Yo = T ep
= (%)) -2 (5)e
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Ce qui clos la démonstration.



