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Théoréme 1. (Chevalley Warning) On fivze ¢ = p* une puissance de nombre premier et
K =TF,. Soit (fo)aca une famille de polynomes de K[Xy,---,X,] tels que

Y dfa<n
a€cA

On pose V- C K™ l’ensemble des zéros communs a tous les f,. On a

VI = 0lp]

On pose

P=1[(-5")

acA

On remarque que P(z) =1sixz € V,etsiz ¢ V, I'un des f,(x) est non nul. Comme K* ests
cyclique d’ordre ¢ — 1, f971(z) =1 et P(X) = 0. Ainsi, P = 1y, finalement, on pose

Vfe KXy, X, S(f):= ) flx) e K

On a donc |V| = S(P)[p]. Il suffit de montrer que S(P) = 0 dans K. Comme > d°f, < n,
on a d°P < n(q—1), donc P est combinaison linéaire de monomes de la forme

X" = X" X' avec Zuz <n(qg—1)

i=1
il suffit de prouver que pour un tel mondéme, on a S(X*) = 0. Par le principe des tiroirs, il
existe ¢ € [1,n] tel que u; < ¢ — 1. On calcule

S(X") = SX)S(X - X Xim)
Siy € K* est un générateur de K*, on a

S(XZL'L) _ Z 2% = Z (yx)'UA, =yt Z % = yUzS(XUZ)

TeK* TeEK* zeK*
Comme u; < ¢ — 1, y* # 1 et donc S(X™) =0 d’ou S(X*) = 0 et le résultat.
Théoréme 2. (Erdos Ginzburg Ziv)

Sotent n € N*, parmi 2n — 1 entiers ay,--- ,a2,_1, on peut toujours en choisir n dont la
somme est divisible par n.

On traite dans un premier temps le cas oll p := n est un nombre premier. On se place dans
K =T,, on pose

2p—1 2p—1
Pi(X1,  Xona) =Y XP' et Py(Xy, o0 Xopoy) = > @G XD
i=1 =1

Par le théoréme de Chevalley Warning, comme 0 est une racine commune de ces polynoémes,
il existe au moins p racines communes, prenons (i, - - , Zg,—1) une telle racine non triviale.
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1) Pouri € [1,2p—1],ona2’"" = 0 ou 1 dans K suivant si 2; = 0 ou non. Donc P;(x) = 0

2)

si et seulement si il existe p ou 0 coordonnées non nulles dans x. Comme z # 0, il existe
exactement p indices iy, - - 4, avec x;, # 0 pour k € [1, p].

Le deuxiéme polynome nous donne alors

p

0= P21, ,22p1) = Zaik
k=1

Ce qui est bien le résultat voulu

Revenons en au cas général, que 'on traite par récurrence sur n : Le cas n = 1 est vide,
ensuite, supposons le résultat acquis pour d < n. Si n est premier, on conclut par I’étape 1,
dans le cas contraire, on écrit n = pn’ avec p premier (et donc p,n’ < n).

1)

On écrit 2n — 1 = (2n’ — 1)p 4+ p — 1, par hypothése de récurrence, on peut construire
2n’ — 1 sous-ensembles de {aj,- - ,a9,_1} disjoints avec, Vi € [1,2n' — 1], E; est de
cardinal p et la somme de ses éléments est divisible par p.

Pour i € [1,2n' — 1], on note s; la somme des éléments de E; et s; = ps;. On applique
notre hypothése de récurrence sur s, - -+, sh,,_, : il existe ky,--- , ky € [1,2n' — 1] tels

T n'
que n' divise ) ;" s} .

/
On considére enfin (Jj_, Ey; C {a1,-- ,a9v1} de carcinal pn’ = n et donc la somme

des éléments vaut
n' n
_ !
E Sk‘j =D E Sk]'
1 j=1

j=

et est divisible par pn’ = n.



