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L3 MATHEMATIQUES NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

TD 6 - BIRAPPORT, INVERSIONS, HOMOGRAPHIES.

1 Birapport, homographies

Exercice 1. On définit le birapport de quatre nombres complexes distincts a, b, ¢, d par

a—cb—d
b,c,d] =
2,8, ,d] a—db—c
Montrer que
[b,a,¢,d] = [a,b,c,d] " ‘ [a,c,b,d] =1— [a,b,c,d] ‘ [a,b,d,c] = [a,b,c,d] "
le.b,a.d) = —[3250 = B2GT Tld bieal = 1= [a.b,e.d) [ [a.d,eb) = —[p25 = 2T

_[G,C,b,d} o [a,b,c,d]—l _[G,C7b,d] B [a7b7c7d}_1

Remarquez que quel que soit 'ordre dans lequel on met a, b, ¢, d, le fait que le birapport est réel est conservé.

On admet la proposition suivante :

Proposition 1. Le birapport de quatre nombres complexes distincts est réel si et seulement si les quatre points
sont cocycliques ou alignés. Ainsi, une application f : C — C préserve les droites et cercles si et seulement si
elle préserve le fait que le birapport soit réel.

Exercice 2. (Inversions) Soit {2 un point du plan d’affixe ¢ et r € R*. L’inversion ¢ := i(2,7) de centre et
de rapport r est Papplication du plan épointé P\ {Q} dans P qui & tout point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe 2’ tel que

- M’ est sur la droite (QM).
— —
- Le produit scalaire (QM, QM’) est égal & r2.
1. Montrer que 'expression complexe de (€2, r) est
2

(z—0)

sy —
(Indication : on rappelle que le produit scalaire (QM,QM’) est égal a Re((z — Q)(z' — Q))

. Montrer que #(£2,7) est une involution et déterminer son image.

i(Q,r)(z) = +c

w N

. Montrer que (€2, ) envoie droites et cercles sur droites et cercles.

. Montrer que pour deux points M, N, on a i(M)i(N) = %

W

Exercice 3. Soient Q € P, r > 0 et D = D(,r) le disque de centre €2 et de rayon r. Montrer que l'inversion
(€2, r) échange 'intérieur de D (i.e le disque ouvert) et celui de P\ D (i.e le complémentaire du disque fermé)
et fixe ponctuellement le cercle C := 9D.

T Homographies, retour du projectif

Exercice 4. Soit une homographie (avec ¢ # 0)

az+b
cz+d

Yz



1. Calculer ’ensemble de définition de ¢.
2. Montrer que si 2/ = ¢(z), alors
dz' —b
7= —-
—cZ +a
en déduire que 'image de ¢ est C\ {%}
3. Montrer que I'on étend ¢ en une bijection C U {oo} — C U {oo} en posant p(—d/c) = oo, p(o0) = a/c
A partir d’ici, quand on parlera d’homographie, on parlera toujours implicitement de son extension CU{oo} —

CU{oo}

4. Montrer que les homographies forment un groupe.

Exercice 5. Soit une homographie
az+b

cz+d
1. Montrer que toute homographie est la composée de translations, d’une inversion, de la conjugaison complexe
(donc une symétrie), et d’homothétie rotation.

@Yz

2. Montrer que toute homographie envoie droites et cercles sur droites et cercles.

. . . b
3. Considérons 'application p qui & M = <CCL d
a) Montrer que p est un morphisme surjectif de Gla(C) vers le groupe des homographies.

A O> avec A € C*.

) € Gly(C) associe ’homographie p(M) : z — gjis

0 A
¢) En déduire un isomorphisme p allant de PGly(C) vers le groupe des homographies.

b) Montrer que p(M) = Id si et seulement si M = <

On rappelle que I'on a une bijection entre C U {oc} et CP? :

Jze 2] 1 Jzid = Z osi #0
f'{ = [1:0] S { :

Exercice 6. (Version projective des homographies)

Soit une homographie
az+b

cz+d

Yz

1. Soit [z : 2] € CP', montrer que
p([z: 7)) == fopoflz:2]=laz+ b :cz+d] = (i Z) z: 2]
2. Montrer qu’une homographie envoie oo = [1 : 0] sur oo si et seulement si c¢’est une similitude.

3. Montrer qu’une homographie qui préserve oo = [1:0] et 0 = [0 : 1] est de la forme <(1) g)

Exercice 7. Soit M = <Z Z) € PGly(C) une homographie, montrer que M? = 1 si et seulement si
CL2 — d2
b(a +d)=0
cla+d)=0

En déduire que M est de la forme ( > ou < 0 )

(Indication : Rappelez vous que X =1 dans PGly(C) veut dire que X est de la forme X = (3 g\) pour \ € C).



