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L3 MATHEMATIQUES NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

CORRECTION DU TD 6

T Birapport, homographies

Exercice 1. On a ; p 2
. —Cca— _a— —C_ -1
[b7aac’d]_ b—da—c - a—cb—d_[a’b’cvd] —[a,b,d,c]

a—cb—d
1—[a,b,c,d]—1—a_db_c

14 a—cb—d

a—dc—b
_(a—d)(c—b)+ (a—c)(b—d)
B (@—d)c—1)
_ac—cd—ab+bd+ab—bc—ad+ cd
a (a—d)(c—D)
_ac+bd—bc—ad
R
= Z:ZZ:Z:[a,c,b,d]:[d,b,c,a]

[a, b, c,d] a—cb—d
— = — =la,d,c,b] = |c,b,a,d
[a,c,b,d] a—bc—d [ =1 ]
On peut faire agir &4 sur Iensemble des configurations de (a,b,c,d) (en changeant 'ordre justement, par
exemple la transposition (1 2) envoie (a, b, ¢,d) sur (b, a,c,d)), on vient de calculer 'action des transpositions,

qui engendrent &4. Autrement dit, 'action de &4 sur = = [a, b, ¢, d] a pour orbite

z,—,1—ux,
x

En fait, on peut méme montrer que l'action de &4 se factorise par une action de S3.

Exercice 2.
1. Premiérement, le fait que M’ soit sur la droite (2M) indique que 2’ est de la forme ¢+ a(z — ¢) avec a € R,
on a alors

— -
(QM, QM"Y = Re((z — ¢)(2' — ¢)
= Re((z — ¢)a(z — ¢))
= Re(alz — ¢[?) = a|z — ¢|?
Ceci est égal a r si et seulement si a = ﬁ, on a alors

z :m(z—c)—i-c:sz#—c

2. On peut directement calculer que (2, 7) est une involution grace a la formule de la question précédente. Mais
—
on peut également revenir & la définition : le point M est sur la droite (2M’), et on a (QM', QM) = r par



hypothése sur M’, donc on a bien M = i(Q,r)(M’) et i(2,r) est une involution.
Un point M € P\ {Q} est donc dans l'image de (2, r), car il est I'image de son image (car i(£2,7) est une
involution), ensuite, on montre que € n’est pas dans l'image. Si M est tel que i(Q2,7)(M) =Q, on a

T r

+c=
z—c z—c

=0

C =

ce qui n’est pas possible car r # 0, donc I'image de (2, r) est P\ {Q}.

3. On doit montrer que (2, 7) préserve la réalité du birapport. Soient donc s, u, v, w tels que leur birapport soit
réel, on note s',u’, v, w’ leurs images par i(2,7), on a

s—vu —w

A A A
[S’u’v’w]: / 1ol /
S —wu —v

On a
A 1 1) v—c—s+c \ _ v—s Il
s r(H H) T((s—cxv—c)) Gow—o YT gw—o
Il w—s A v—u
R Ps s e )
On en déduit donc
sl o ] = v—s§ w—u (s—c)(w—rc)(u—c)(lv—-c)
T (s—c)(v—rc)(u—rc)(w—c) w— S8 v—u
 3-Tu-w
S—wu-v
= [s,u,v,w]

Qui est réel si [s,u, v, w] est réel.

4. Notons z,w les affixes de M et N, et 2/, w’ leurs images par i(£2,r), on a

r T

i(M)i(N) = [’ = 2| =

R
o
S
|
o

Rl e o

=1l (z—c)(w—@'

. MN
|r|(QM)(QN)

’Z/—C| — |’I"|
On a donc |z — ¢| < /7 & |2/ — ¢| > /r. Ensuite, pour z = c + /re® € C(Q,/r), on a
, r

z = =
\/7?619

+e=cH+re? =z

T Homographies, retour du projectif



Exercice 4.
1. La fonction ¢ est définie par une fraction, donc ¢(z) est défini si et seulement si cz + d # 0, autrement dit

z#%d.
2. 0On a

2= az+b<:>z'(cz+d):az+b
cz+d

Sz —az=b—dY

& 2(c2' —a)=b—d7
—dz' +b

Sr=———

cz' —a
qui n’est défini que si 2’ # .
3. La formule de la question précédente donne une réciproque o~ : C\ {4} = C\ {_Td}, que 'on étend
directement.
4. On a déja vu qu’'une homographie admet une réciproque, qui est une homographie, et ensuite, pour deux

homographies
az+b az+b

— e _—
cz+d ¥ dz+d

la composée est donnée par

raz+b / aa’z+a’b b cz+b'd
cz+d +0 o cz+d + cz+d
s az+b y — claz+c'b d'cz+d'd
cz+d +d cz+d + cz+d
aa'z +ad'b+ ez +b'd

- daz+ b+ dcz+dd
_ (ad' +Vc)z+ad'b+bd

(da+dc)z+ b+ d'b

a

C

Donc c’est aussi une homographie. Enfin bien-stir, I'identité est une homographie.

Exercice 5.
1. On distingue deux cas, selon si ¢ = 0 ou non.
Si ¢ =0, alors ¢(z) = 27+ % est une similitude, pour lesquelles le résultat est connu.

Sic=#0,0na

Z ez cz
z—z+d cz+d
2=z cz+d

2 1 !
z %z—i—d
—da

—da c

= (=22 + b R
i (C + )Z cz+d
N az+b
¢ cz+d

2. On sait que les translations, inversions, la conjugaison, et les homothéties rotations préservent les cercles et
droites, c’est donc aussi le cas des homographies par la question précédente.

3.a) Remarquons que p est bien défini : la condition pour que p(M) soit une homographie est que ad — cb soit

!/ /
non nul, ce qui équivaut a det(M) # 0, donc & M € Gly(C). Ensuite, si M’ = <CCL, d’) est une autre matrice,



az+b ot a'z+b
cz+d cz+d'

(aa’+b’c)z+a’b+b’d_P ad' +Vc ab+bd _p a b\ [a b
(da+dc)z+cb+db ~ \da+dc db+dd) d d)\c d

Donc on a bien affaire & un morphisme de groupes.

on a vu dans l'exercice que la composée des homographies est donnée par

b) Il est clair que p (g\ ?\) = % = Id, réciproquement, si p(M) = p (CCL Z) = Id, alors p(M)(0) = 2 =0et
b=0,p(M)(1)=z=1donca=c+d, p(M)(-1)= {5 =-1,donca=d—c,c=0eta=d= A\

c¢) Le morphisme p est surjectif par construction, donc on applique le premier théoréme d’isomorphisme.

Exercice 6.
1.Siz/=0,onalz:2]=[1:0]et

$([1:0]) = fof TH([1:0]) = fo(oo) = fla/c) = [a/c: 1] =[a: ]

Ensuite, si 2/ # 0, on a
z
ol=: ) = fo (5)
—d

= =%, ceci est égal & f(00) = [1:0] = [az + b2 : 0] = [az + b2, cz + d2] car cz + d2’ = 0 par hypothése.
#+ _Td, ceci est égal a

az +b aZ +b 2 p
f<CZZ/+d> = |:sz,+d:1:| = {a;—i—b:c;—i—d} = [az + b2 : cz + d?/]

Si
Si

N\‘N N\‘N

Dans tous les cas, la formule proposée est vérifiée : on a maintenant une définition uniforme des homographies,
sans avoir a utiliser des disjonctions de cas...

2. Par la question précédente, une homographie envoie [1 : 0] sur [a,c|, qui est égal & [1 : 0] si et seulement si
c = 0, autrement dit si et seulement si c¢’est une similitude directe.

3. Par la question 1, une homographie envoie [0 : 1] sur [b : d], qui est égal & [0 : 1] si et seulement si b = 0,

autrement dit si elle est de la forme (8 O) = <(1) 2 .
a

Exercice 7. On a
2 — a?+cb ba+bd\ [(a*+cb bla+d)
“\act+ed be+d?*)  \cla+d) be+d?

. . A . .
Ceci est égal & une matrice de la forme < 0 ?\) si et seulement si

a? 4 be=d? + be

bla+d)=0
cla+d)=0
qui est équivalent au systéme proposé.
On distingue deux cas :
- Sia+d=0, donc a = —d, alors le systéme est vérifié.

-Sia+d#0,onaa®=d?siet seulement si a = d, et les deux autres équations donnent b = ¢ = 0.



