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CORRECTION SEANCE 8 (10 NOVEMBRE)

Feuille de TD 5

Exercice 3.
1. Dans I’exercice précédent, on a

N(g) = o +|8® = aa@ + BB = det(M(q))
Or on sait déja que le déterminant est multiplicatif : on a
N(qq') = det(M(qq')) = det(M(q)M(q)) = det(M(q)) det(M(q')) = N(¢)N(¢)

2. Par définition, on a
Y={neN|3JgeH| N(q) =n}

soient n,m € X, il existe q,q’, & coefficients entiers, tels que N(q) = n et N(¢') = m, on a alors N(q¢') =
N(q)N(q") = mm, et comme qq’ est aussi un quaternion a coefficients entiers, mn € X, qui est donc stable par
multiplication.

Exercice 5.

1.0n a
Gg=a—ib—jc—kd=a—ib+j(—c+id) =a—jB

donc

1

2. Un quaternion est de norme 1 si et seulement si g = ¢, ce qui se déduit directement de la question précédente.

3. On sait déja que M constitue un morphisme injectif (d’algebre), en particulier sa restriction a G est un
morphisme de groupes, a valeur dans Uz(C). On a de plus det(M(«, B)) = aa+ 8 = |a|? +|B|?, donc si g € G,
on a det(M(q)) =1 et M(q) € SU2(C).

4. Soit M = (Z Z), si M € SU,(C) on a

o (e )= (% 2) =6 3)=m

On a donc en particulier a = d et ¢ = —b, donc

M= (_”b b) = M(a,c)

S
o

5. On a montré dans la question précédente que SU3(C) est I'image du morphisme ¢ — M(q), comme ce
morphisme est injectif, on a SU(C) ~ G, d’ou le résultat.



Feuille de TD 6

Exercice 1. On a ) p I
_b—ca—-d a- —c 1
[b,a,c,d] = b da—c-a—ch_d-_ [a,b,c,d]”" = [a,b,d,]

a—cb—d
1—[a,b,c,d]:1—a_db_c

1y a—cb—d

a—dc—2b
_(a—d)(c—b)+ (a—c)(b—d)
N (a—d)(c—0b)
_ac—cd—ab+bd+ab—bc—ad+cd
N (a—d)(c—0)
_ac+bd—bc—ad
 (a—d)(c—b)
= Z:ZZ:Z:[a,c,b,d]:[d,b,c,a]

[a, b, c,d] a—cb—d
_ = _ =[a,d,c,b] = [c,b,a,d
[a,c,b,d] a—bec—d la,d, e8] = e, b,a,d]
On peut faire agir &4 sur ensemble des configurations de (a,b,c,d) (en changeant lordre justement, par
exemple la transposition (1 2) envoie (a,b,c,d) sur (b,a,c,d)), on vient de calculer 'action des transpositions,

qui engendrent &4. Autrement dit, I’action de &4 sur = = [a, b, ¢, d] a pour orbite

1 1 r—1 T
z,—,1—ux,
x

En fait, on peut méme montrer que l'action de &4 se factorise par une action de &3.

Exercice 2.
1. Premiérement, le fait que M’ soit sur la droite ((QM) indique que 2’ est de la forme ¢ + a(z — ¢) avec a € R,
on a alors
— _
(OM, QM"Y = Re((z — ¢)(2' — ¢)
= Re((z ~ cJa( — )

= Re(alz — ¢[*) = a|z — ¢|?

Ceci est égal a r si et seulement si a = ﬁ, on a alors
r r
=——————(2—c)+c= +c
(z—c)(z—¢) z—c

2. On peut directement calculer que (2, 7) est une involution grace a la formule de la question_p)récédente. Mais
on peut également revenir a la définition : le point M est sur la droite (QM'), et on a (QM’,SW) = r par
hypothese sur M’, donc on a bien M = i(Q,r)(M’') et i(Q, ) est une involution.

Un point M € P\ {2} est donc dans l'image de i(£2,7), car il est I'image de son image (car i(€2,7) est une
involution), ensuite, on montre que ) n’est pas dans I'image. Si M est tel que i(Q,r)(M) =Q, on a

+c=




ce qui n’est pas possible car r # 0, donc 'image de i(€2,r) est P\ {Q}.

3. On doit montrer que (2, 7) préserve la réalité du birapport. Soient donc s, u, v, w tels que leur birapport soit
réel, on note s, u/,v', w' leurs images par i(€2,7), on a

s —v u —w

[8/7ul7vl7wl] = 3/ o w/ u/ _ 'U,
On a
A 1 1) v—c—s+c \ _ v—s [ w—u
s v= T<S_C U_C) - r((S—C)(U_C)) - T(sfc)(vfc) u w= T(ufc)(wfc)
Iy — w—s I — v—u
s w r(s—c)(w—c) u v " (u—c)(v—c)
On en déduit donc
(sl o ] v—8§ w—u (s—c)(w—rc)(u—c)(v—c)
Y (s—cv—c)(u—c)(w—¢c) wW=s v—u

= [s,u, v, w]

Qui est réel si [s,u, v, w] est réel.

4. Notons z,w les affixes de M et N, et 2/, leurs images par i(Q,7), on a

VN — Lo |
i) = ! = ) = | -
1 1
=il | -
z—c w-—c
_M w—c—z+c
a (z —¢)(w—c)
| w—z
(z—¢)(w—c)
MN
= |r|

(QM)(QN)



