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L3 MATHEMATIQUES NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

CORRECTION SEANCE 3 (22 SEPTEMBRE)

Feuille de TD 2

Exercice 2.
1. Supposons par ’absurde ’existence d'un zq tel que exp(zp) = 0, on aurait dans ce cas

1 =exp(0) = exp(—2z0 + 2z0) = exp(—=z0) exp(zpg) = 0

Une contradiction claire (plus généralement, exp(—z) est toujours 'inverse du nombre exp(z)).

2. On sait que cos(0) = Re(exp(0)) = Re(1) = 1, on a ensuite

o0 . 92n
cos(2) = nz_;)(—l) o)

qui est une série alternée, qui converge en valeur absolue, on a donc
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Donc cosinus change de signe sur [0,2], il existe donc des solutions a ’équation cos(t) = 0 sur cet intervalle
(théoreme des valeurs intermédiaires), on a de plus que I’ensemble

{t €[0,2] | cos(t) =0}

est un compact (comme fermé du compact [0,2]), il admet donc un minimum, autrement dit il existe un plus
petit ¢ tel que cos(t) = 0, on note 7 le double de ce nombre (de sorte que /2 soit le plus petit réel positif avec
la propriété que cos(mw/2) = 0).

Ensuite, notons que sin’ = cos, donc sur [0,7/2], la fonction sinus est croissante, et comme sin(0) = 0, on a

sin > 0 sur [0,7/2], donc
exp (zg) =0+ 1sin (g)

comme cos? +sin® = 1, on a sin (§) € {£1}, et comme sin est positif sur [0, 7/2], exp(ir/2) = i.

Soit ensuite z = a + ib tel que exp(z) = 1, on a exp(z) = e%e'b donc |e*| = 1 = e, et comme a est un nombre
réel, ceci entraine a = 0, donc z = b.

Montrons dés a présent que I'exponentielle est 2¢m-périodique, on a

exp(2in) = (exp <Z;>)4 =it=1

donc exp(z + 2im) = exp(z) exp(2im) = exp(z) et exp est 2imr—périodique.

Supposons par I'absurde que b n’est pas un multiple entier de 27, quitte a le remplacer par i(b+ 2k7) avec k € Z,
on peut supposer b €]0, 27|, auquel cas b/4 €]0,7/2[ et cos(t) €]0, 1[. Mais on sait par ailleurs que (e®/4)* =1,
donc e®/* € {1,i,—1, —i}, ce contredit cos(b/4) €]0,1].



Exercice 5.
1. On note dans un premier temps que f, (7 —x) = fp(z) :

falr—2) = fu (3 ) =

_ (a—bx)" 2™
B n! = fal@)
Ainsi, on a donc f) (x) = —f (7w — ), fl/(z) = fl/(x — x), et F,(x) = F, (7 — z), il suffit donc pour conclure de

montrer que F,(0) € Z.
En développant la formule donnant f,(x), on obtient :

1 n 1 2n
— k4+n __ k
fnlx) = ] chx "= I Z Ck—_nT
k=0 k=n
ol ¢ = (fl)(—b)ka"_k est un entier. Le terme constant de la dérivée p-éme de f,, est alors donné par

0 sip<n
Z—!!ck sip € [n,2n]
0 sip>2n

il s’agit dans tous les cas d’un entier, donc fép )(0) est toujours un entier, donc F),(0) est un entier, ce qui termine
la démonstration.

2.0n a "
F(x) = SO~ 2D @) = - S (D @) = - () @)
i=0 i=1 i=1
car f"" =0, donc F, + E = fn(z). On a par ailleurs

/7r F)/(z)sin(z)dz = [F}) (z) Cos(:v)]g - /7r F! () cos(x)dx
0 0

= —F/(m) - F/(0) — (— [F,’L(x) Sin(x)]g +/0 F,(x) sin(:n)dx)
= Fy(m) + F,(0) — /O7r F,(x)sin(x)dx

Donc [y (Fy(z) + Fu(x)) sin(z)de = [ fo(z)sin(z)de = F,(0) + Fu(7)

3. Comme 7 est le plus petit zéro positif de sin, la fonction sinus est positive sur [0, 7|, de méme que la fonction
fn, Vintégrale du produit f,, sin sur [0, 77| doit donc étre positive, et méme strictement positive car le produit est
une fonction continue et non identiquement nulle.

4. On va faire des majorations extrémement violentes : on va majorer f,(z) et sin(z) par leurs maximum. On a

nz" (a —bx)" —bnz"(a — bx)" !

fala) = S0 = (a = 20) fu-1(2)

n!

comme f,_1(z) est positive sur [0, 7], la fonction f] () est positive sur [0, 7/2] et négative sur [7/2, 7], donc f,
admet un maximum en /2, avec

n

()= () - B -




On obtient donc

/OTr fn(z) sin(z)dz < /07r (am)" _ _(am)"

2nn! 21n!

5. Par les questions précédentes, la suite (F,(0) + F,,(7))nen est une suite d’entiers strictement positifs qui
converge vers (), c’est une contradiction immeédiate.

Exercice 6.
1. La droite D est paramétrée par ¢ — (1,1).

2. Analogie avec la géométrie projective :

. /

considérons le point A = (—1,0), ayant fixé un point M = (1,¢) de la droite D, on lui associe 'intersection
¢(M) entre la droite (AM) et le cercle unité.
La droite (AM) est paramétrée par!

2> (—1,0) + 2AM = (—1 + 2(1 + 1), 2t) = (2z — 1, at)
'intersection de cette droite et du cercle S est définie par 1’équation
2z -1+ (2t) =1 @+t —de =0 (4 +t)z—4) =0

On a donc deux solutions : z = 0 (qui donne le point A = (—1,0), qui se trouve bien dans S!), et x = ﬁ, qui

8 4t 412 4t
M) = -1 = —s,—
(M) <4+t2 ’4+t2> <4+t2’4+t2>

3. La paramétrisation de la question précédente nous donne une application ¢ : R — S\ {—1}, dont on construit
la bijection réciproque 1 : Etant donné un point N = (a,b) du cercle unité, la droite (AN) est paramétrée par

donne le point

25 A+ 2AN = (—1,0) + z(a +1,b) = (z(a+ 1) — 1, zb)

1. Lors de son passage a ’oral, Paul avait utilisé une autre paramétrisation de cette droite : y = %az + %, bien-sir cela revient au
méme



si A# N,onaa+ 10, et on peut dire que 'intersection de cette droite avec D est donnée pour x = % par

W(N) = (1, a%)

Les applications ¢ et ¢ sont des bijections réciproques, continues de surcroit (leurs coordonnées sont des fonctions
continues) : ce sont des homéomorphismes!

Topologiquement, un homéomorphisme préserve de fagon exacte toutes les informations topologiques, par exemple,
dans le cas d’'un homéomorphisme, 'image de ’adhérence est 'adhérence de 'image. Autrement dit, une partie
dense (i.e dont I'adhérence est ’espace entier), a pour image une partie dense. Dans notre exemple, I'image de
Q par ¢ est une partie dense de S\ {A}.

Par ailleurs, on remarque que ¢(Q) est donné par des points a coordonnées rationnelles (car si ¢ est rationnel,
les coordonnées de ¢ le sont), donc les points & coordonnées rationnelles sont dense dans S'\ {A}, comme image

d’une partie dense par un homéomorphisme.

4. Considérons ’ensemble C* muni de la multiplication, on montre qu’il s’agit d'un groupe topologique abélien.
La multiplication complexe est bien-siir associative, commutative, admet un élément neutre (le nombre complexe
1) et admet des inverses :

+'br—>1 z a—1ib
z=a+1 — ==
z |22 a2+ b2

Les applications de multiplications et de passage & 'inverse sont continues : ceci peut se voir sur les coordonnées

Y / Y / a —b
((a,b),(a’,b")) — (aa” —bb',ab’ + a'b) et (a,b) — <a2—i—b2’ 2 +b2>
On a donc un groupe topologique. On montre maintenant que S! est un sous-groupe de (C*, x) : on a 1 € S!,

ensuite, pour z,z’ € S', on a

z 1
]22/71| = H =7= 1
z
donc zz'~! € S, qui est donc bien un sous-groupe (abélien) de C*. L’aspect « groupe topologique »est immédiat,

puisque les applications de multiplication et passage & 'inverse sont continues par restriction.
5. C’est un fermé borné de R?.

6. On sait déja que les points rationnels sont denses dans S', il reste seulement & montrer qu’il s’agit d’un
sous-groupe, ce qui découle immédiatement des formules de p et ¢ : si a,b,a’, b’ sont rationnels, ¢’est aussi le cas
des coordonnées de pu((a,b), (a’,v')) et de t(a,b) : donc le produit et I'inverse de points & coordonnées rationnelles
sont aussi & coordonnées rationnelles : comme 1 est évidemment & coordonnées rationnelles, on a bien affaire &
un sous-groupe.

7. On montre directement que i, (C) est un sous-groupe de S! :
- 1€ pp(C) car 1" = 1.
- Pour z,2' € 4 (C), on a (22/)" = 2"z =1 x 1 =1, donc 22’ € p,(C).
- Pour 2 € 11,(C), ona ()" =4 =1=1, donc L € p,(C).

z 1l

8.Siz = e € u,(C), on a par hypothése 2" = ¢ = 1, par I’exercice 2, on sait alors que nt = 2k7 pour un k € Z.
Donc z = exp (2’“7”) = exp (%’r)k Autrement dit p,(C) est cyclique (monogéne) engendré par ¢, := exp (27”)
Il reste alors & calculer la plus petite puissance de ¢, égale a 1 (I’ordre de (), comme (' = 1 par hypothése, on

sait que lordre de (, est plus petit que n (¢a pourrait étre strictement plus petit!). Pour k € [1,n], on a

Cﬁ:exp<2k7r>:1:>2k7r:kez
n

2nm n

ce qui n’est possible que pour k = n, ordre de (, est donc bien égal & n, ce qui clos la démonstration.
9.0n a une application ¢ : R — S! donnée par t — €™ (qui est un morphisme de groupes continu, de noyau
Z). On montre que ¢(Q) C p(C), en effet, si ¢ = £ est rationnel, on a

irP\ 4 .
(€2Z7Tq> —_ eQzﬂ'p -1



done (t) € y(C) C p(C).
Soit ensuite z € St il existe t tel que e = z, comme QQ est dense dans R, on peut choisir une suite de rationnels
(Un)nen qui converge vers t, la suite (¢(un))nen est alors une suite de p(C) qui converge vers z.

2imt
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Exercice 5. On utilise que le vecteur E est représenté par le nombre complexe b — a ("la fin moins le début’).

—_—
1.(a) Géomeétriquement, le point M est sur la droite (AB) si et seulement si les vecteurs AM et BM sont
colinéaires. On a donc la suite de propriétés équivalentes suivantes

M € (AB).
m et BM sont colinéaires.

— —
Il existe un réel X tel que AM = ABM.

- 1l existe un réel A tel que z —a = A(z — b).

- 222 = X € R (cette derniére propriété est équivalente car on suppose z # b, pour pouvoir diviser).

Or, on a B B
z—a _ (z—a)(z—0) _ (z—a)(z—0)
2=b  (z—b)(z—Db) |z = bf?

donc 2=% est réel si et seulement si (z — a)(z — b) est réel.

(b) Compte tenu de la premiére question, on va en fait construire 8 et 7 (et pas seulement montrer l'existence,
oui c’est différent). On rappelle qu'un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle,
or on sait que

rT—T —1
Im(x) = = —(z—=
@=""= T
Donc le nombre x est réel si et seulement si i(x —Z) = 0. On va appliquer ce critére & 'expression (z —a)(Z —b) :
on a

(z—a)(Z—b) = 2Z —aZ — 2b+ab= —aZ — bz + ab + |z|?

et donc (z — a)(Z — b) est réel si et seulement si

0=1i(—az —bz+ab+ |z|* — (—aZ — bz +ab+ |22)) = i(—aZ — bz + ab + |2|> + @z + bz — ab — |z|?)
=i(z2(@—0b) +2z(b—a)+ ab—ab)
= zi(b—a) + Zi(b — a) + 2Im(ab)

En posant 3 = i(b — a) et v = 2Im(ab), on obtient bien le résultat voulu.

2. Une équation caractéristique de D est de la forme azx + by 4+ ¢ = 0, oul les paramétres a, b, ¢ sont des nombres
réels (a et b ne sont plus les affixes des points A et B de la question précédente). Soit M = (z,y) un point de
P, d’affixe z = x + iy, on sait que

itz et y:Im(z):_Z(ZQ_Z)

x = Re(z) =
On a donc que M est dans D si et seulement si

():a<z_;z> +b<_i(z2_z)> te= (a;ib>z+ (a;ib>z+c

On retrouve la caractérisation précédente pour g = a;ib et v =c.




