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Exercice 1. (Similitudes)

1. Montrer que la similitude f dé�nie par

f(z) = (1 + i)z + 5i

est une similitude directe à centre, déterminer son point �xe, son rapport et son angle.

2. Calculer l'application f−1.

3. Calculer l'image par f du cercle (C) de centre 0 et de rayon 1.

Exercice 2. (Version matricielle des quaternions)

On se place dans M2(C), dans lequel on dé�nit

1 := I2 =

(
1 0
0 1

)
, I :=

(
i 0
0 −i

)
, J :=

(
0 −1
1 0

)
, K :=

(
0 −i
−i 0

)
1. Montrez ces matrices respectent les relations qui dé�nissent les quaternions :

−1 = I2 = J2 = K2 IJ = K JK = I KI = J
JI = −K KJ = −I IK = −J

2. Montrer qu'un quaternion q = a+ ib+ jc+ kd s'écrit α+ jβ, avec α = a+ ib, β = c− id.

3. En déduire que la matrice M(q) = a1 + bI + cJ + dK s'écrit

M(q) = M(α, β) =

(
α −β
β α

)
4. On rappelle que le conjugué du quaternion q = a+ ib+ jc+ kd est donné par q = a− ib− jc− kd. Montrer

que M(q) = tM(q).

5. En déduire que la conjugaison des quaternions est anticommutative : q1q2 = q̄2q̄1.

Exercice 3. (Homographies)

Soit une homographie (avec c ̸= 0)

φ : z 7→ az + b

cz + d

1. Calculer l'ensemble de dé�nition de φ.

2. Montrer que si z′ = φ(z), alors

z =
dz′ − b

−cz′ + a

en déduire que l'image de φ est C \
{
a
c

}
.

3. Montrer que l'on étend φ en une bijection C ∪ {∞} → C ∪ {∞} en posant φ(−d/c) = ∞, φ(∞) = a/c
À partir d'ici, quand on parlera d'homographie, on parlera toujours implicitement de son extension C ∪
{∞} → C ∪ {∞}

4. Montrer que les homographies forment un groupe.


