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Exercice 1.

1. (b) ⇒ (a) Soit (Mn)n∈N une suite décroissante de sous-A-modules de M . L'ensemble E := {Mn | n ∈ N}
est un ensemble non vide de sous-A-modules de M . Par hypothèse, E admet un élément minimal Mn0 pour un

n0 ∈ N. Par dé�nition d'un élement minimal, on a alors

∀n ∈ N, Mn0 ⊂ Mn

En particulier, pour n ⩾ n0, on a Mn0 ⊂ Mn et Mn ⊂ Mn0 (car la suite (Mn)n∈N est décroissante). On a donc

Mn = Mn0 pour n ⩾ n0, autrement dit la suite (Mn)n∈N est stationnaire (à partir du rang n0), d'où (a).
(a) ⇒ (b) On raisonne par contraposée. Soit E un ensemble non vide de sous-A-modules de M qui n'admette

pas d'élément minimal, et soit M0 ∈ E (on peut prendre un tel élément car E est non-vide). Comme M0 n'est

pas minimal, il existe dans E \ {M0} un M1 tel que M1 ⊊ M0 . Comme à son tour M1 n'est pas minimal, il

existe M2 ∈ E \ {M0,M1} tel que M2 ⊊ M1. On construit ainsi par récurrence (et axiome du choix) une suite

(Mn)n∈N qui est strictement décroissante pour l'inclusion. Cela contredit la propriété (a).

2. Soit E un A-espace vectoriel de dimension �nie. Soit (En)n∈N une suite décroissante de sous-espaces vectoriels

de E. La suite (dimEn)n∈N est une suite décroissante d'entiers positifs : elle est stationnaire. Il existe donc n0

tel que dimEn = dimEn0 pour n ⩾ n0. Comme on a par hypothèse que En ⊂ En0 pour n ⩾ n0, l'égalité des

dimensions entraîne En = En0 pour n ⩾ n0. La suite (En)n∈N est donc stationnaire et E est artinien.

3. Pour n ⩾ 2, l'anneau Z/nZ est �ni et non nul, il admet en particulier un nombre �ni d'idéaux. Les sous-

Z/nZ-modules de Z/nZ sont exactement ses idéaux. L'ensemble des sous-Z/nZ-modules de Z/nZ est donc �ni.

On sait qu'une suite (in�nie) et strictement décroissante doit prendre une in�nité de valeurs, donc la condition

(a) est véri�ée ici, et Z/nZ est artinien.

4.(a) Soit N ⩽ M un sous-A-module de M . Si E est un ensemble non vide de sous-A-modules de N , il s'agit a

foriori d'un ensemble non vide de sous-A-modules de M . L'ensemble E admet donc un élément minimal pour

l'inclusion car M est Artinien. La condition (b) est donc véri�ée pour N , qui est donc artinien.

(b) Soit N ⩽ M un sous-A-module de M . On considère le quotient P := M/N ainsi que la projection canonique

π : M → P . Soit (Pn)n∈N une suite décroissante de sous-A-modules de P . La suite (π−1(Pn))n∈N est une suite de

sous-A-modules de M (qui contiennent N). On montre que la suite (π−1(Pn))n∈N est décroissante. Soit m ⩾ n, et
soit x ∈ π−1(Pm). On a π(x) ∈ Pm ⊂ Pn, donc x ∈ π−1(Pn) et π

−1(Pm) ⊂ π−1(Pn). Par hypothèse d'artinianité

sur M , la suite (π−1(Pn))n∈N est stationnaire : il existe n0 ∈ N tel que n ⩾ n0 entraîne π−1(Pn) = π−1(Pn0).
On sait que les sous-modules de P sont en bijection avec les sous-modules de M contenant N via l'application

X 7→ π−1(X). L'égalité π−1(Pn) = π−1(Pn0) entraîne alors l'égalité Pn = Pn0 . La suite (Pn)n∈N est alors

stationnaire, et P est artinien.

(c) Soit f : M → M un endomorphisme injectif. On montre par récurrence que, pour n ⩾ 0, fn est aussi injectif.

Le cas n = 0 est clair, le cas n = 1 est vrai par hypothèse. Supposons maintenant que fn est injectif pour

un certain n ⩾ 0. Soit x ∈ Ker fn+1, on a fn+1(x) = 0 = f(fn(x)). Comme f est injectif, on en conclut que

fn(x) = 0, et donc x = 0 car fn est injectif. On a donc Ker fn = {0} pour tout n ⩾ 0.
On considère ensuite la suite de sous-modules (Im(fn))n∈N. Il s'agit d'une suite décroissante car

∀y ∈ Im(fn+1), y = fn+1(x) ⇒ y = fn(f(x)) ∈ Im(fn)

Comme M est artinien, il existe un rang n ⩾ 0 tel que Im(fn) = Im(fn+1). Soit maintenant y ∈ M . On a

fn(y) ∈ Im(fn) = Im(fn+1), il existe donc un certain x ∈ M tel que fn(y) = fn+1(x). Comme fn est injectif,

cela entraîne y = f(x) ∈ Im f . Donc Im f = M et f est surjectif, ce qui conclut.



Exercice 2.

1.(a) ⇒ (b) Soit I un idéal contenant x. Comme x est une unité, I contient x−1x = 1A. Pour tout a ∈ A, I
contient alors a.1A = a, autrement dit I = A. L'élément x ne peut donc être contenu dans un idéal maximal de

A. En e�et un idéal maximal n'est pas égal à A et nous avons montré que A est le seul idéal contenant x.
(b) ⇒ (a) Soit I = (x) l'idéal engendré par x dans A. Si I ̸= A, alors I est contenu dans un idéal maximal m
de A. Donc x ∈ I ⊂ m est contenu dans un idéal maximal, ce qui contredit l'hypothèse. On a donc (x) = A, en

particulier il existe un élément y ∈ A tel que yx = 1A ∈ (x). Comme A est commutatif on a xy = yx = 1A, y
est donc l'inverse de x. Cela prouve (a).

2. Le radical
√
A est dé�ni par une intersection d'idéaux de A. Or une intersection d'idéaux est toujours un

idéal. Le radical
√
A est donc un idéal de A.

3. Soient x ∈
√
A et y ∈ A. Comme

√
A est un idéal, on a xy ∈

√
A. Si 1 + xy n'est pas inversible, alors il

appartient à un idéal maximal m d'après la question 1. On sait que xy ∈ m par dé�nition du radical
√
A. On a

donc 1A = 1A + xy − xy ∈ m, ce qui contredit m ̸= A. On obtient donc bien que 1 + xy ∈ A×.

4. Soit k un corps, les idéaux de k sont (0) et k lui même. Comme k/k = {0} n'est pas un corps, le seul idéal

maximal de k est (0) (c'est bien un idéal maximal car k/(0) = k est un corps). Le radical de k est donc
√
k = (0).

Soit ensuite x ∈
√
Z. Par la question précédente, l'entier xy+1 doit être inversible pour tout y ∈ Z. En particulier

on doit avoir x+ 1 ∈ Z× = {±1} et −x+ 1 ∈ Z× = {±1}. On en déduit x ∈ {−2, 0} et −x ∈ {−2, 0}. La seule

possibilité est alors x = 0, d'où
√
Z = 0.

5.(a) On peut prendre par exemple (Z,Z,Z). De façon générale, (A,A,M) marchera toujours car AM contient

1AM = M .

(b) Comme on a IM = M , on peut écrire xi comme un élément de IM . Il existe une combinaison linéaire �nie

xi =

p∑
k=1

αkmk

où les (mk)k∈[[1,p]] sont dans M et les (αk)k∈[[1,p]] sont dans I. Comme M est de type �ni, on peut décomposer

les mk comme combinaison linéaire de la famille (xj)j∈[[1,r]] :

∀k ∈ [[1, p]], mk =

r∑
j=1

βk,jxj

En remplaçant mk par sa décomposition dans la combinaison linéaire donnant xi, on obtient

xi =

p∑
k=1

αk

r∑
j=1

βk,jxj =

r∑
j=1

(
p∑

k=1

αkβk,j

)
xj

Comme les αk sont dans I, on a alors

∀j ∈ [[1, r]], αi,j :=

p∑
k=1

αkβk,j ∈ I

et on a bien la décomposition voulue.

(c)(i) Le j-ème coe�cient du vecteur AX est donné par
∑r

j=1 αi,jxj = xi. On a donc AX = X et PX = 0
d'après la question précédente. En multipliant cette égalité par la transposée P ′ de la comatrice de P , on obtient

0 = P ′PX = det(P )IrX = det(P )X. Autrement dit det(P )xi = 0 pour i ∈ [[1, r]].
(ii) Soit x ∈ M , par hypothèse on a une combinaison linéaire

x =

r∑
i=1

λixi

On a alors

det(P )x =

r∑
i=1

λi det(P )xi =

r∑
i=1

λi0 = 0



(d) Par dé�nition du déterminant, on a

det(P ) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)pσ(1),1 · · · pσ(n),n

Si σ n'est pas triviale, il existe un i tel que σ(i) ̸= i. Le terme pσ(i),i est donc de la forme −ασ(i),i ∈ I. Donc

ε(σ)pσ(1),1 · · · pσ(n),n ∈ I comme produit d'éléments de A avec au moins un élément de I. Le terme correspondant

à σ = Id est

p1,1 · · · pn,n = (1A − α1,1) · · · (1A − αn,n)

en développant ce produit, on s'aperçoit qu'il est de la forme 1A + x avec x ∈ I. Au total, on a donc que det(P )
est de la forme 1A + y avec y ∈ I. Comme det(P )M = {0}, on a bien le résultat voulu.

6. Par les questions précédentes, il existe un élément de la forme 1A+y, avec y ∈ I ⊂
√
A, et tel que (1A+y)M =

{0}. Par la question 3, on a 1A + y ∈ A×, donc 1A = (1A + y)−1(1A + y) annule M et M = {0}.


