UPJV 2021-2022
L3 MATHEMATIQUES ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE

CORRECTION EXAMEN SESSION 2 (2021-2022)

Exercice 1.
1. Soient a,b € I, on a par hypothése
Ym e M,am =0=0bm

donc en particulier (a —b)m = am —bm =0 et a — b € I, qui est donc un sous-groupe abélien de R. Ensuite,
pour r € R, on a (ra).m = r.(am) = 0, donc ra € I, qui est bien un idéal de R.
2. Soit k € Z, k est dans 'annulateur de Z si et seulement si

Vn € Z,kn =0

ce qui entraine bien sur k = 0 car Z est intégre, donc 'annulateur de Z est (0).
3. Soit n € Z, calculons 'annulateur de Z/nZ. Comme Z/nZ est engendré par 1, on a que k € Z est annulateur
de Z/nZ si et seulement si

k1=k=0&k=0[n] < nlkskecnkZ

Donc 'annulateur de Z/nZ est nZ.
3. Un élément k € Z est annulateur de Z/27Z x 7 /37 x Z/AZ si et seulement si

V(a,b,c) € )27 x )37 x ZJAZ, k(a,b,c) = (ka,kb,kc) = (0,0,0)

autrement dit si k est annulateur de Z/27Z,7/37 et 7/4Z. Autrment dit, on obtient que ’annulateur de Z /27 x
Z]3Z x Z]AZ est donné par
97 N 3ZNAZ = (PPCM(2,3,4))Z = 12Z

Exercice 2.
1. On a

evz(Ap +9) = (Ap + ¥)(2) = Ap(x) + psi(z) = Aevz(p) + eva (V)

par définition de l'addition (et de la multiplication scalaire) sur les formes linéaires, donc ev, est linéaire et on
aev, €€ B**.
2. 0n a

eVxaty(P) = P(Az +y) = Ao(x) + @(y) = (Aevs + evy) ()

car ¢ est linéaire
3. Soit x € E'\ {0}, on peut compléter x en une base de E. En considérant la famille duale de cette base, on
obtient en particulier que z*(x) = 1. Si x est dans le noyau de ev, c’est a dire si ev, =0, on a

Vo € E*, p(x) =0 <

ce qui contredit x*(z) = 1, donc ev, # 0 et ev est injective.
Si E est de dimension finie, on a dim £ = dim E* = dim E**, donc ev est un isomorphisme.

Exercice 3.

1. Premiérement jio, est non vide car il contient 1. Ensuite, pour z € fio tel que 2” = 1. Ona (z71)?) = (2")~7! =
171 =1 donc 27! € . Enfin, soient z, 2" € oo et n, 0’ tels que 2" = 1 = 2™ on a (z2/)" = 2" /"' =1
car z, 2 commutent (C* est commutatif).

2. On rappelle que S = {e? | § € R}. Soit z =€ € S!, si 2 € pioo €t 2" =1, on a ™ = 1. On sait que

. 2%k
e =1eonf=02ncIkecZ|nf=2%kresIkecZ|l="rc0cQnr
n



Il suffit donc de prendre un € qui ne soit pas un multiple rationnel de 7, par exemple V2T nest pas dans fieo-

3.a) Par définition de o, tous ses éléments sont d’ordre fini. Or si g admet une partie libre, il admet un
sous-groupe libre, en particulier dont les éléments sont d’ordre infinis (c¢’est toujours vrai pour un groupe libre,
ou pour un module libre).

b). Si uso est de type fini et sans partie libre, alors le théoréme de classification indique que g est un produit
de groupes cycliques, en particulier finis : jo, serait un groupe fini.

c). Il est clair que peo n’est pas un groupe fini! Il contient tous les o pour n € N.



