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L3 MATHEMATIQUES ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE

CORRECTION TD 3

Exercice 1.

1. On sait que ¥ : F x ' — EX F est une application bilinéaire. Par définition du produit tensoriel, il existe
une unique application linéaire ¢ : E® F — EX F telle que ¥(v @ w) = ¥(v,w) = vXw pour v € E,w € F.
De la méme maniére, comme ® : E' x F' — E ® F est une application bilinéaire, il existe une unique application
lingaire ¢ : EX F — E ® F telle que ¢p(v K w) = ®(v,w) =v®w pour v € E,w € F.

Mais alors, 1 o ¢ est une application linéaire de £ ® F' dans lui méme telle que

Ywe E,weF, poyp(v@w) =¢(vRw)=v® w.

Comme les tenseurs purs engendrent £ ® F', on a 1) o ¢ = Idggr. De méme, on a ¢ o ¢ = Idgxp, donc ¢ et ¢
sont des isomorphismes réciproques I'un de ’autre.

2. On pose considére la fonction £ x F' — F ® E qui envoie (v,w) sur w ® v € F'® E. On vérifie facilement
que cette fonction est bilinéaire. Par définition du produit tensoriel, il existe alors une unique fonction linéaire
p: E®QF — F®E telle que p(v @ w) = w®v pour v € E,w € F. De la méme maniére, il existe une unique
fonction linéaire ) : F® E — E ® F telle que Y(w ® v) = v @ w pour v € E,w € F. 1l est clair que p o) (et
1 o ) induisent 'identité sur les tenseurs purs. Comme ces derniers engendrent F ® F' (F ® E), on obtient que
i et ¢ sont des isomorphismes réciproques 'un de 'autre.

3. La partie compliquée consiste & construire les morphismes qui vont donner I’isomorphisme de ces deux espaces
vectoriels. On considére d’abord ’application

EXFxG—=EX(FRG) —FE®(F®QG)
(v,w,z) ———— (VW R T) —— VR (W x)

que l'on appelle P. Par construction, application P est une application 3-linéaire (linéaire en chacune de ses
3 variables). Si l'on fixe z € @G, alors I'application P, : (v,w) — v ® (w ® x) est une application bilinéaire
E®F - E®(F®G) (car P est 3-linéaire). Par définition du produit tensoriel, il existe une unique application
linéaire P, : EQ F — E® (F ® G) définie sur les tenseurs purs par

P,(v@w)=v® (w® x).
A preésent, on considére 'application

f: (E@F)xG@ — E®(F&G)
Axz — Py(A)

(Attention : A est un élémént quelconque de E® F', ce n’est donc pas forcément un tenseur pur). Il s’agit d’une
application bilinéaire :
— Comme P, est linéaire pour tout z, on trouve que f est linéaire par rapport & sa premiére variable.
— Il reste a montrer que f est linéaire par rapport & sa seconde variable. Soient donc z,y € G et A\, € k.
On doit montrer que
VACE®F, f(A Xz +py) = (A x)+uf(Ay)



Par définition, pour v € F,w € F, on a

M@ w,z)+ pf(0@w,y) = APe(v ®w) + pPy(v @ w)
=ANv®(w®))+pve (wey))
=@ Mwer))+ve (u(wey))
=R (w® (A\)) +v® (w (uy))
= 0@ (v ® (Az)) + (w @ (1y)))
=v® (w® Az + puy))

—~~ ~~ ~

= Prayy(v @ w)

Mais, comme Py, est unique a respecter la propriété ci-dessus, on trouve bien que

P)\:c+,uy = )\ﬁw + Mﬁy

et donc f est bien linéaire en sa seconde variable. B
Donc, par définition du produit tensoriel, il existe une unique application linéaire f : (F® F) ® G —

E®(F®QG) telle que f(A® x) = E(A) En particulier, sur les tenseurs purs, on a

frew)@z)=P(vew) =18 (v ).

En faisant le méme travail dans 'autre sens, on trouve qu’il existe une application linéaire bien définie
J:E®(F®G)— (F®F)®G, qui sur les tenseurs purs vaut

e (wer))=(vew)

On vérifie immédiatement que g o fet fo g est I'identité, et on a le résultat.

4. On commence par considérer 'application

f: Ex(F1®oF) — (EQFR)®(E® )
(v,(wl,wg)) — (v®w1,v®w2)

On montre que f est une application bilinéaire
— Soient v,v" € E, \,u € k, on a

= (M + ") @ wi, (Av + pv') @ we)

= (A @ w + pv’ @ wi, A @ wy + v’ @ ws)
= (W ®@wi, W @ wsy) + (v’ @ w, pv’ @ wo)
Ao ® wy,v @ wat) + u(v' @ wi, v’ @ wo)
= M (v, (w1, w2)) + pf (', (w1, w2))

FOw 4+ pv', (wy, ws))

Donc f est linéaire par rapport & sa premiére variable.
— Soient wy,w] € F1,wa,wh € Fo, \,u € k, on a

fv, Mwy, wa) + p(wy, wh)) = f(v, (Awr + pwy, Aws + pwh))
= (v® (Awy + pwh), v @ (Awg + pavh))
= (Av@w1) + pv @ w)), \v @ ws) + p(v @ wy))
= A ® w1, v ®@wa) + p(v ® wi, v @ wh)
M (0, (w1, w) + 1 (o, ()

Donc f est linéaire par rapport & sa seconde variable.



Ainsi, il existe une unique application linéaire f: E ® (F1 @ Fy) telle que
Flo® (wi,ws)) = (v® wi,v @ wy).
Réciproquement, on considére ’application

g: ExF, — E®(FL0FR)
(v,w1) — V& (wi,0)

On verifie facilement que g; est bilinéaire, et elle induit ¢; : E® F1 — E ® (F} @ F3) envoyant un tenseur pur
(v®@w;) sur (v® (wg,0)). De la méme maniére, on construit g2 : £ ® Fy — E ® (F} & F3) envoyant un tenseur
pur v@ws sur (v® (0,ws). Le couple g := (g1, 52) : EQ F1®E® Fy — E® (F1® Fy) envoie le couple de tenseurs
purs ((v @ wy), (V@ ws)) sur v ® (wi,ws). On vérifie facilement que f et § sont des isomorphismes réciproques
I'un de l'autre.

Exercice 2. (Base d'un produit tensoriel)
1. C’est évident car e; et f7 sont respectivement des applications linéaires, et car le produit dans k est bilinéaire.

- Soient v,v' € Fet we F. On a

wii(v+v w)=el(v+ v’)f;(w)
= (ef (v) + €] (V) f5 (w)
= e] (v)f] (w) + e (V') f} (w)
= i j(v,w) + i (v, w)
- Soient v € E et w,w’ € F. On a
wij(v,w+w') = el (v) fi
= e; (v)(f] [ (')
= e; (v) fj (w) + i(v)ff(w/)
= Pij (Uv w) + ®ij (U, wl)

(w+w')
i (w) +

- Solentve F,we FetAe€k, ona
pij(rv,w) = e (rv) fj (w) = rej (v) f7 (w) = r¢i (v, w) = pi;(v,Tw).
Ensuite, par définition des familles duales, on a
pijler, fo) = € (er) £} (fe) = 6i k050 = O(ijy,(k,0)
2. Par définition du produit tensoriel, il existe une unique application linéaire ¢; ; : E @ F' — k telle que
Yoe E,weF, pij(vew)=y;;v,w)

on a alors par définition ¢;;(er ® fr) = 0(; j),(k,0)-

3. Soit une combinaison linéaire nulle :

z= > augyler® fr) =0

(k0)elxJ

ou les coefficients oy ¢) sont presque tous nuls. Pour ¢,j € I x J, on a

0=0ij(x)= > awoPii®f)= Y oSk = i

(k0)eIxJ (k)eIxJ



donc tous les a; ;) sont nuls et la famille (e; ® f;)(; j)erx.s est libre.

4. Soit u ® v un tenseur pur de £ ® F. Comme (e;) et (f;) sont respectivement des bases de E et F', on peut
écrire u et v comme des combinaisons linéaires

u:Z)\iei et v= Zujfj
iel jeJ

ol les \; et les pu; sont presques tous nuls. On a alors

u®v:<2)\i6i>® Zujfj = Z itj(ei @ f)

icl jeJ (4,5)EIXJ

(et les (A;p;) sont presques tous nuls). Donc u ® v est une combinaison linéaire des e; ® f; comme annoncé.
Comme les tenseurs purs forment une famille génératrice de F'® F, ceci montre que la famille (e; ® f;) ¢ j)erxs
est génératrice : par la question précédente c’est une base de E ® F'.

5. Le produit des bases canoniques respectives de k" et k™ donne une base de k™ ® k™ de cardinal nm. Cet
espace est donc isomorphe & tous les k-espaces vectoriels de dimension mn, en particulier k™" et M,, (k).

6. Des bases respectives (comme k-espaces vectoriels) de k[X] et k[Y] sont données par (X*);ey et (Y7)jen. Une
base de k[X] ®j k[Y] est alors donnée par (X' ® Y7)(; jyerxs- Cette base est clairement en bijection avec la
base (X'Y7)(; jyerxs de k[X,Y]. Cette bijection induit un isomorphisme entre ces deux espaces, isomorphisme
envoyant le tenseur pur (P(X) ® Q(Y)) sur le polynome P(X)Q(Y) : Les produits de deux polynémes a 1
variable correspondent aux tenseurs purs de k[X]| ® k[Y].

Exercice 3. Une k-base de k[X] est donnée par les monémes : 1, X, X2 .... On sait quune L base de L ® k[X]
est donnée par les tenseurs purs 17 ® 1,17, ® X, 17 ® X?2,.... Cette derniére base est évidemment en bijection
avec la L-base naturelle de L[X] : 1, X, X2, ....

Exercice 4. 1. Par définition du produit tensoriel sur Z, on a
a a a
n ( 5 ® 5 © (nk) 5 ®

2. Soit (7 ® k) un tenseur pur de Q ®z Z/nZ, on a

%@E:L (%@k)
n a —
a-(zm)

= — k
bn®n

3. On sait que Q ®z Z/nZ est engendré par les tenseurs purs : un élément s’écrit comme

N

> ( ®nz> Zazo_o

=1

Dot Q ®z Z/nZ = {0} (tous ses éléments sont nuls).

Le fait de tensoriser par Q nous a "forcé a rendre n inversible dans Z/nZ", mais comme on avail déja n = 0
dans cet anneau, on a "rendu 0 inversible” ce qui force Q ®z Z/nZ & étre 'anneau nul.

Plus généralement, tensoriser par un corps va "tuer la torsion”, c’est a dire annuler la partie de torsion d’un
module (ce qui a ses avantages et ses inconvénients...)



